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SUR  LES  CENTRES,  LES  PLANS  PRINCIPAUX  ET  LES  AXES  PRINCIPAUX 

DES  SURFACES  DCf  SECOND  DEGRÉ. 
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Parmi  les  taéibo^to  esiployées  par  ies  géomèires  poar  discuter  lea  surfaces  représentées 
par  des  équations  du  secoéddepé»rufie  des  plue  simples  ^%  celle  qui  ccfnsiste  à  couper  ces 
surfaces  par  des  droites  parallèles.  En  suivant  cette  méthode,  on  peut  facilement  déterminer 
la  nature  des  suriaces  doot  il  s'agit,  leurs  centres,  s^il  en.  existe  «  leurs  axes  principaux, 
Ole...  ;  et  l'on  reconnaît  en  particulier  que ,  pour  fixer  la  direction  de  ces  axes ,  il  suffit  de 
résoudre  une  équation  du  troisième  degré*  Cette  équation,  qui  se  représente  dans  di- 
verses questions  de  géométrie  ou  de  mécanique ,  et  en  particulier  dans  la  théorie  des 
moments  d'inertie,  a  cela  de.i^marqaable  que  sea  trois  racines  sont  toujours  réelles. 
Mais  jusqu'à  présent  on  n'avait  prouvé  cette  réalité  qu'à  l'aide  de  moyens  indirects  ^ 
par  exemple, -en  ayiaiit  recourt  à  la  tramformation  des  coordonnées ,  ou  en  faisant  voir 
qae  l'on  parWéftdrail  A  des  ceBelaaioiis  absurdes  »  si  l'on  supposait  drâ:i:raOiiieji  ii69^it^ 
oâircs.  Je  me  propose,  dans  cet  article,  i.""  de  montrer  combien  il  eat.f^cîlA jde  fixéf,' 
par  la  méthode  ei-desaus  meniiofanée ,  la  posRinn  du  oeotre,  des  plaas  pDa6jpa(ik:et«d'es 
axes  principaux  d'une  surface  du  second  degré,  lorsque,  pour  simpIifieiflelfÇafeulr.eii^  . 
rendre^  pkrs  syiàétriques ,  on  écrit  les  équations  de  chaque  droite  sous  Û'fVrmëindIcpBSé' 
dans  Iqs  Leçons  sur  les  AppUcations  du,  calcul  infinitésimal  à  la  géométrie;  a.®  d'établir 
directement  la  réalité  dés  trois  racines  dé  Téqûation  qui  sert  à  la  détermination  des  axes 
principaux. 

Soient    x,j,z    les  coordonnées  d'un  point ,  rapportées  à  trois  axes  rectangulaires. 
L*équation  générale  du  second  degré  en     XpjTpZ    sera  de  la  forme 

(i)  Àx*  +  Bj*  +  Cz*  4-  !ïD^z  +  ^'Ezx  4-  aFxy  +  aGx  +  2Hy  +  a/z  =  K  , 

et  les  équations  d'une  droite  menée  par  le  point  (5  ,  »i,  S) ,  de  manière  qu'elle  fasse , 
avec  les  deibi-éx^s  dès  coordonnées  positives,  les  angles  a,  p,  y,  seront  comprises 
<ïahs  la  fornoTuic 

(2)  ^-?       .r-Tï  ^-ç 


coia  cos^  cosy 

III.*  AlIlfiE. 
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De  plus,  si  l'on  fait^  pour  abréger, 

(3)  r  =  l/[(«-.ÇV+(y-«)'  +  (*-Çn,    ' 

c'est-à-dire ,  si  Ton  désigne  par    r    la  dislance  des  deux  pointa    ((»»>()>  (^i  ^  j»  ^) 
on  tirera  de  la  formnle  (a) 


^^  cosa  cos^  COS7  ' 


le  double  signe  devant  être  rédnit  au  signe  -f-  on  an  signe  •— ,  suivant  que  lea 
angles  ««  p»  7  se  rapporteront  à  la  longueur  r  comptée  à  partir  du  point  (C,  n,  C) , 
on  à  partir  du  point    {x  ,y,  t).     On  aura  donc ,  dans  le  premier  cas , 

(5)  w=zli'-{^rco9a,         y  =  iï  +  rcosp,  s=Ç+rcosyf 
et  dans  le  second 

(6)  «=S  — rcOsa,  jrsn-^roosp,  «rsÇ^rcosy. 

# 

Concevons  à  ptésent  que  la  droite,  étant  prolongée  à  partir  du  point     ($#  n»  C) ,    d» 
%  ::y;TA%ftjèrer«i|brm^Uvec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  les  anglea     a,  p,  7^ 
'  *  *  'rôiicbptce. précisément  la  surface  (1)  av  pomt    {m,  jr,z)  »    Les  valeurs  de    9»  y,  z, 
'd^é^  j^  fÀ  équations  (5),  vérifieront  la  formule  (1).  Donc ,  si  Ton  pose 
.  •*.•'  ;.  *•::'•:    : 
V  /t^'icér^ificdff'a+Bcos'p  +  Ccos'v  +  ajPcospcosy+aEcosvcosa  +  aFcosacosp, 

(7)  j  f===(^Ç+F»ï+JSÇ+G)co8a  +  (FÇ+Bn+^C+i50c<>»P+(^+^«+^+')<»»^ 
(  u=^ç«4-B„«  +  Cç«  +  aZ>«Ç  +  aB«  +  aFÇiï4-aGÇ  +  affu  +  a/ç, 

la  distance  r  sera  déterminée  en  fonction  des  angles  « ,  P ,  7  et  des  coordonnée» 
S ,  »  ,  (    par  Téquation  du  second  degré 

(8)  sr^+Ur^u  =  K. 

Or^  cette  éqnation,  devant  fournir,  par  hypothèse,  une  valeur  réelle  et  positive  de  r, 
on  peut  affirmer  qu'elle  admettra  deux  racines  réelles,  à  moins  que  les  angles  a,  P»  7 
ne  vérilient  la  condition    s  =  o  ,    ou 

(9)  ^cos»«4-Bcos«p4-Cco8'7  +  3Dcospcos7  +  a£cos7C08«  +  ^cosacosp  =  o. 
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(5) 
Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  ane  seconde  Talenr  réelle  de    r ,    positive  ou  né- 
gutive  »  satisfera  encore  à  l'équation  (8).  En  d'antres  termes  »  une  seconde  valeur  posi- 
tive de     r     vérifiera  l'équation  (8)  ou  la  suivante 

(lo)  *r*  — air  +  a^if, 

Par  conséquent ,  la  drfîtè  qne  nous  avons  déjà  considérée  »  et  qui  se  trouve  rep^PRtéo 
par  les  équations  (5)  on  par  les  équations  (6) ,  suivant  qu'on  la  suppose  prolongée  dans 
un  certain  sens  ou  en  sens  contraire  «  rencontrera  de  nouveau  la  surface  (i).  Si  main- 
tenant on  fait  coïncider  le  point  (ç»  »,  C)  avec  le  milieu  de  la  distance  comprise 
entre  les  points  d'intersection  de  la  droite  et  de  la  sur£sice,  r  sera  la  moitié  de  cette 
distance;  et»  comme  les  formules  (8)»  (lo)  devront  subsister  simultanément ,  on  en 
conclura 

(il)  sr^  +  u=zK, 

et 

(ta)  l  =  o. 

Il  est  bon  d'observer  que  l'équation  (la)  peut  s'écrire  sous  Tune  ou  l'autre  des  deuiT 
formes  suivantes 


(i3)        (^Ç+F«+£Ç+C)cosa+(FÇ+B*ï'fJ5ç+£Ocosp-l-(BÇ+Dn-l-CÇ+/)co87  =  o 
(14) 


(itfcosa-fFcosp+£co87)Ç-f  (Feo9a+Bco9p-f*Z)coS7)«}  +  (£co8a-f-Dco9p+(7cos7); 

+Gcosa+fl^co8p+/cos7  =  o. 


Cette  équation  étant  du  premier  degré  par  rapport  aux  coordonnées  (»»,(,  il  en 
résulte  que  le  point  ((»>}»  ç)  décrira  une  surface  plane»  si  la  sécante  de  la  surface 
(i)  devient  mobile ,  "mais  de  telle  sorte  que  les  angles  a,  p  ,  y  demeurent  constants. 
Ainsi ,  des  cordes  parallèles  de  la  surface  (i)  ont  toujours  leurs  milieux  situés  dans  un 
seul  plan  que  l'on  peut  appeler  diamétral,  et  qui  se  trouve  représenté  par  l'équation 
(i5)  ou  (i4)>  Soient  >,  fi,  v  les  angles  que  forme  la  perpendiculaire  à  ce  plan» 
prolongé  dans  un  sens  ou  dans  un  autre,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives. 
Les  cosinus  de  ces  angles  étant  nécessairement  proportionnels  aux  coefficients  de  S ,  «ï  ,  ( 
dans  l'équation  (i4)>  on  aura 

/  c>         ^cosg-ff co8p-|-£cos7    Fco8a-|-Bco9p  +  Pco97   jEco8a-l-JDco8p+Coo87 

COSX  COSfA  "^  C08V 
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<4) 
De  plai,  les  trois  fracUooi»  i{U9  MBferme  la  formula  (i5)»  ifcant  égales  entre  etlea, 
seront  égales  au  rapport 

(J  cos  a^^Fcosp^^£co97)co8a^■(Fco9a^|^Bco8p+Dco87)co8p^■(£cosa^■Dco8p^■Cc087)cos7 

C08^C08a+C0SfAC0S^  +  C08v  CO87 

et  par  conséquent  à 

cos^  * 
si  Ton  pose 

(16]  COAi=iOOB'kCOSa^CQêlLCOSP'\-CO%)tCOSy , 

c'est-à-dire  »  si  Ton  désigne  par  9  Tun  des  denx  angles  que  forme  nne  des  cordes  pa- 
rallèles avec  la  perpendiculaire  au  plan  diamétral  qui  passe  par  leurs  milieux.  On  aura 
donc  encore 

^co9a+Fco9p+£co87  Fco9  tt-i-Bcos  P-I-DC08  7 Ecos  a-^Dcos  p  ■»-  Ccos  7 s 

^    ''  COSX  C0«|*  00 J y  "cOsT* 

et  par  suite  l'équation  du  plan  diamétral  ou  Téquation  (j4)  pourra  ôtre  réduite  à 

(i8)  «(ÇcosX  4- lîcosft  +  Ccosv)  4-  (Geosa  +  ff co8p  -+•  /CO87) co8 J  =  0 . 

Lorsque  les  cordes  de  la  sur&ce  (1)  devienneot  parallèles  à  IW  des  axes  coordonnés , 
Tune  des  trois  quantités  cosa ,  cosp  ,  cos 7 ,  se  réduit  à  db  1 ,  les  deux  autres 
s'évanouissent,  et  l'équation  (iS)  da  plan  diamétral. prend  ane  des  trois  &>nBes 

(19)  ^Ç  +  Fiï  +  £ç+G  =  o, 

(ao)  Fi  +  Bn+JDK  +  H^o, 

(ai)  JEÇ  +  lJu+CÇ-t-/  =0. 

Ces  trois  dernières  éqnatioûs  représentent  donc  les  trois  plans  diamétraux  qui  passent 
par  les  milieux  des  cordes  parallèles anx  axes  des  x  ^  y  ci  z.  Lorsque  ces  trois  plans 
se  coupent  en  un  même  point ,  ou  suivant  une  mémo  droite ,  les  coordonnées  de  ce  point 
ou  de  cette  droite  vérifient  évidemment  la  formule  (iS)»  quelles  que  soient  d^ailleurs  les 
valeurs  attribuées  aux  angles  » ,  ^ ,  y»  Donc  tous  les  plans  diamétraux  passent  alors 
par  ce  point  ou  cette  droite,  qui  est  le  centre  ou  le  lieu  des  centres  de  la  surface  (1). 

Pour  qu'un  plan  diamétral  coupe  à  angles  droits  les  cordes  parallèles  dont  il  renferme 
les  milieux,  00,  ea  d'autres  termes,  pour  qu'un  plan  diamétral  divise  la  surface  (1) 
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(*) 

eo  deux  parties  symétriqaes ,  et  derienne  ce  qu*on  nomme  on  plan  principal  de  cette 
surface ,  il  est  nécessaire^  ^.iLjJifiit  (fm  les  coêiaot  (Ïès-Aiigles  X ,  p  ^  v  soient  pro- 
proportionnels  aux  cosinus  dôs  angles    a,  p,  y ,    cNost-^-dire »  que  Ton  ait 

eosX    co§y-__   ces» 

'     '  cosa  cosp  C0S7 

D'ailleurs,  si  Ton  combine  la  formule  (i5)  jitec  la  première  des  équations  (7)»  et  avec 
la  suivante 

(a5)  cos*«-|-oos«f_+»coê*Vàsi , 

oD.eaooMlam 

,  ,^    ^<3os«-f/'oosfi4'£cos7        igloos A-t-£co^û4Dces7        £cosa^2)cosp+Ccosy 
^  ^  oosa         v  oosp  C0S7 

ou ,  ce  qui  reyient  au  même , 

1{J  —  «)cosce  4-  Fcosp  +  £<^97  =  o  , 
F  008  a -f-(B  *^#)ûDS^  «4*  JD0OS7  s  o  , 
E008a-4-BC05p+(C  — ')<^0S7=0  . 

De  plus,  si  Ton  élimine  cosa ,  cosp ,  CO87  entre  les  formules  (a5) ,  on  obtiendra  une 
équation  en    $    du  3,*  degré ,  savoir , 

(26)  (^-,)(5-,)(C  — #)-D»{i#-.#)-.JB-(B— 0  — -F'«(C-*)  +  aO£''  =  o. 
Enfin ,  si  Ton  pose ,  dans  les  formules  (a5) , 

(27)  COiftsspOOS7  9  C0SpSs:7C0S7. 

elles  deviendront 

(28)  (^  — *)p4-F^  +  E  =  o,    FpJ^{B^4)g  +  Dt=:o,     Ep  +  Dg  +  C-^s  =  0; 

et  il  est  clair  qu*à  chaque  racine  réelle  de  l'équation  (26)  correspondront  1.^  des  valeurs 
réelles  finies  ou  infinies  des  variables  p»  qp  déterminées  par  les  formules  (a8) ,  a.®  des 
valeurs  réelles  de  cosa ,  cosp  ,  C0S7  »  déterootinées  par  les  équations  (aS)  et  (37) ,  ou 
ce  qui  revient^ an  même,  par  Tune  des  deux  formules 

/ 
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(«9) 


(6) 

cosa  cosp  CO87 


p  q  l  V^i+/)*+9> 


.-    .  COStt    C08p  COSy  1 

p         ~^    i    "*"  i/r+pNw^ 

Par  suite ,  si  l'on  nomme  direetumê  prineipaUê  celles  qa«  prennent  des  droiles  menées 
par  Torigine  »  ou  par  mi  point  quelconque  de  Tespace ,  de  manière  h  former  avec  les 
demi-axes  des  coordonnées  positives  des  angles  a  »  p  ,  y^^  déterminés  par  le  système 
des  équations  (a6) ,  (s8) ,  (29) ,  chaque  racine  réelle  de  Téquation  (a6)  fournira  géné- 
ralement une  direction  principale.  Donc  il  sera  démontré  qu'une  droite  menée  par  l'o- 
rigine ,  ou  par  un  point  quelconque  de  l'espace  »  peut  toujours  prendre ,  relalifement  à  la 
surface  (1),  trois  directions  principales»  s'il  est  prouvé  que  l'équation  (96)  a  ses  trois 
racines  réelles.  Or  la  réalité  de  ces  trois  racines  est  évidente ,  dans  le  cas  particulier  où 
les  quantités  E  ,  F  s'évanouissent.  Alors  en  effet ,  l'équation  (s6)  se  partage  en  deux 
autres,  savoir, 

{3i)  -4  — «  =  o, 

et 

(3a)  (J  — i)(C  — #)  — Z)*  =  o, 

que  l'on  vérifie  en  prenant 

(33)  s=:A , 

et 

Donc ,  si  l'on  fait 

l'équation  (96) ,  dans  le  cas  particulier  dont  II  est  question ,  aura  pour  racines  les  trois 
quantités  réelles    A ,  s\  ê' .     D'autre  part ,  si  Ton  nomme 


*  Nom  supposoni  ici ,  conformément  aux  conTentioni  généralement  adoptéei ,  que  chacun  des  an^ci  «>  /S,  > 
est  positif  et  inférieur  à  200  degrés. 
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(7) 

les  valeurs  réelles  qu'acquiert  la  fonclion 

(36)  .J  =  (^— #)(B  —  s)(C- #)-/)»(-<— #)  —  E*(B-.0-'"(C-0  +  aD£F, 

quand  oo  altfibm  iueoMSVf fflMil  è  la  Tariable    $    les  quatre  Talenrs 

...••,■.       ^ . 

(57)  ;      #.=?— ie,       #*=»'..      #=•',        «  =  00, 

■■-•■!»;•         ;     ...■- 

rangée»,  comawiNi  le  ▼oil.ioi,  par  ordre  4e  grandeur,  on  aura 

5-.  =  «>, 

5'=  —  £*(2Ï— •')  — F»(C— #')  +  ai)£F 

•S'  — ^E'{B^ê') --F'iC^  »')-{•  i  DBF 

=  a2)BF— ^(fi-O(^'-^0  +  («'  +  iF»)V/j(-^)'+fi'j. 

puu  en  bisant,  pour  abr^er, 

(58)  *DEF^^{B^C)(E*^F*)=P,     {B'^C)EF^D{E*'-F*)  =  Q, 

0 

et  ayant  égard  k  la  formule 

(59)  (£;.  + F»)' |(-£~)*  +  /)'|  =  />?  +  <?%* 

*  Ponr  obiesir  féqoaUon  (3^ ,  il  Mfit  de  comUner  entre  elles ,  par  Toie  de  moltipHcalioD ,  les  deux  formulet 
iint^aiiei 
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on  trouvera  âéCnitivement 

5..  =  00  >  0  , 

(4o)  (     5'  =  P— v^pî+ç^<o,      ^  =  P4-yp.4^'.  >o;* 

.  -■ .  ..^^~^ao<^.-.    ;(:  -  :\ 

Doncj  si,  dans  le  premier  membre  de  Vétfmtàm  (H€|)  «iPiit'^llrîl^.MicocIMiTemeQl  à  la 
yariable  s  les  quatre  yaleurs  — oo  »  8\  «' >  «' et -)-oo  ,  on  obtiendra  quatre 
résultats  alternatiTemeat  positifs  et  négitifs.  Jl«^6it  permiâ  4'e»  GOdclure  que  TéquaitîoQ 
(26)  aura  toujours  trois  racines  réelles,  la  preiùière  inférieure  à  la  limite  s^ ,  la  seconde 
comprise  entre  s'  et  $',»  lalroiiièiMMpélriéareiitjiriliiiiiicli'  «'^«i  f^Bimie  cas  parti* 
culier  que  nous  avons  d'abord  considéré,  les  quantités  P,  Q  /  et  par  suite  S',  S" 
s'évanouissent  en  même  temps  que  les  quantités  E  ^  F;  ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre , 
puisque  s\  s'  sont  alors  deux  racines  de  l'équation  (26).  Ajoutons  que  la  conclusion 
générale  à  laquelle  nous  sommes  parvenitt  «ubftsteraft  e^côr6~,' li -l^*iléstgnmC  par 
s' ,  ê"  9  non  plus  1(^  ruines  de  l'équation  (28),  mais  les  valeurs  réelles  de  s  qui 
vérifient  l'une  des  deux  équations  .  '  •  '     -    :  -   .  .« . 

(40  (C-.*)(^-*)-.£'  =  o,        _  ^    .  ^ 

ou 

(42)  .(.|^«)(fi— «)u-f  =  o;  ' 

c'est-à-dire ,  en  d'autres  termes ,  si  l'on  prenait 

„„  .-=^_^j(£zi)V^.j.  ..=^  +  /{(±£)+..]. 

OU  bien  ■.-.';-.  »        '  

Gela  posé,  admettons  q^e  Ton  ait  oalaùl^. Iqs_ tro^valeura  dç  $'•  et  les  trois  valeurs 
de  s^'  fournies  par  les  équations  (S5) ,  (43)  et'(44'j*  On  sera  en  droit  d'affirmer  que 
des  trois  racines  réelles  de  l'équation  (26}  lajpremière  est  inférieure  ji  la  plus  petite  dés 
valeurs  de  s\  la  seconde  supérieure  à  la  plus  grande  des  valeurs  de'  a' ,  mais  in- 
férieure à  la  plu«  petite  des  valeurs  de  ê' ,  et  là  troisième -supéricfure  .à  la  pi^a  pàhde 
des  valeurs  de     s^         ^  ........    . 

Concevons  maintéiieTil  que  l'on  désigne  par  -'  ^ 

(45)  s,,         ^. ,         Si  ( 
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le$  troil»  racioes  réelles  de  réquatîon  (s6) ,  et  par 

(46)  «i  >    pi  f    V»  »  ««  *    P»  i    7»  î  «s  >    pi ,    73  > 

les  faleurflL oorrespondantea  dea  angles  a,  p,  7,  tirées  des  formules  (aS)  et  (ag). 
Cimeoue  des  équations  (a5)  sera  vérifiée  lorsqu'on  attriBnera  aux  variables  s,  a,  p,  7 , 
un  quelconque  des  trois  systèmes  de  valeurs  dont  il  s'agit.  Par  e<mséquent  la  première 
de  ces  équations  donnera 

(^  — «,)CO8cer4-'*<^<>8pi+£C087i  =  0  , 

et 

{A  —  «,)co8a.  -f-  Fcosp,  4"  Eooèyt  =»  o  ; 

puis,  l'on  en  conclura ,  en  éliminant  la  quantité    A  » 

(47)  (*t  — *x) COSa. C0Saft-|-^(C0SPi  COSa,  —  C08aiC08Ps)4"'E(cOS7i  CO8a,^e08ai COS7,)  s=:  0  . 

En  rwonnant  dci  même,  on  tirera  de  la  seconde  des  équations  (aS) 

(48)  (*.—*,)  cospt  cosp,  +^(^o*7i  <^Pi— cosp,  co87t)+i''(co8ai  cosp,  —  cosPx  COSa.)  =0  , 
et  de  la  troisième 

(40)      (*«  — *«)c<>»7«^>7»+^(C0Sa,C0S7a  — C0S7iC08a,)+D(0OSp,C0S7,— COS7,C08p,)  =  0. 

Enfin ,  si  Ton  ajoute ,  membre  à  membre ,  les  formules  (47)  »  (48)  »  (49)  »  on  trouvera 

(«,  —  #,)  (cosa,  CCS  a,  +  cosp,  cosp,  +  C0S7gC0S7»)  =  o  ; 

et  par  suite 

(50)  .  C0SaiCOSa9+CO8PiC0Sp«-f"C0S7iC0S7»s=:O^ 

pourvu  que  les  racines  #, ,  «,  ne  deviennent  point  égales  entre  elles.  On  trouvera  de 
même ,  en  supposant  inégales  les  racines    «,  »  «3  » 

(51)  COS«,COSa3-4-COSp,C09p3-|-<^OS7xOOS73  =  0  y 

et ,  en  supposant  inégales  les  racines    s, ,  «3  » 

III.*aii!i£e.  ^  • 
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(10) 
(5î)  COSâCaCOSSB  +  COS^tCOS^a  +  0037,00873  =  0  . 

D'ailleurs  les  premiers  membres  des  formules  (5o)«  (5i) ,  (5a)  exprimeront  évidemment 
les  cosinus  des  angles  compris  entre  les  trois  directions  principales.  Donc ,  puisque  ces 
cosinus  se  réduiront  à  zéro ,  les  directions  principales  seront  celles  de  trois  droites  per- 
pendiculaires Tune  à  Tautre.  Ajoutons  que  chacune  de  ces  droites»  si  elle  passe  par 
rorigine,  sera  représentée  par  les  équations  comprises  dans  la  formule 

(53)  * ^     -     ' 


008  a  008  P  COS7 

les  valeurs  de    a ,  p  ,  7    étant  tirées  des  formules  (aS)  et  (96)  ;  ou ,  ce  qui  revient  au 
inênie  >  par  les  trois  équations 

(54)  {A^s)x+Fy+Ez-o,    Fa^{B'^9)y+D%^o ,    £«+D/+(C  — 0^  =0f 

la  valeur  de    $    étant  Tune  de  celles  que  nous  avons  désignées  par    «g ,  s^,  ^3  • 

Dans  ce  qui  précède ,  nous  avons  admis  que  les  trois  racines  #1 ,  #. ,  «3  étaient 
inégales.  Si  deux  de  ces  racines ,  par  exemple  les  deux  plus  petites ,  devenaient  égales 
entre  elles,  elles  coïncideraient  nécessairement  avec  les  valeurs  de  s'  tirées  des  for- 
roules  (55),  (43)  et  (44)*  Au  contraire  «  si  les  deux  racines  égales  surpassaient  la  troi- 
sième ,  elles  coïncideraient  avec  les  valeurs  de  s'  tirées  des  mêmes  formules.  Donc 
chacune  des  racines  égales  sera  toujours  une  valeur  de  $  propre  à  vérifier  simulta- 
nément les  équations  (26) ,  (Sa) ,  (40  *  (4^)  »  o^  P&r  conséquent  la  formule 

(55)  {A^s){B^$){C'-s)  =  D'{A—s)  =  E\B'^$)=F'{C^s)=DEF, 
On  aura  donc ,  pour  cette  valeur  de    $ , 

EF  ^  FD  ^  DE 

(56)  '^-'^HT'       -»— =-Ê-'       ^'•' — T-' 

d*où  Ton  peut  conclure  que  les  trois  équations  (a8)  seront  réduites  à  la  seule  équation 

(57)  EFp  +  FDg+DE  =  o. 
et  les  trbis  équations  (54)  à  la  seule  équation 

(58)  EFx'{'FDy  +  DEz  =  o. 
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Il  sera  donc  permis  d'attribuer  aux  variables  p,  q  l'un  quelconque  des  systèmes  de 
valeurs  propres  à  vériGer  la  formule  (Sy).  Par  suite»  les  valeurs  de  cosa^  cosp,  COS7, 
données  par  la  formule  (ig)  «  ne  seront  pas  complètement  déterminées;  et  les  deux  di- 
rections principales ,  correspondantes  aux  deux  racines  égales  de  l'équation  (s6)  »  seront 
celles  de  deux  droites  menées  arbitrairement  par  l'origine  dans  le  plan  que  représente 
Téquation  (58).  Or  il  est  évident  qu'on  pourra  choisir  encore  ces  directions  de  manière 
qu'elles  soient  perpendiculaires  entre  elles.  Quant  à  la  troisième  racine  de  l'équation  (s6), 
elle  continuera  de  fournir  une  direction  principale  perpendiculaire  aux  deux  autres ,  et 
par  conséquent  au  plan  représenté  par  l'équation  (58). 

Si  »  dans  le  cas  que  nous  venons  d'examiner ,  on  désigne  par    «-    la  valeur  commune 
des  deux  racines  égales  de  l'équation  (26)  »  on  aura  »  en  vertu  des  formules  (56) , 

/c  N  .        EF      '  FD        ^       DE 


Par  conséquent  les  coefficients    A ,  B ,  C ,  D ,  E,  F    vérifieront  les  deux  équations 
de  condition  comprises  dans  la  formule 

(60)  A _  =  2?  — -^  =  C jr-  . 


Réciproquement  »  lorsque  ces  deux  équations  sont  vérifiées ,  on  peut  affirmer  que  l'é- 
quation (s6)  a  au  moins  deux  racines  égales  entre  elles.  En  effet  »  si  l'on  désigne  alors 
par    s-     la  valeur  conmiune  des  trois  membres  de  la  formule  (60)  »  on  trouvera 


E 

et  la  substitution  des  valeurs  précédentes  de    A  ,  B  ,  C    dans  l'équation  (s6)  réduira 
cette  équation  à  la  forme 

/  EF        FD         DE\ 

(6*)  (,__,).(,-,4.^  +  _+__)  =  o. 

S'il  y  avait  égalité  entre  les  trois  racines  de  l'équation  (26) ,  chacune  d'elles  coïn- 
ciderait nécessairement  avec  les  trois  valeurs  de  s*  et  les  trois  valeurs  de  s",  dé- 
terminées par  les  formules  (35),  (4*^)  et  (44)*  Donc  alors  les  radicaux  renfermés  dans 
ces  formules  s'évanouiraient  «  et  les  cpelficienls  A  ,  B ,  C ,  D ,  E ,  F  vérifieraient  les 
trois  conditions 


(65) 


(J4£)v..=.,   (^)+.-=..  (^)-+^-=o. 
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ou»  ce  qui  revient  au  même,  les  cinq  équations  de  condition  comprises  dans  les  deux 
formule^ 

(64)  J=zB  =  C,  n  =  E  =  Fr=o. 

De  plus,  en  désignant  par  ç  la  valeur  unique  de  #  à  laquelle  se  réduiraient  les  trois' 
racines  égales  de  Téquation  (a6) ,  on  trouverait 

(65)  ç  =  A  =  B  =  C.  ^ 

Enfin ,  il  est  clair  qu'en  vertu  de  cette  valeur  et  des  conditions  (64)  »  les  équations  (98) 
et  (54)  deviendraient  identiques.  Donc  les  valeurs  de  p  »  9  »  propres  à  vérifier  les 
équations  (28),  deviendraient  complètement  indéterminées;  et  les  trois  directions  prin- 
cipales »  correspondantes  aux  trois  racines  égales  de  Téquation  (a6) ,  seraient  celles  de 
trois  droites  menées  arbitrairement  par  l'origine,  ou  par  un  point  quelconque  de  l'espace. 
On  pourrait  d'ailleurs  chobir  encore  ees  directions  de  manière  qu'elles  fussent  perpen- 
diculaires entre  elles.  Ajoutojis  que,  dans  le  cas  oii  les  conditions  (64)  sont  remplies» 
les  trois  racines  de  l'équation  (a6)  sont  toujours  égales ,  puisque  cette  équation  se  réduit 
alors  à  la  forme 

(66)  («  — /f)3r=0. 

Les  deux  cas  que  nous  venons  d'examiner  »  c'est- à- dire  »  ceux  qui  se  rapportent  à 
Tégalité  de  deux  ou  trois  racines  de  l'équation  (a6) ,  sont  évidemment  les  seuls  qui 
fournissent  »  pour  les  quantités  p  et  9  »  des  valeurs  indéterminées.  En  effet ,  pour  que 
cette  circonstance  arrive ,  il  est  nécessaire  que  les  trois  équations  (s8) ,  qui  s'accordent 
toujours  entre  elles  en  vertu  de  la  formule  (a6)  »  se  réduisent  à  une  seule  et  même 
équation ,  ou  deviennent  toutes  identiques.  Or  les  trois  équations  (a8)  ne  peuvent  se 
réduire  à  une  seule,  à  moins  que  les  six  quantités 

(67)  A^\,        i?-«,        C  — «,        Z),        E,        F 
ùe  vérifient  la  condition 

(68)  AsiFiEiiFiB'-ilDiiEiDiC  —  ê, 

et  par  conséquent  les  deux  formules 

J'S  F  E  F        B-ê  D 


F  B-s         D  '  B  D  C'i  ' 

qui  peuvent  être  remplacées  par  les  équations  (56) ,  et  qui  enlralneni  la  formule  (60) 
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ayec  Tégalité  Ad  deux  des  roeinés  #.  »  «.  >  «s*  Dé  plus  les  trois  équations-  (2&)  ne 
peuvent  devenir  identiques  que  dans  le  cas  ob  les  quantités  (67)  s'évanouissent,  et  par 
conséquent  dans  le  cas  où  les  conditions  (64)»  étant  vériCéeSt  entraînent  Tégalité  des  trois 
racines  dont  il  s'agit. 

Il  résulte  dés  considérations  précédentes  que  par  l'origine,  ou  par  un  point  quelconque 
de  l'espace,  on  peut  toujours  mener  trois  droites  perpendiculaires  entre  elles ,  et  dont 
les  directions  soient  principales  relativement  à  la  surface  (i).  On  voit  en  outre  que  ces 
trois  droites  seront  complètement  déterminées ,  ou  l'une  déterminée  et  les  deux  autres 
indéterminées,  mais  comprises  dans  un  plan  donné»  ou  toutes  les  trois  indéterminées, 
suivant  que  l'équation  (s6)  offrira  trois  racines  inégaies  »  ou  une  racine  simple  et  deux 
racines  égales,  ou  enfin  trois  racines  égales. 

Supposons  maintenant  que  Ton  coupe  la  surface  (i)  par  une  droite  dont  la  direction 
coïncide  avec  Tune  des  directions  principales ,  et  soient  (»)),(  les  coordonnées  d'un 
point  situé  sur  la  même  droite.  Les  coordonnées  variables  x,  y,  z  de  cette  droite 
vérifieront  la  IJMrmule  (t) ,  pourvu  que  l'on  attribue  aux  angles  a  »  ?»  7  les  valeurs 
correspondantes  h  la  direction  principale  dont  il  s'agit.  Soit  d'ailleurs  r  la  distance 
coiàprise  entre  les  points  ((««i,?)  et  (»,/,«).  Gomme  les  coordonnées  x,  j,  z 
du  point  où  la  droite  rencontrera  la  surface  satisferont  en  même  temps  à  l'équation  (1) 
et  aux  formules  (5)  ou  (6)  ;  la  valeur  de  r,  correspondante  à  ce  point»  ^era  fixée  par 
Fune  des  équations  (8) ,  (10) ,  les  valeurs  de  s ,  s ,  u  étant  déterminées ,  à  l'ordinaire, 
par  les  formules  (7),  dont  la  seconde,  combinée  avec  la  formule  (a4)  »  donnera 

(69)  /  =  ^((cosa-f-iieosp+C<^7}  +  C<^>>  +  ^<^'P  +  ^co97. 

Donc,  puisque  les  racines  de  l'équation  (10)  sont  égales ,  abstraction  faite  des  signes,  aux 
racines  de  l'équation  (8) ,  chacune  de  ces  équations  fournira  toujours ,  dans  l'hypothèse 
admise»  une  valeur  réelle  de  la  variable  r .  On  est  en  droit  d'en  conclure  que  les  deux 
équations  réunies  ofiriront  quatre  racines  réelles,  savoir  deux  racines  positives»  et  deux 
racines  négatives ,  à  moins  que  les  valeurs  attribuées  aux  angles  a  »  ?  ,  7  ne  vérifient 
la  condition 

(70)  s  2=  o , 

c'est-à-dire^  la  formule  (g).  Donc,  si  l'on  excepte  le  cas  particulier  où  celte  condition 
serait  satisfaite ,  la  droite  que  l'on  considère  »  prolongée  dans  un  seul  sens ,  ou  d'abord 
dans  un  sens  et  ensuite  en  sens  contraire,  rencontrera  la  surface  (1)  en  deux  points  dé- 
terminés de  position  sur  cette  droite.  On  doit  toutefois  observer  que  ces  deux  points 
cesseraient  d'être  distincts ,  si  les  deux  racines  positifes  appartenaient  à  une  seule  des 
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équatioM  (8) ,  (lo)  »  et  devenaient  égales  entre  elles.  Or»  c'est  ce  qui  arriferait  effecti- 
vement »  si  la  droite  et  la  surface  devenaient  tangentes  l'une  à  l'autre. 

Lorsque  les  angles  a,  p ,  y^  correspondants  à  une  direction  principale,  ne  vérifient 
pas  la  condition  (9)  ou  (70) ,  et  que  Ton  fait  coïncider  le  point  (S,ii,C)  avec  le  milieu 
d'une  corde  ou  sécante  parallèle  à  cette  direction,  les  équations  (8)  et  (10)  sont  néces- 
sairement vérifiées  par  une  même  valeur  positive  de  r  qui  représente  la  moitié  de  la 
corde  dont  il  s'agit.  Par  suite  cette  valeur  de  r  satisfait  encore  k  la  formule  (1 1)  »  et 
les  coordonnées  (  »  n  »  C  du  milieu  de  la  corde  vérifient  l'équation  (1  s),  qui,  en  verlu 
de  la  formule  (6p) ,  peut  être  réduite  à 

(7O  «(ÇcoSflt4-  ucosp-l-Çcosv)  -l-Gcosa  +  Jîcosp  +  /cosy  =  o . 

Si  la  sécante  se  changeait  en  une  tangente  à  la  surface  (1),  les  deux  extrémités  de  là 
corde  et  son  milieu  coïncideraient  avec  le  point  de  contact;  tandis  que  la  distance  r  • 
réduite  à  zéro ,  représenterait  la  valeur  commune  des  racines  devenues  égales  de  l'équa- 
tion (8)  ou  de  l'équation  (10).  Donc  alors  les  coordonnées  (S,  1»  t)  du  point  de  contact 
vérifieraient  j  non^seulement  la  formule  (71)»  mais  encore  la  formule  (11)  réduite  à 

(72)  a  =  iJ:. 

Remarquons  d'ailleurs  que  l'équation  (72)  »  qu'on  peut  écrire  comme  il  suit 

(73)  ^5*  +  Bu*  +  CÇ»  +  îiJ!)i>Ç  +  îi£«  +  ftFÇ>i4-aCÇ4.aH„4.a/Ç  =  K, 

exprime  simplement  que  le  point  ({,  n,  C)  est  situé  sur  la  surface  (  1  ).  Quant  à  Téquation 
(71),  elle  est  évidemment  celle  d'un  plan  perpendiculaire  à  la  direction  principale  que 
Ton  considère;  et»  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  ce  plan  devra  renfermer  les  milieux 
ou  les  points  de  contact  des  cordes  et  des  tangentes  parallèles  è  cette  direction.  Donc 
ce  plan  divisera  la  surface  en  deux  parties  symétriques,  et  sera  toujours  ce  qu'on  nomme 
un  plan  principal. 

Lorsque  les  angles  a  ,  ^  ,  7 ,  correspondants  à  une  direction  principale,  satisfont  k  la 
formule  (g)  ou  (70] ,  la  valeur  nulle  de  s  est  une  racine  de  l'équation  (a6) ,  et  par 
conséquent  les  coefficients     A ,  B ,  C ,  D  ^  E  »  F    vérifient  la  condition 

(74)  ABC  -^  AD^  —  BE^  —  CF^  +  2DEF  =  0. 

En  même  temps ,  la  valeur  de     t ,     donnée  par  la  formule  (6g) ,  se  réduit  h. 
(^5)  t  =  Gcosa  i+-  ifoos^  -|-  icos'/ , 


Digitized  by 


Google 


(  i5  ) 
ei  les  éqaaliont  (8) ,.  (lo)  devienneni  reëpecUrement 

(76)  a«r  +  tt  =  iC, 

(77)  — 2«r-4*a=sif, 

Alors ,  si  la  valeur  de  f  ne  s'éyanouit  pas  »  une  droite  menée  par  un  point  quelconque 
((»»»()»  parallèlement  à  la  direction  principale  que  Ton  considère,  coupera  la  surface 
(1)  à  une  distance  r  du  point  (S,  n^  C) ,  représentée  par  la  racine  positive  de  l'é- 
quation (76)  ou  de  l'équation  (77).  Mais  il  n'y  aura  qu'un  seul  point  commun  à  la 
droite  et  à  la  surface;  et,  comme  on  ne  pourra  plus  choisir  { »  n  »  C  de  manière  à 
vérifier  TéquaUon  (71) ,  dont  le  preiûier  membre  sera  précisément  égal  à  1 ,  on  verra 
disparaître  le  plan  principal  que  représentait  cette  même  équation.  Au  contraire ,  si  t 
s*évanouit»  c'est-à-dire»  si  les  valeurs  de    a,  p,  y    vérifient  la  condition 

(78)  G ewot'^  H oo$p  '^  I co$y  =  o  , 

les  équations  (76)  et  (77)  se  réduiront  k  la  formule  (79)  on  (78);  et,  comme  cette  for- 
mule se  trouvera  satisfaite  »  quel  que  soit  r,  ou  ne  pourra  l'être,  suivant  que  le  point 
((»»»()  sera  ou  ne  sera  pas  compris  dans  la  surface  (i) ,  il  est  clair  que  chaque  droite, 
menée  parallèlement  à  la  direction  principale ,  sera  skuée  toute  entière  sur  cette  surface , 
on  n'aura  aucun  point  de  commun  avec  elle.  Donc  alors  l'équation  (1)  représentera  une 
surface  cylindrique,  dont  les  génératrices,  prolongées  dans  un  certain  sens ,  formeront 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  les  angles  a ,  p  ,  y.  Or,  dans  ce  cas , 
tout  plan  perpendiculaire  à  la  ^direction  principale  divisera  évidemment  la  surface  cy- 
lindrique en  denx  parties  symétriques ,  et  pourra  en  conséquence  être  considéré  comme 
un  plan  principal.  Il  est  d'ailleurs  aisé  de  voir  que  les  coordonnées  d'un  semblable  plan 
satisferont  à  la  formule  (71)»  attendu  que  cette  formule  deviendra  identique,  et  sera 
vérifiée  indépendamment  des  valeurs  attribuées  aux  variables    i,  ^  ,  K. 

Faisons  maintenant ,  pour  abréger , 

(79)  tti=6C08a-)-J7C08^-4'^<^<^7* 

s  et  a«>    désigneront  ce  que  deviennent  les  deux  polynômes  du  premier  et  du  second 
degré,  dont  la  somme  forme  le  premier  membre  de  l'équation  (i) ,  savoir, 

(80)  ^«•4-Bjr*  +  Cs«4.aJDyz  +  aE««  +  aFa?j'        et        2iGx  +  Hj  +  Iz), 
quand  on  y  remplace    x,  y.  z    par    cosa ,  eosp »  cosy*     Cela  posé,  il  résulte  des 
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(  '6.  ) 
observalloDs  précédeales  que  toute  droite»  qui  offrira  uoa  direction  principale  relative- 
ment à  la  surface  {i),  sera  perpendiculaire  à  un  plan  principal  «  si  la  valeur  correspon- 
dante de  la  quantité    s    vérifié  la  condition 

(8i)  >  «'>o, 

et  à  une  infinité  de  plans  principaux ,  à  les  valeurs  correspondantes  de  a  et  *>  vérifient 
les  deux  formules 

(8a)  j  =  o,  #1  =  0. 

Le  cas  où  Ton  aurait  à  la  fois  "^ 

(83)  ^  j  =  o,  «»>o 

est  le  seul  dans  lequel  le  plan  principal  disparaisse.  D'ailleurs  nous  avons  prouvé  ci-des- 
sus qu'il  existe,  par  rapport  à  la  surface  (i) ,  trois  directions  principales  et  pérpendicu* 
laires  entre  elles ,  lorsque  l'équation  (a6)  n'a  pas  de  racines  égales ,  et  dans  le  cas  con- 
traire une  infinité  de  systèmes  de  directions  principales  qui,  étant  prises  trois  à  trois , 
sont  encore  perpendiculaires  l'une  à  l'autre.  Donc  »  à  moins  que  l'équation  (a6)  n'offre 
uoe  racine  nulle  ou  def  racinea  nulles,  correspondantes  à  one  valeur  positive  ou  négative 
'  de    w  ^     et  par  conséquent  propres  à  vérifier  les  conditions  (83)  »  il  existera  »  pour  la 

/  surface  du  second  degré ,  trois  plans  principaux  et  perpendiculaires  entre  eux  »  ou  une 

infinité  de  systèmes  de  plans  principaux  »  qui,  étant  pris  trois  à  trois,  se  couperont  & 
'  ^  angles  droits.  Les  systèmes  de  plans  rectangulaires,  dont  il  est  ici  question ,  se  réduiront 

eiTectivement  à  un  seul,  si  l'équation  (aC)  n'a  pas  de  racines  égales  ni  de  racines  nulles> 
Alors  les  trois  plana  principaux  se  couperont  suivant  irois  droites  perpendiculaires 
entre  elles ,  et  que  l'on  nomme  axa  principaux.  Mais  si  l'équation  (afi)  admet  ou  dea 
racines  égales  qui  différent  de  léro ,  ou  quelque  racine  nulle  correspondante  à  une  valwr 
nulle  de    u ,     le  nombre  des  systèmes  de  pians  principaux  et  perpendiculaires  entre 

»  eux  étant  alors  infini,  les  droites,  suivant  lesquelles  ils  se  couperont  mutuellement,  of- 

K  friront  une  infinité  de  systèmes  d'axes  principaux.. 

Une  remarque  importante  à  faire,  c'est  que  tout  point,  suivant  lequel  se  coupent  trois 

plans  principaiix  rectangulaires  entre  eux,  et  par  conséquent  trois  axes  principaux,  est 

tou)ours  un  centre  de  la  surface  (i).  En  effet,  trois  plans  de  cette  espèce  étant  donnés  , 

rF-  construi.*«ons  un  parallélipipède  rectangle  qui  ait  pour  centre  leur  point  d'intersection, 

'"  '  pour  sommets  huit  points  dont  l'un  au  moins  soit  situé  sur  la  surface  (i) ,  et  pour  arêtes 

des  droites  perpendiculaires  aux  plans  dont  il  s'agit.  Comme  les  huit  sommets,  considérés 
deux  h  deux,  seront  placés  symétriquement  par  rapport  à  l'un  de  ces  mêmes  plans,  ils 
appartiendront  tous  è  la  surface  (i);  et  les  deux  sommets  opposés,  qui  formeront  Içs 
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(  >7) 
f  xtrémités  d'une  diagonale  »  coïncideront  aur  la  inrface  arec  les  deux  extrémiléa  d*une 
corde  dont  le  milieu  sera  précisément  le  centre  du  paraliélipipède.  Donc  »  puisque  Tun 
de  ces  pointa  pourra  être  uû  point  quelconque  de  la  surface  (i),  celle-ci  aura  pour 
centre  le  point  d'intersection  des  trois  plans  principaux. 

Réciproquement  on  peut  affirmer  que  tout  point  qui  sert  de  centre  à  la  surface  (i) 
est  en  même  temps  le  point  d'intersection  d'un  système  ou  d'une  infinité  de  systèmes 
d'axes  principaux  de  la  surface.  C'est  ce  que  l'on  démontrera  sans  peine  à  l'aide  des 
considérations  suivantes. 

Les  plans  diamétraux  représentés  par  les  équations  (19)»  (so),  et  (ai)  se  cotperont 
en  un  point  unique»  si  les  plans  parallèles  menés  par  l'origine,  et  représentés  par  les 
formules 

(84)      Ax^Fy-^'Et  —  Oj         (85)     Fa?4-B;<4-Z?«  =  0,        (86)    faî+Dj+Ci^so, 

n'ont  d'autres  points  communs  que  cetUs  origine  même;  ou ,  en  d'autres  termes»  si  l'on 
ne  peut  satisfaire  aux  formules  (84)»  (85)»  (86)  que  par  des  valeurs  nulles  des  coor- 
données X  9  y,  z.  ^Alors  la  surface  (1)  aura  un  centre  unique  »  et  aucune  des  racines 
de  l'équation  (96)  ne  s'évanouira.  Car,  si  une  ou  plusieurs  de  ces  racines  se  réduisaient 
à  zéro,  on  pourrait  trouver  un  système  de  valeurs  ou  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs 
^    «  »  P  9  7  »     propres  à  vérifier  la  formule  (24)  »  et  par  conséquent  les  trois  équations 


.(87)     I 


jlcosa-l-Fcosp.+  £cos7=ro,  Fco8a4-Bco5p4-J'^<5087=o, 

£cosa  +  ^cosp  +  Ccos7  =  o  ; 


puis  »  en  déterminant    x  ,  y ,  z    par  la  formule 


(88) 


y    _ 


cosoc  cosp  COS7 


c'est-à-dire  »  en  prenant  pour  x,  y ,  z  des  quantités  proportionnelles  à  cosâ  »  cosp  » 
COS7  »  on  obtiendrait  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  de  x  ,  jr,  z  ,  propres  à 
vérifier  les  équations  (84)  •  (85)  »  (86).  D'ailleurs»  quand  ^équation  (26)  n'offre  pas  de 
racines  nulles,  il  existe  un  système  ou  une  infinité  de  systèmes  de  plans  principaux  et 
rectangulaires  »  dont  chacun  passe  nécessairement  par  le  centre  unique  de  la  surface. 
Donc  par  suite  il  existe»  dans  l'hypothèse  admise»  un  système  ou  une  infinité  de  sys^ 
tèmes  d'axes  principaux  qui  ont  pour  point  d'intersection  le  centre  dont  il  s'agit. 

Si  les  plans  (19)  »  (20)  et  (21)  se  coupent  suivant  une  même  droite»  tous  les  points 
de  cette  droite  seront  autant  de  centres  de  la  surface  (1).  De  plus»  la  droite  parallèle 
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(  »8) 
menée  par  TorigiDe  sera  représentée  par  les  équations  (84)  »  (85),  (86);  et  les  angles 
tf-»  ^  j  7»  formés  par  cette  droite  a?ec  les  demi- axes  des  coordonnées  positives,  vérifieront 
les  équations  (aS).  Donc  ces  angles  et  une  valeur  nulle  de  la  variable  #  vérifieront  la 
formule  (s4)*  Par  conséquent  Tune  au  moins  des  racines  de  Téquation  (26)  deviendra 
égale  à  zéro.  D'autre  part,  comme  les  équations  (19)»  (so),  (si)  devront  subsister  si- 
multanément^ et  que  de  ces  équations»  respectivement  multipliées  par  COSa,  COSp,  COS7» 
on  déduit,  par  voie  d'addition»  la  formule  (78);  il  est  clair  que»  dans  Thypothèse 
admise»  les  angles  «1  p»  7  devront  satisfaire  encore  à  cette  formule»  c'est-à-dire» 
à  la  condition  &>  =  o.  D'ailleurs  »  quand  une  racine  de  Téquation  (26)  s'évanouit  av«c 
la  valeur  correspondante  de  u»  la  surface  (1)  devient  une  surface  cylindrique»  et  il 
existe  une  infinité  de  systèmes  de  plans  principaux  perpendiculaires  entre  eux»  dont  l'un 
coupe  toujours  à  angles  droits  les  génératrices  de  la  surface;  d'où  il  suit  que  les  deux 
autres  plans  ont  pour  commune  intersection  une  droite  parallèle  à  ces  mêmes  généra- 
trices. Enfin  il  est  évident  i.**  que  la  droite  dont  il  s'agit  devra  coïncider  avec  celle  qui  sera 
le  lieu  des  centres  de  la  surface  cylindrique»  a.*  que  le  plan  principal»  perpendiculaire 
aux  génératrices  et  par  conséquent  à  cette  droite»  pourra  la  couper  en  un  point  quel- 
conque. Donc  »  dans  le  cas  que  l'on  considère  »'  chacun  des  centres  de  la  surface  sera 
encore  le  point  d'intersection  d'un  système  ou  d'une  infinité  de  systèmes  de  plans  prin- 
cipaux rectangulaires  »  et  par  suite  d'un  système  ou  d'une  infinité  de  systèmes  d'axes 
principaux. 

Si  les  plans  (19)  »  (so)»  (ai)  se  réduisaient  à  un  seul»  tous  les  points  de  celui-ci  pour- 
raient encore  être  considérés  comme  des  centres  de  la  surface  (1).  Dans  la  même  hypo- 
thèse, les  équations  (87)  »  réduites  à  une  seule,  seraient  vérifiées  par  tous  les  systèmes 
de  valeurs  de  «,  ^,  7  qui  exprimeraient  des  augles  compris  entre  les  demi -axes  des 
coordonnées  positives  »  et  Tune  quelconque  des  droites  parallèles  au  plan  dont  il  s^agit. 
Donc  alors  la  surface  (1)  pourrait  être  engendrée  d'une  infinité  de  manières»  par  des 
droites  parallèles  à  ce  plan;  et  par  conséquent  l'équation  (1)  ne  pourrait  représenter 
qu'un  plan  ou  un  système  de  plans  parallèles.  On  arriverait  aux  mêmes  conclusions  en 
observant  que»  dans  l'hypothèse  admise,  on  aura  nécessairement 

(89)  A:F:E:G::F:B:D:I1::E:D:C:I, 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 


(90) 

A         F        E 
F  ~  B~  D~ 

G              F 
~  U  '           E~ 

B        D        H 
D^  C  ~  I 

et  par  suite 

/ 

(90 

.        EF 

B-  ^^ 
^-    E    ' 

r        DE 
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(  '9  ) 
(ga)  DG  =  EH  =  FI. 

Si  Ton  a  égardc)^  ces  dernières  formules,  et  que  l'on  désigne  par    L    ia  valeur  com- 
mune des  trois  prodaiu    DG ,  EH ,  FJ ,    ou  trouvera 

(95)  ^—~D'         ^~~D'  '"^1 


^y     9 


et  Téqualion  {i),  divisée  par    DEF ,    donnera 

^y^>  \D^  B  ^  F)  ^  DBF   \D  ^  E  ^  F  j        DEF  ' 

puis  ToQ  en  tirera 

Or  cette  dernière  M  représentera  jamais  qu*an  système  de  plans  parallèles ,  qui  se  con- 
fondront, si  Ton  a 

(96)  L^^KDEF  =  o. 

D'ailleurs,  puisque  les  équations  (ig)»  (20),  (91)  devront  subsister  simullnnément,  les 
valeurs  de  a ,  p  »  7  >  propres  à  vérifier  les  formules  (87) ,  feront  évanouir  non-seulement  la 
quantité  s ,  mais  encore  la  quantité  »  •  Donc  il  existera  une  infinité  de  systèmes 
de  plans  principaux  dont  Tun  coïncidera  nécessairement  avec  le  plan  mené  à  égale  distance 
des  plans  parallèles  représentés  parTéquation  {i),  cW-à-dire,  en  d'autres  termes,  avec 
le  lieu  des  centres  de  la  surface  (1).  Quant  aux  deux  autres  plans  principaux ,  on  pourra 
les  faire^  coïncider  avec  deux  plans  quelconques  perpendiculaires  Tun  à  l'autre ,  ainsi 
qu'au  premier;  d'où  il  résulte  qu'an  point  quelconque  de  celui-ci,  c'esl-à-dire,  un  queU 
conque  des  centres  de  la  surface  (1),  pourra  être  regardé  comme  le  point  d'intersection 
d'un  système  ou  d'une  infinité  de  systèmes  d'axes  principau::. 

Considérons  maintenant  en  particulier  les  cas  où  l'équation  (26)  a  des  racines  égales. 
Si  l'on  suppose  d'abord  que  deux  racines  soient  égales  el  diflerentes  de  zéro ,  à  la  valeur 
commune  r  de  ces  deux  racines  correspondront  une  infinilé  de  directions  principales,' 
qui  fv)rmeront,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  des  angles  a,  p,y  propres 
à  vérifier  les  formules  (29)  et  (57),  et  par  conséquent  la  Aiivanlc 

(97)  '  £Fcos«  +  FDco8p4.I>JBcos7  =  o. 
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(io) 
De  plus ,  chacune  de  ces  directions  sera  perpendiculaire  à  un  plan  principal  représenté 
par  l'équation  (71)9  ou 

(98)  (rÇ  +  G)C0Sa  +  (ru  +  £r)C0Sp  +  {«■?  +  /)C0Syrs  0. 

Or  il  est  clair  que  cette  dernière  sera  satisfaite,  pour  toutes  les  valeurs  de    a,  p,  7 
propres  à  vérifier  la  formule  (97) ,  si  Ton  suppose 

^99^  EF     ~     FD     ~    DE    * 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(1 00)  D (rÇ  +  G)  =  £(r«  +  ff)  =  F(rÇ  +  /)  . 

Donc  les  plans  principaux  relatifs  aux  directionfvprincipales  dont  il  s'agit  paéseront  tous 
par  la  droite  dont  les  coordonnées  (»  «i  »  C  «eront  liées  entre  elle»  par  ier  deux  équa- 
tions comprises  dans  la  formule  (100).  D'ailleurs  »  si  par  le  point  {i,  n,  K)  on  mène 
k  cette  droite  une  perpendiculaire  qui  forme  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  posi- 
tives les  an;;les  a,  p,  y ,  la  perpendiculaire  en  question  rencontrera  ou  ne  rencontrera 
pas  la  sr.i  f'^ce  (1) ,  suivant  que  la  valeur  de  r,  tirée  de  la  formule  (1 1),  sera  réelle  ou 
imngiuaii  e  ;  et,  dans  le  premier  cas,  la  distance  du  point  de  rencontre  au  point  {^,  ri ,  ç) 
aura  pour  valeur 

(...)  'M-^)- 

Or  celte  vult^ur  restant  la  même,  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  p,  y  qui  vérifient 
Téqualion  (97),  il  en  résulte  qu:^  dans  Thypothèse  admise,  la  surface  (1)  sera  une  surface 
de  révolution  ,  engendrée  par  un  cercle  mobile  doi^  le  plan  «era  toujours  perpendiculaire 
à.  la  droite  (100) ,  et  dont  le  centre  parcourra  cette  même  droite. 

'■■   On  arriverait  h  la  même  conclusion  en  observant  que ,  dans  le  cas  oii  deux  racines  de 
Téquation  (26)  deviennent  égales,  leur  valeur  commune     ç    vérifie  les  formules  (61), 
vSt  qu'en  conséquence  Téquation  (1)  peut  être  présentée  sous  la  forme 

'X.ou)       ,{x^+y  +  z^)  +  DEFl^-^+-^  +  jry  +  ^Gx  +  2Uj  + 

.Or,  si  Ton  coupe  la  surlace  que  Téquation  (10s)  représente  par  un  plan  parallèle  h  celui 
dont  les  coordonnées  x,  j,  z  vérifiant  la  formule  (58)»,  la  courbe  d*intersectioQ 
sera  évidemnieni  située  sur  la  s[>hère  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  les  trois  quan- 
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G  H  I 

^^    —  — ^  -    Z-  -i#- , ;    et  par  conséquent  elle  sera  uq  cercle  dont  le  cenin»- 

«•  «•  ^ 

se  trouvera  placé  sur  le  diamètre  de  la  sphère  perpendiculaire  an  plan  (58),  c'est-à-diré, 
sur  la  droite  que  représente  la  formule  (loo). 
Lorsque  deux  racines  de  l'équation  (26^)  sont  égales  à  zéro»  la  formule  (102]  devient 

(io3)  Z)EF'(-^  +  ^  +  -f)'+aCa:  +  a»7+a/^  =  iS:; 

* 
et  la  surface  que  cette  formule  représente ,  étant  coupée  par  des  plans  parallèles  au  plan 
(58)  »  donne  évidemment  pour  sections  des  droites  parallèles  à  celles  que  déterminent  les 
deux  équations 

Enfin»  lorsqae.Téqnation  (s6}  a  ses  trois  racines  égales ,  les  conditions  (64)  ^tant  rem-' 
j^es»  l'équation  (1)  se  réduit  à 

(io5)  A{x*  ^.jr»  +  ,«)  +  2Ca54-  a^j4-  9/5  =  a:  , 

et  représente  une  sphère  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  les  quantités    -*-*  -7-  »  *^  -7-  » 

^— >—  .     Concevons  à  présent  que»  la  surface  (1)  ayant  un  ou  plusieurs  centres  »  on  dé- 

signe  par  (  »  ^^  C  les  coordonnées  de  l'un  d'entre  eux  »  et  que  l'on  fasse  passer  par 
le  centre  dont  il  s'agit  un  système  d'axes  principaux.  Les  valeurs  de  ol,  p,  y  et  s 
relatives  à  l'un  de  ces  axes  vérifieront  la  formule  (t4)>  et»  si  l'axe  coupe  la  surface»  la 
rayon  vecteur  r  »  mené  du  centre  à  chacun  des  points  d'intersection  »  sera  déterminé 
parla  formule  (11)  ou  (101).  Alors  la  valeur  de  s ,  c'est-à-dire»  celle  des  racines  de 
l'équation  (96)  qui  correspond  à  l'axe  que  l'on  considère,  sera  nécessairement  une 
quantité  afiectée  du  même  signe  que  la  difierence  K^-u;  et  la  dislauce  2  r ,  com- 
prise entre  les  deux  points  d'intersection  de  l'axe  principal  et  de  la  surface»  sera  ce  qu'on 
nomme  un  aax  réel  de  cette  même  surface.  Réciproquement  »  si  l'une  des  racines  de 
l'équation  (26)  est  de  même  signe  que  la  difllérence  K  —  a  »  la  formule  (101)  fournira 
une  valeur  réelle  de  r  ;  par  conséquent  l'axe  principal ,  mené  par  le  centre  et  cor- 
respondant  à  cette  racine»  coupera  la  suriace  (i)  ^^  ^^"^  points,  situés  des  deux  côtés 
du  centre  et  à  la  distance  r  •  Gela  posé»  admettons  d'abord  que  les  racines  de  l'équa- 
tion (26)  soient  inégales.  Dans  ce  cas,  la  surface  (1)  aura  un  axe  réel»  ou  deux  axes, 
réels»  ou  trois  axes  réels,  suivant  que  l'équation  (  1  )  offrira  une»  deux,  ou  trois  racines  affectées 
du  même  signe  que  la  différence  K  —  u\  S'il  arrive»  au  contraire,  que  deux  racine» 
de  l'équation  (1)  deviennent  égales»  et  si  l'on  suppase  en  outre  que  leur  valeur  com- 


Digitized  by 


L  : 


Google 


(  "  ) 

mune  soit  une  quanlilé  affectée  da  même  signe  que  la  différeiice  £  -r  tf ,  alors  la 
surface  (i)  sera  de  révolution  autour  de  Taxe  priodpal  que  fournira  la  trobième  racine, 
et  le  plan  mené  par  le  centre  perpendiculairement  à  cet  axe  coupera  la  surface  suivant 
un  cercle  dont  chaque  diamètre  pourra  être  considéré  comme  un  axe  réel.  Enfin ,  si  les 
trois  racines  de  Téquaiion  (a6)  sont  égaler  et  affectées  du  même  signe  que  la  différence 
IC  —  tt  ,     la  surface  (i)  deviendra  une  sphère  dont  chaque  diamètre  sera  un  axe  réel. 

Si  l'une  des  racines  de  réquation^(s6)  éuit  nulle  Ja  surface  (i)  n'aurait  plus  de  centre 
que  dans  le  cas  où  Ton  aurait  en  même  temps  w  :^ o  ;  et»  dans  ce  dernier  cas ,  elle 
se  réduirait  à  une  surface  cylindrique  [voyez  la  page  i5].  Alors  aussi  »  en  posant  «  =  o 
dans  l'équation  (loi) ,  on  en  tirerait    r=  oo  ;     ce  qu'il  était  facile  de  prévoir. 

En  terminant  cet  article ,  nous  remarquerons  que»  dans  l'équation  (i)  »  les  coefficients 
D ,  E  »  F  s'évanouissent»  umtes  les  fois  que  les  axes  coordonnés  aont  parallèles  à  trois 
directions  principales»  et  les  coefficients  G ,  H ,  J  tontes  les  fois  que  l'origine  est  un 
centre  de  la  surface.  En  effet  »  si  Taxe  des  x  est  parallèle  à  une  direction  principale  » 
on  vérifiera  nécessairement  les  équations  (s 5)  en  prenadt  pour  a  une  certaine  racine 
de  l'équation  (96)»  et  posant  de  plus 

cosa  =  dii|       eos^  =  0)       cos^sso.  \ 

Par  suite  les  deux  dernières  des  équations  (aS)  donneront 

(106)  .    fî  =  o»        F  =  o. 

On  trouvera  de  même  »  en  supposant  l'axe  des    jr    parallèle  à  une  direction  principale  » 

(107)  F  =  o,        D  =  o; 

et»  en  supposant  l'axe  des    z    parallèle  à  une  direction  principale» 

(108)  /)  =  o»        £  =  0. 

Donc»  si  les  trois  axes  coordonnés  sont  parallèles  à  trois  directions  principales»  on  aura 
en  même  temps 

(109)  Z)  =  o,         ^  =  0»        F  =  o. 

Enfin»  si  l'origine  est  un  centre  de  la  surface  que  Ton  considère  »  les  équations  (19)» 
(30),  (91)  devront  être  satisfaites»  quand  on  y  réduira  les  coordonnées  S»  >Q»  C  à 
zéro;  et  l'on  aura  en  conséquence 

(110)  C  =  o»         //  =  o,         /  =  o. 
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DES  SURFACES  QUE  PEUVENT  ENGENDRER, 

EN  SE  HOUYANT  DANS  L'ESPACE, 

DES  UGNES  DROITES  OU  COURBES 

DE  FOBMB  CONSTAITTE  OU  VABIABLE. 


Comme  les  méthodes  que  j'ai  employées  dans  les  applications  du  calcul  infinitésimal 
à  la  géométrie  fournissent  le  moyen  de  simplifier  en  plusieurs  points  les  calculs  relatifs 
è  la  génération  des  surfaces  par  le  mouvement  des  lignes ,  j'ai  pensé  qu'il  ne  serait  pas 
inutile  de  reproduire  ici  de  nouveau  la  théorie  de  ces  surfaces.  Tel  est  l'objet  que  )e  me 
propose  dans  les  paragraphes  suivants. 


S  1.^  Equations  finies  des  surfaces  engendrées  par  le  mouvement  des  lignes. 

Considérons  une  ligne  droite  ou  courbe  représentée  par  deux  équations  qui  renferment, 
avec  les  coordonnées  rectangulaires  x  ,  ^,  z  ,  deux  paramètres  ou  constantes  arbi- 
traires C  ot  Cl-  Si  Ton  résout  ces  équations  par  rapport  aux  constantes  dont  il 
s'agit,  on  en  tirera 

i;  et  u;  désignant  deux  fonctions  des  variables  x  ,  j ,  z.  De  plus,  si  Ton  attribue 
successivement  aux  constantes  Q,  Qt  une  infinité  de  valeurs  arbitrairement  choisies, 
la  ligne  représentée  par  les  équations  (i)  changera  de  position  ,  souvent  même  de  forme, 
sans  décrire  aucune  surface  déterminée.  Mais,  si  l'on  établit  entre  Q  et  Ci  une  re- 
lation quelconque  ,  si  Ton  suppose ,  pour  fixer  les  idées , 

f(C)  désignant  une  fonction  de  la  constante  C  »  '^^  équations  (i),  réduites  aux 
deux  suivantes 

IIL*  AHNiE.  4 
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(5)  ^   »  =  Gf        w  =  ?(G)» 

représenteront  une  ligne  dont  la  forme  et  la  position  seront  complètement  déterminée» 
pour  chaque  râleur  particulière  de  la  constante  G*  Donc»  si  Ton  attribue  successi- 
vement à  cette  constante  une  infinité  de  valeurs ,  la  ligne  en  question  se  mouvra  de  ma- 
nière à  engendrer  une  certaine  surface.  Ajoutons  que  Téquation  de  cette  surface  sera 
évidemment  celle  que  produit  Téllmination  de    G     entre  les  formules  (t) ,  savoir, 

(4)  w  —  ff{v). 

I.*'  Exemple»  Concevons  que  l'on  demande  Téquation  générale  en  termes  finis  d'une 
surface  eylindrique,  c'est-à-dire,  d'une  surface  engendrée  par  le  mouvement  d'une 
droite  qui  reste  constamment  parallèle  à  elle -> même.  Si  l'on  nomme  a,  P^  y  les 
angles  que  doit  former  cette  droite  prolongée  dans  un  certain  sens  avec  les  demi -axes 
4es  coordonnées  positives  »  et  sc«  »  ^o ,  ««  les  coordonnées  d'an  point  qu'elle  ren- 
ferme ,  elle  pourra  être  représentée  par  les  deifx  équations  compijses  daqs  1|l  formule 

,c\  ^"^o y  "jo ^"^o 

^;,j  


COSa  005^  COS7 

D'ailleurs  on  tire  de  cette  formule 

a;COS^  —  jCOSa  s=  d?oCOS^«— yoCOSoe  ,  â;C0S7  —  ZCOSa  =r  «0OOS70  —  eoC08a«  ^ 

ou,  ce  qui  revieul  au  même^ 

(6)  «COSp — jrC0Sa  =  G>  a?C0S7 — zC08a  =  G,  f 

G'  Cl  désignant,  pour  abréger»  les  deux  quantités  constantes  a?oCosp — joCosa». 
a0oCOS7»  —  ZoCosa».  Cela  posé,  si  l'on  attribue  aux  constantes  G}  Qt  une  infinité 
de  valeurs ,  sans  étoblir  qntre  G  et  G»  aucuqe  relation ,  la  droite  représentée  par  les 
équations  (6)  pourna.  se  mouvoir  de  manière  à  remplir  successivement  tout  l'espace.  Mais, 
si  L'on  suppoae     Gt  =  ?  (G)  «     les  équations  (6)  »  réduites  à 

(7)  «cosp  — ycosa=G  r  a?C0S7  —  zco8a=^(G)> 

représenteront  la  génératrice  d'une  surface  cylindrique ,  et  celte  surface,  représentée  elle- 
même  par  l'équalion 

(8)  d?G0S7—- 2G08a=:  f(â?C0SP*-7C0Sa)  > 


Digitized  by 


Google 


(  «7  ) 
aura  une  forme  et  une  position  dépendantes  de  I9  fonction    f  • 

On  pourrait  encore  présenter  l'équation  finie  d'une  surface  cylindrique  sous  une  autre 
forme  que  nous  allons  indiquer. 

Pour  qu'une  droite  mobile  reste  parallèle  à  elle-même,  il  suiBt  qu'elle  soit  la  ligne 
dlnlersection  de  deux  plans  mobiles  qui  demeurent  respectivement  parallèles  à  deux 
plans  donnés.  Or  les  équations  de  ces  plans  mobiles  seront  de  la  forme 

(9)  ax  +  bjr^cz  =  C  ,        Ax  +  By  +  Cz  =  Q^ , 

a  ,  b  ,  c  ,  A  ,  B  p  C  désignant  des  constantes  déterminées ,  et  Q  »  G»  ^^  cons- 
tantes arbitraires.  Donc  les  équations  de  la  génératrice  d'une  surface  cylindrique  pour- 
ront s'écrire  comme  il  suit  : 

(10)  ax  +  by  +  cz=:  Q  y  Ax  + By +  Cz  =  tf{Q). 
Si  Ton  élimine     O     entre  ces  dernières  ,  on  en  tirera 

(11)  jéœ  +  By  +  Ct  =  (f{ax+by'^cz). 

Il  esl  aisé  d'en  conclure  que ,  pour  obtenir  l'équation  finie  d'une  surface  cylindrique ,  il 
suffit  d'établir  une  relation  quelconque  entre  deux  fonctions  linéaires  des  yariables 
X  ,  jr  ^  z.  Dans  le  cas  oii  l'on  réduit  ces  fonctions  linéaires  aox  premiers  membres  des 
formules  (7) ,  la  formule  (11)  se  trouve  remplacée  par  l'équation  (8). 

a.*  Exemple.  Concevons  que  l'on  demande  l'équation  générale  en  termes  finis  d'une 
surface  conique,  c'est-à-dire,  d'une  surface  engendrée  par  une  droite  mobile  qui  passe 
constamment  par  un  point  donné.  Si  Ton  nomme  x»  »  jot  z.  les  coordonnées  de  ce 
point  «  ou,  en  d'autres  termes»  les  coordonnées  du  sommet  de  la  surface  conique,  et 
a ,  p  ,  7  (es  angles  formés  par  la  génératrice  avec  les  demi -axes  des  coordonnées  posi- 
tives, cette  génératrice  sera  représentée  par. les  équations  (5),  desquelles  on  tirera 


y-yo         cosp  z-Zo  C0S7 


X-Xo  COSa  X-Xo  cosse 


f^\; 


ou,  ce  qui  revient  au  même , 

X-Xq  X^Xq 

Q  et  ç(G)     désignant  les  valeurs  arbitraires  des  rapports    ,     ,     que  I'ojé 
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suppose  liées  entre  elles  de  telle  sorte  que  Fune  se  déduise  de  Kautre.  Si  mainteuant  on 
élimine    C    entre  les  équations  (i s)»  celle  qu'on  obtiendra  »  savoir» 

X^Xo  \X-Xo  I 

on 

(.4)  ,-,.=  (a,-«.)T(-^) 

représentera  une  surface  conique  dont  la  forme  et  la  position  rarieront  avec  la  nature  de 
la  fonction  f .  Il  est  bon  d'observer  que  la  valeur  de  z  —  s«  »  fournie  par  l'équa- 
tion (i4)«  ^(  précisément  celle  qu'on  détermine  en  égalant  à  zéro  une  fonction  homo- 
gène  quelconque  des  trois  difiSrences 

ac— ««f      y—yof      z—t.. 

D*ailleurs ,  si  on  prend  pour  sommet  de  la  surface  conique  l'origine  des  coordonnées , 
ces  trois  di£férences  se  réduiront  aux  variables  x  ,  j,  z.  Donc,  pour  obtenir  l'équa- 
tion d'une  surface  conique  dont  le  sommet  coïncide  avec  l'origine,  il  suffit  d'égaler  ù 
zéro  une  fonction  homogène  quelconque  de    a; ,  ^  et    2. 

3.*  Exempte.  Concevons  que  l'on  demande  l'équation  finie  d^une  surface  eanoïde, 
engendrée  par  une  droite  mobile  qui  passe  constamment  par  un  axe  donné,  en  demeu-- 
rant  perpendiculaire  à  cet  axe.  Si  l'axe  dont  il  s'agit  coïncide  avec  l'axe  des  z  ,  les 
deux  équations  de  la  génératrice  seront  évidemment  de  la  forme 

(i5)  V=®'         ^  =  ?(C)' 

et  par  suite  Téquation  finie  de  la  surface  conoîde  sera 

(,6)  ,  =  ,(^) 

en  sorte  que  l'ordonnée  z  de  la  surface  se  trouvera  exprimée  par  une  fonction  homo- 
gène de    ce  et  ^ ,     d'un  degré  nuL 

Supposons  maintenant  que  l'axe  de  la  surface  conoîde  coïncide  avec  une  droite  menée 
par  un  point  donné  {XopjoiZo)  »  de  manière  à  former,  avec  les  demi -axes  des  coor- 
données positives ,  des  angles  donnés  (^  ,  P  »  y*  La  génératrice  de  la  surface  pourra 
être  considérée  comme  produite  par  l'intersection  de  deux  pians  mobiles  dont  l'un  pas- 
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serait  conslammenk  par  Taxe  de  la  surface ,  tandis^  que  l'autre  serait  perpendiculaire  à 
cet  axe.  Or ,  si  Ton  nomme     X  ,  fA ,  v     les  angles  compris  entre  la  perpendicnlaire  au 
premier  plan  et  les  demi-axes  des  coordonnées  positives ,  ces  angles  vérifieront  évidem- 
ment la  condition 

(l^)  COSaCOsL  -f*  COS^COstf  4*  COS7COS/V  =  O  j 

et  l'équation  du  premier  plan  sera  de  la  forme' 

(18)  (»  —  «o)cOSL  +  (y  — yo)cOSM  +  («  —  «o)008iV  =  o  . 

On  trouvera  par  suite 

cosL cosM .^^ oobN 

^*^'      (7-70)0087- (:ï-«o)c08p  (z-«o)cO8a-(«-»o)0O87  («-«o)c08p- (7-70)008 a   '' 

et  Ton  en  conclura 

(7-7o)co87-(r-Zo)co8p    _        eosl 
(aoi  ,       V  """  """  — ^—  ««.  ^  , 

'^  (»-aJo)C087-(«-«o)C08«"  C08fl 

G     désignant  une  constante  arbitraire.  Quant  à  Téquation  du  second  plan ,  elle  sera, 
évidemment  de  la  forme 

(ai)  «cosa4-7COsp4-ico87  =  Gi  =  f(G)- 

Gela  posé,  les  équations  de  la  génératrice  pourront  s'écrire  oomme  il  suit  : 

(7-yo)cos7-(^-^o)cosp   _ ^  ^        ^eos«  +  jcosp  +  «0S7  =  9{e). 
^     '  (a?-a;o)co87-(«-«o)co8« 


et  l'équation  finie  de  la  surface  conoide  sera 

(«3)  âPCOSa  +  jrcosp  4-  «COS7  =  f 


(7-7o)^CQ»7-(^"^o)co»p 


(a?  -  fl?b)  CO8  7  -  (s  -  «o)  008  a 


Si ,  dans  celte  dernière  formule ,  on  pose     a  =  —  ,     S  =  —  ,      7  =  0,      (ro^=o, 

a  a 

7o  =  o  ,     :;o==o  ,     on  retrouvera  précisément  l'équation  (16). 

4«*  Exemple*  Concevons  que  l'on  demande  l'équation  finie  d'une  surface  de  révolution. 
On  pourra  prendre  pour  génératrice  de  cette  surface  ou  une  courbe  plane  tournant  au- 
tour d'un  axé ,  nommé  axe  de  révolution  »  et  situé  dans  le  plan  de  la  courbe ,  ou ,  ce 
qui  revient  au  même  »  un  cercle  dont  le  rayon  serait  variable»  mais  dont  le  plan  resterait- 
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toujours  perpendiculaire  à  Taxe  doot  il  s'agit  «  et  dont  le  centre  serait  situé  sur  ce  même 
aie.  Gela  posé,  admettons  d'abord  que  l'axo  de  révolution  coïncide  arec  Taxe  des  z. 
Les  deux  équations  du  cercle  générateur  seront  évidemment  de  la  forme 

et  par  suite  l'équation  finie  de  la  surface  de  révolution  sera 

(25)  x  =  ç(a?»+j»). 

Supposons  maintenant  que  l'axe  de  révolution  coïncide  avec  une  droite  menée  par  un 
point  donné  {x^^yot^o)  >  de  manière  à  former,  avec  les  demi -axes  des  coordonnées 
positives,  dé^  angles  donnés  «,  P»  7*  Le  cercle  générateur  sera  évidemment  la 
courbé  d'intersection  d'une  spbèrë  qtii  aura  pour  centre  le  point  (Xo,  /09  ^o)  ®^  d'un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  révolution.  Donc  les  équations  du  cercle  générateur 
seront  de  la  forme 

(îi6)        a?cosa 4-7cosp 4.  zcos7=  G  j        («  —  «o)'  +  (r  — Jo)'  +  («  —  *o)*  =  ?(0  j 

et  l'éqnatioù  fitiè  de  hi  s^Arface  dé  révolution  »era 

(a7)  (aï  — a?o)«  +  (j^— yo)'4-(«  — «o)*  =  T(«COSa  +  jrcos?  +  fC087). 

Si  l'on  suppose,  dans  cette  defnièfe ,  «==  —  ,  p  =  —  ,  7  =  o,a5o  =  o,jo  =  o, 
So  =  o  ,    on  obtiendra  la  suivante 

do  laquelle  on  tirera  une  valeur  de     z    semblable  à  celle  que  présente  la  formule  (sS). 

On  pourrait  généraliser  encore  les  principes  établis  au  commencement  de  ce  parà-^ 
graphe,  et  faire  mouvoir  dans  l'espace  des  lignes  tellement  choisies,  que  la  construction 
des  surfaces  engendrées  par  le  mouvement  de  ces  lignes  dépendit  de  plusieurs  fonctions 
arbitraires.  Considérons  en  elTet  une  ligne  droite  ou  courbe  dont  les  équations  soient 

(a8)        /*(«,/»«»  Gf  G«»  G»>  G3...)  =  0 ,       -^(«fy,  tf  G»  G.i  G«>  Ga--)  =  o  » 

et  renferment ,  avec  les  variables  x^  y,  z  ,  plusieui^  paramètres  ou  constantes  arbi- 
traires Q,  Qi,  Gb»  Gs»  otc...  Si  l'on  attribue  successivement  à  ces  constantes  une 
infinité  de  valeurs  arbitrairement  choisies ,  la  ligne  en  question  changera  de  position , 
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(3i  ) 
souvent  même  de  forme»  sans  décrire  aucune  surface  déterminée,  lirais,  si  l'on  établit, 
entre  les  constantes     G  »  Ci  »  Ct  y  Qz  »  etc«..  «     des  relations  telles  que ,  la  valeur  de 
Tune  étant  donnée ,  les  valeurs  de  toutes  Içjb  autres,  «'en  déduisent ,  si  Ton  suppose ,  par 
exemple , 

(ag)  e,=^{e),     e.=x(G).     Ci—H^s     etc..., 

?(G)  »  x{0)  *  H^)  désignant  des  fonotions  de  la  constante  Q  ;  les  équations  (i), 
réduites  aux  deui;  suivantes 

(3o)      f[af,yyz,e3  9(e)yX{e)MC)y-'\^o,    F[jp,j^,z,G,ç(C),x(G).  +  (G)>..-]  =  o, 

représenteront  une  ligne  dont  la  forme  et  la  position  seront  complètement  déterminées 
pour  chaque  valeur  particulière  de  la  constante  Q .  Donc ,  si  Ton  attribue  successive- 
ment à  cette  constante  une  infinité  de  valeurs,  la  ligne  en  question  ae  mouvra  de  manière 
à  engendrer  une  certaine  surface.  Or  la  forme  et  la  position  de  cette  surface  dépendront 
évld[emment  de  la  nature  des  fonctions  7  (G)  »  x(C)  y  ^  (G)  *••  *  V^^  ^*^^  peu^  choiinr 
arbitrairement.  Ajoutons  que»  pour  obtenir  l'équation  de  la  surface»  il- suffira  d'éliminer 
G  entre  les  équations  (3o) ,  mais  qu'on  ne  pourra  en  général  effectuer  cette  élimi- 
nation qu'après  avoir  remplacé  les  fonctions  arbitraires    f{Q) ,    xiQ)  »   ^(O  9 

par  des  fonctions  déterminées  de  la  constante    G  * 

Il  est  bon  d'observer  que  »  dans  les  équations  (5o) ,  on  pourrait  faire  dépendre  les  unes 
des  autres  plusieurs  des  fonctions  ?  (G)  »  x  (O)  f  'l'  (G)  »  •  •  •  »  e^  prendre ,  par  e^^emple, 
pour  f(G)*  x{Q)  9  ^(Q)  p  ••*  »  des  dérivées  de  la  fonction  ?(G)*  Ainsi»  pour 
fixer  les  idées»  on  pourrait  supposer 


x(G)  =  ?'(G),      ^KG)  =  /(G),      etc. 


S  t.  BqwUiam  aux  diffirenecê  partielUs^  des  aurfkees  engendrées  par  le  mouvement 

des  lignes. 

Considérons  d'abord  la  surface  engendrée  par  le  mouvement  de  la  ligne  droite  ou 
courbe  que  représentent  les  équations  (3)  du  3  1  •  Si  l'on  nomme  p  et  f  les  valeurs 
des  dérivées  partielles 

dz  dt 

dx  dy 

que  fournit  Téquation  de  la  surface»  dans  le  cas  où  l'on  regarde    cd  »  y    comme  va- 
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(5«  ) 
riables  indépendantes ,  et     z     comme  une  fonction  de  ces  deux  yariabies ,  on  aura 

(0  dz=:pdx^qdj; 

et  cette  dernière  équation  Ma  toujours  satisfaite  »  quand  les  coordonnées  x ,  j ,  z 
varieront  de  manière  qne  le  point  (a?,  j^,  z)  décriYO  une  courbe  comprise  dans  la  sur- 
face dont  il  s'agit.  Or,  si  la  courbe  en  question  se  confond  avec  la  génératrice  do  la  sur- 
face, elle  aura  pour  équations  finies  les  formules  (3)  du  g  i.  Par  suite,  les  difiërentielles 
des  coordonnées  de  la  courbe  vérifieront  les  formules 

et,  comme,  en  faisant  pour  abréger 

.-.        p dv^dw^  ^^d^dw^         ^ dv^dw  dv^dw^        ^ dv  dw         dv  dw 

:  '  ~  dy   dz         dz  dy  '       ^~  dt  dm         dx  dz    '  ~  dw  7y        ly  dm  * 


'.€ 


on  tirera  des  équations  (s) 
(4) 


dx  dy         dt 


on  conclura  définitiTemeat  de  l'équation  (i)  combinée  arec  la  formule  (4) 

(5)  Pp^Qq  =  R. 

Telle  est  l'équation  aux  difiS&rences  partielles  de  toutes  tes  surfaces  que  peut  représenter 
Téquation  (4)  du  §  i.  Cette  équation  aux  différences  partielles  ne  renferme  plus  la  fonc- 
tion arbitraire  indiquée  par  la  lettre  ^  ,  mais  seulement  les  dérivées  partielles  de  z  , 
savoir,  p  et  9  ,  avec  les  quantités  P ,  Q  ,  It ,  qui  sont  des  fonctions  déterminées 
des  variables  x  ,  j ,  z.  Au  reste,  on  pourrait  déduire  directement  l'équation  (5)  de 
la  formule  (4)  du  §  i.  En  effet,  pour  y  parvenir,  il  suffirait  de  différencier  cette  dornièn*! 
formule^  i.^en  regardant  a;  et  s  comme  seules  variables,  9.^  en  regardant  .  /  et  z 
comme  seules  variables ,  puis  d'éliminer  la  fonction  dérivée  ?'(r)  entre  les  nouvelles 
équations  ainsi  obtenues.  Ajoutons  que  l'on  pourrait  encore  établir  l'équation  (5)  ,  en 
considérant  un  point  quelconque  {Xtjr,z)  de  la  surface  dont  il  s'agit,  et  observant 
que,  si  Ton  mène  par  ce  point  une  normale  à  la  surface  et  une  normale  à  la  génératrice, 
ces  deux  droites  seront  perpendiculaires  Tune  à  l'autre.  En  effet,  les  cosinus  des  angles 
formés  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  par  la  normale  et  In  tangente  en 
question  seront  proport iounels  d'une  part  aux  quantités 
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(55) 

(6)  p,        7,        —  1, 

de  Taulre  aux  Taleuri  de  dx  ^  dy,  dz  Urées  des  équations  (4)»  et  par  conséquent 
anx  quantités 

(7)  P^        Q^  ^• 

Donc,  puisque  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  les  deux  droites  devra  s'évanouir,  la 
somme  des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  deux  à  deux  les  quantités  (6)  par  les 
quantités  (7),  savoir, 

Pp^Qq-R 

devra  se  réduire  à  zéro.  En  d'autres  termes  »  la  formule  (5)  devra  être  vérifiée. 

1.*'  Exemple.  Concevons  que  l'on  demande  l'équation  aux  différences  partielles  d'une 
surface  cylindrique.  Si  l'on  nomme  a  ,  p  ^  y  les  angles  formés  par  la  génératrice  avec 
les  demi-axes  des  coordonnées  positives  »  cette  génératrice  pourra  être  représentée  par 
la  formule  (5)  du  §  1 ,  de  laquelle  on  tirera 

(8)  Jl ^=^^- 

^   '  COSa  COSp  COS7 

Or  on  conclura  de  la  formule  (8) ,  substituée  à  la  formule  (4) ,  et  combinée  avec  l'équa- 
tion (1) , 

(g)  C087  =  pC0Sa-4-7C08p. 

Telle  est  l'équation  aux  différences  partielles  des  surfaces  cylindriques.  Pour  l'établir  di- 
rectement, il  suffirait  d'exprimer  que  la  normale  menée  par  un  point  quelconque  d'une 
surface  cylindrique  forme  un  angle  droit  avec  Tune  quelconque  des  génératrices  de  la 
surface. 

2.*  Exemple.  Concevons  que  l'on  demande  l'équation  aux  différences  partielles  d'une 
surface  conique.  Si  Ton  nomme  Xo  ,  j'o  >  ^o  les  coordonnées  du  sommet ,  la  généra- 
trice pourra  être  représentée  par  la  formule  (5)  du  §  1 ,  de  laquelle  on  déduira  encore  la 
formule  (8) ,  et  par  conséquent  la  suivante 

(<o)  _i^=,»£L-  =  -£!«. 

a?-a?o  jr-jTo  i-z^ 

Or  on  conclura  de  la  formule  (10)  »  substituée  à  la  formule  (4)  »  et  combinée  avec  l'é- 
quation (1), 

IIL*  ann££.  5 
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(34) 

(il)  t^Zo—p{x  —  x^)  +  q{y—jo)' 

Telle  est  Téquation  aux  différences  partielles  des  surfaces  coniques.  Pour  Tétabllr  directe- 
ment 9  il  suffit  d'exprimer  que  le  plan  tangent  à  une  surface  conique  passe  toujours  par  le 
sommet.  En  effet,  si  Ton  nomme  E  ,  >i ,  C  les  coordonnées  courantes  du  plan  tangent 
mené  à  la  surface  par  le  point     (â?,/,  z) ,     on  aura 

et,  si  ce  plan  doit  renfermer  constamment  le  point  (ccoi  yot^^  >  Téquation  (is)  eu- 
traînera  évidemment  la  formule  (ii). 

Dans  le  cas  particulier  où  le  sommet  de  la  surface  conique  coïncide  avec  Forigine  des 
coordonnées»  la  formule  (ii)  se  réduit  à 

(i5)  2  =  px  +  7j. 

Celle  dernière  équation  est  celle  que  fournit  le  théorème  des  fonctions  homogènes  dans 
le  cas  où  l'on  suppose  que  la  fonction  des  variables  x  ,  y ,  désignée  par  z  .  est 
homogène  et  du  premier  degré. 

3.*  Exemple,  Coucevons  que  l'on  demande  l'équation  aux  différences  partielles  d'une 
surface  conoïde.  Si  cette  surface  a  pour  axe  l'axe  des  z ,  lo  génératrice  sera  représentée 
par  les  équations  (i5)  du  §  i,  desquelles  on  tirera 

(l4)  —  = -=^  ,  rf2  =  0. 

*        y 

Or  on  conclura  de  ces  dernières»  substituées  à  la  formule  (4) ,  et  combinées  avec  Té- 
quation  (i) , 

(i5)  ^  paî  4-77  =  0. 

Cette  équation  aux  différences  partielles  de  la  surface  conoide  est  précisément  celle  que 
fournit  le  théorème  des  fonctions  homogènes,  quand  on  suppose  l'ordonnée  t  équi- 
valente à  une  fonction  des  variables  x  ^  y  ^  homogène  et  d'un  degré  nul.  On  pourrait 
encore  établir  celte  môme  équation  en  observant  que»  si  par  le  point  {x,y,z)  on 
mène  un  plan  tangent  à  ht  surface  conoïde ,  il  renfermera  la  génératrice  toute  entière , 
et  par  conséquenl  lo  point  d'intersection-  de  la  génératrice  avec  l'axe,  c'est-à-dire,  le 
point  qui ,  sur  cet  axe ,  correspond  à  l'ordonnée  z .  En  effet ,  si ,  dans  l'équation  (is) , 
on  pose 
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(35) 
5  =  0,        >a  =  o,        5  =  2, 

on  se  trouvera  précisément  ramené  à  la  formule  (iS). 

Supposons  maintenant  que  Taxe  de  la  surface  conoïde  coïucide  avec  une  droite  menée 
par  le  point  (xot  J^o#  ^0  »  àe  manière  à  former»  avec  les  demi -axes  des  coordonnées 
positives»  les  angles  a^  p  ,  y.  La  génératrice  pourra  être  représentée  par  les  formules 
(si)  et  (i 8)  du  S  1,  desquelles  on  tirera 

(i6)  cosddW'^'COspdy'-^cosydz  =  o  , 

et 

(17)  cosLdx^cosMdjr^cosNdz  =  o. 

Si  d'ailleurs  on  combine  l'équation  (17)  avec  la  formule  (19)  du  §  1»  on  trouvera 

(*8)  [{y-yo)co$y-{z-io)cosp]dx+[{z'Zo) cosa-(a?-a?„) C08y]djr+[(m-Xo) C09p-(y-yo)co9a]rfi:  =  0. 

Or  on  conclura  des  équations  (16)  et  (18)  »  substituées  à  la  formule  (4)f  et  combinées 
afec  Téquation  (1)  »  1.^  en  éliminant  la  différentielle    dz  , 

(19)  {cosa^pcosy)dx+{cosp  +  qcosy)djr  =  0  , 

et 

1}  (/ — .^^0)0087— (2  — Zo)co8p4-/[7[(a?  — a?o)cosp— (j' — yo)co8a]  }^a? 
+  { (^  —  :ïo)cosa  —  (o?  —  «,)cos7  +  g[{x  —  a?o)cosp  —  {y  —  yo)co$0L]\dy  =  0  ; 

2.*  en  éliminant  les  différentielles    dx  et  dy  , 

I  (y-yo)cos7-(g-^o)cQSp+/?[(a?-a?o)co9p-(jr-yo)c09«] 

*  C08a  +  /7C0S7 

(z-2o)cosa-(a?-dgo)cos7+y[(a?-a?o)cosp-(j^-j^o)cosg] 

cosp-f7COS7 

Telle  est  l'équation  aux  différences  partielles  de  la  surface  conoïde.  Au  reste  »  cette  même 
équation  peut  être  présentée  sous  une  forme  plus  simple  que  nous  allons  faire  connaître. 

Si  fon  élimine  dz ,  %.•  entre  les  équations  (16)  et  (17),  s.*  entre  les  équations  (1) 
et  (17),  on  trouvera 

(cosacosiV  —  cos7CosZ.)^^-4"  (<^o*P<^<>9Ar  —  cos7COsll)rfy  =  0, 
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(36) 
et 

(cosL  +  pcosN)dx 4-  {cosM  +  qcosN) dy=.o; 
puis  on  en  conclura 

.       .  CO9aCOsAr-C0S7008L     C08pCOSiV-C087C08ilf 

cosL+pcosiV  cosiUf+^cosiV 

D'ailleurs,  les  fractions  que  renferment  les  deux  membres  de  la  formule  (ts)  étant 
cigales  »  on  obtiendra  encore  une  fraction  équivalente  à  chacune  d'elles,  si  Ton  divise  la 
somme  de  leurs  numérateurs  par  la  somme  de  leurs  dénominateurs»  après  avoir  multi- 
plié les  deux  termes  de  la  première  par  cosa ,  et  les  deux  termes  de  la  seconde  par 
cosp  »  ou  bien  les  deux  termes  de  la  première  par  x^-Xo  *  et  les  deux  termes  de 
la  seconde  par  y-^^yo*  Cela  posé,  on  tirera  de  la  formule  (s s) ,  en  ayant  égard  aux 
équations  (17)  et  (i 8)  du  §  i» 


(^3) 


cos'g+cos'^+cos'y    (x-Xpjcosa-f (/-jo)cosp+(g-go)co87 


pcosa+^cos^-cosy  A^(j:-Xo)+7(y-jo)-(«-25o)  * 

ou ,  ce  qui  revient  au  mémo  » 

(i/|)    p{x'Xo)-k'q (^-j'o)-(2-5o)  =  (/?co8 a+^cos? -CO87) [(«-a?o)cosa+  {y-yo) cos?+ («-«„) CO87)] . 

Telle  est ,  sous  la  forme  la  plus  simple ,  l'équation  aux  différences  partielles  de  la  sur- 
face conoïde.  J'ajouterai  que»  pour  établir  directement  cette  équation»  il  suilirait  de 
projeter  la  distance  du  point  [x^tyot  2^0)  au  point  {x»y»  ^  >  i*"  sur  l'axe  de  la 
surface  conoïde  »  2.®  sur  la  normale  menée  à  la  surface  par  le  point  {x^y,  z) ,  et  d'ob- 
server que  la  seconde  projection ,  devant  être  égale  en  longueur  à  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  {x^fy»,  Zo)  sur  le  plan  langent»  a  nécessairement  pour  mesure  le 
produit  de  la  première  projection  par  le  cosinus  de  l'angle  aigu  compris  entre  la  normale 
et  l'axe. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  suppose  a  =  —  ,  ?  =  —  ,  7  =  0,  Xo=^o»  yo  =  o, 
2^  =  0  ,    la  formule  (94)  se  réduit»  comme  on  devait  s'y  attendre»  à  l'équation  (i5)» 

4.*  Exemple.  Concevons  que  l'on  demande  l'équation  aux  différences  partielles  d'une 
surface  de  révolution.  Si  cette  surface  a  pour  axe  Taxe  de  z ,  le  cercle  générateur 
sera  représenté  par  les  équations  (34)  du  §  1  »  desquelles  on  tirera 

(s5)  xdX'\'ydy  =  o ,  dz  =  o. 
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(5?) 
Or  on  condari  de  ces  dernières»  sobsiituées  à  la  formale  (4)»  el  combinées  avec  Té- 
qoalion  (i)» 

(.6)  -î=.l. 

On  arriverait  à  la  même  conclusion ,  en  observant  que,  dans  Thypolbèse  admise  la 
normale  menée  à  la  surface  par  un  point  quelconque  {^^yfS)  doit  toujours  ren- 
contrer Taxe  des  z  »  et  qu'en  conséquence  la  projection  de  la  normale  sur  le  plan 
des  X  ,  y  doit  passer  par  Torigine.  En  effet  »  si  Ton  nomme  S ,  «a  »  (  les  coordon- 
nées courantes  de  la  normale ,  cette  droite  sera  représentée  par  la  formule 

W/  p      —      q 

et,  pour  que  sa  projection  sur  le  plan  des  x ,  j  passe  par  Torigine,  il  suffira  que 
l'équation 

^    '  P  g 

soit  vérifiée  par  des  valeurs  nulles  de     S    et  de    n.     En  d'autres  termes ,  il  suffira 

que  Ton  ait     —  =  —  >     ou ,  ce  qui  revient  au  même  »     —  =  —  . 
p  q  X  y 

Supposons  maintenant  que  Taxe  de  révolution  coïncide  avec  une  droite  menée  par  le 
point  (xo»^o,^o)f  de  manière  \  former»  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  posi- 
tives 9  les  angles  a  ,  ^  »  7 .  Le  cercle  générateur  pourra  être  représenté  par  les  formules 
(36)  du  S  1,  desquelles  on  tirera 

(ag)       («  —  fl?o) d9  +  {y  — Jo) ^O"  +  (*  ~"  ^o)  rf«  =  0 ,      cosadx 4" cos^dy  +  0037^^  =  0 , 

et  par  suite 

,^.    ^f ^ ^ ^ . 

(j-yo)c087-(»-*o)co8p  (z-eo)co8a-(«-aJo)co87  (a?-a;^)c08p-(j-jro)C08a  ' 

Or  on  conclura  de  la  formule  (3o) ,  substituée  à  la  fornrale  (4)  »  et  combinée  avec  l'é- 
quation (1), 

(30  p[(r-jro)cos7-(i-*o)cosp]+7[(«-;fo)co8a-(x-a:o^cos7]  =  (ar-Xo)cosp-(7-7o)co8«. 
Telle  es!  l'équation  aux  différences  partielles  des  surfisices  de  révolution.  On  pourrait 
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(58) 
«Dcore  établir  cette  ëqaation,  en  exprimanl  qaè  la  normale  menée  à  une  lemblable  sur- 
face par  un  point  quelconque     {x ,  jr,  z)     rencontre  toujours  Taxe  de  réTolution.  En 
effet,  si  Ton  nomme    ( ,  n ,  C    les  coordonnées  courantes  de  cet  axe ,  on  aura 

(Sa)  g-^o  _  n-yo  ^}z^^ 

cosa  cos§  COS7 

# 

D'ailleurs»  pour  que  la  normale  rencontre  Taie»  il  snfBt  que  les  formoles  («7)  »  (5a) 
puissent  être  vérifiées  simultanément  par  un  système  particulier  de  râleurs  de  C  ,  q  ,  C« 
Or,  si  Ton  substitue»  dans  la  dernière  formule,  les  râleurs  de  (»  n ,  tirées  de  la 
première ,  on  trouvera 

cosa  cosp  COS7 

_     (^-^o)(co»P-*-yco87)-(j^"yo)(co»«+pcos7)  +  (g"go)(pcosp-yco8a) 


et  par  suite  on  obtiendra  l'équation 

(33)  (x-a?o)(C08p  +  ^CO87)-(j-yo)(C0Sci4"PCOS7)4"(«-^o)(pC08p-7C0Sa)=0  , 

qui  coïncide  évidemment  avec  la  formule  (Si). 
Dans  le  cas  particulier  où.  Ton  suppose     0=  — ,     p=— ,      7  =  0,     «0  =  0, 

y^  =  o  ,    2;o  =  o  ,    la  formule  (5i)  ou  (35)  se  réduit,  comme  on  devait  s'y  attendre  , 
à  l'équation  (a6). 

Si  l'on  faisait  mouvoir  dans  l'espace  non  plus  la  ligne  que  déterminent  les  équations  (3) 
du  §  1 ,  mais  celle  que  déterminent  les  formules  (5o)  du  même  paragraphe ,  la  surface 
engendrée  par  le  mouvement  de  cette  ligne  pourrait  encore  être  représentée  par  une  ou 
plusieurs  équations  aux  différences  partielles ,  qui  ne  renfermeraient  pas  les  fonctions 
arbitraires  7,  x»  'I'»  ®^<^ Seulement  ces  équations  aux  différences  partielles  se- 
raient en  général  d'un  ordre  supérieur. au  premier.  Ajoutons  que^  pour  les  obtenir,  il 
suffirait  de  considérer,  dans  les  équations  (3o)  du  §  1,  z  et  Q  comme  des  fonctions 
des  variables  indépendantes    x  ,  y  ^    puis  d'éliminer  les  quantités 

,-,.         ^      dc     dQ     d-e      d-e      rf'c         . 
(^^)        ^'   ir/  1^'  "rf^'  "^rfT'  -"rfj^'     ^^^••••' 
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(  39  ) 

?(G)f        ?'(G)f     .   ?%Q)f        •««•••> 

(35)  {     x(G),  X'(e).  X%G)y         etc., 

GtC 

entre  les  équations  (!o)  et  celles  qn'on  en  dédoit  par  des  différenciations  relatires  soit  k 
la  rariable  x  »  soit  k  la  rariable  y.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qae  Ton  dé* 
signe  psft    m    le  nombre  des  fonctions  arbitraires 

(36)  f(G),  X(G),  HQ)^         etc., 

et  par  n  un  nombre  entier  quelconque.  Si  des  séries  (34)  él  (35)  on  exclut  celles  des 
dérivées  partielles  de  Q  ,  et  celles  des  dériyées  de  7(0)  »  x(G)  »  4'(G)  t  •••  dont 
Tordre  est  supérieur  à  n  ,  le  nombre  de  termes  de  la  série  (34)  se  réduira  simplement 
au  produit 

(il-H)(n+a) 

et  le  nombre  des  termes  comprb  dans  les  séries  (35) ,  h 

(n4-i)m. 

D'autre  part,  si  Ton  joint  aux  équations  (5o)  du  §  1,  leurs  dérivées  d'un  ordre  inférieur 
ou  égal  à     n  ,     on  obtiendra  en  tout 

(n  +  i)(n  +  2) 

équations;  et  Ton  pourra,  entre  ces  dernières,  éliminer  les  différents  termes  compris 
dans  les  séries  (34)  et  (35)  »  dès  que  le  produit     (^  +  1)  (^  -4^  2)     surpassera  la  somme 

■  '  +  (^  +  0  ^  »     ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  dès  que  le  nombre J-  1 

surpassera  le  nombre  m.  Or,  cette  condition  sera  remplie,  si  Ton  prend  n:=z^m  —  1» 
et  alors  Télimination  produira  m  équations  aux  différences  partielles  qui  appartiendront 
toutes  h  la  surface  ci-dessus  mentionnée. 

Lorsque  les  équations  (5o)  du  $  1  renferment  une  seule  fonction  arbitraire    ^{Q), 
et  se  réduisent  à  k 

(57)  A«^>y>«*G/?(G)3  =  0  ,        -F[«,ji«jGif (G)] ^Of 
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(4o) 
en  joignant  à  chacune  de  ces  équations  ses  deux  dérivées  partielles  du  premier  ordre , 
on  obtient  en  tout  six  équations  entre  les  quantités 

^*  ^*  r^  ^Q  ^©  i^\  //^x 

^'    J^'    *•     P  =  d^^     '  =  -5>'      ®'    "^'     -57'     ^t®)'    ^^^)' 

et  l'élimination  des  cinq  dernières  de  ces  quantités ,  entre  les  six  équations  dont  il  s'agit , 
produit  »  comme  on  devait  s'y  attendre  »  une  équation  aux  différences  partielles  du  pre- 
mier ordre  entre  les  variables  indépendantes  x ,  j  et  Tordoiuiée  z  considérée 
comme  fonction  de  ces  variables. 

Lorsque  les  équations  (5o)  du  §  i  renferment  deux  fonctions  arbitraires  f  (G)  j  xiC)  » 
et  se  réduisent  à 

(38)  fl^9jr,hQ,^{Chx{Q)^  =  0  ,  F[x,j,t,e,f{Q),x{Q)]  =  o  , 

en  joignant  à  chacune  de  ces  équations  ses  dérivées  partielles  du  premier  et  même,  du 
second  ordre ,  on  n'obtient  en  tout  que  douze  équations  entre  lesquelles  il  n'est  pas  pos- 
sible d'éliminer»  du  moins  en  général,  les  douze  quantités 

(^«)  ^'  41'  -f-'  ^'  ^'  ^'  ^(e).^'(e)' »'(€).  x(€).x'(G)./(€). 

Mais,  en  8'éle?anl  jusqu'aux  dérivées  du  troisième  ordre,  on  obtiendra  en  tout  vingt 
équations  entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  les  quantités  (3g)  avec  les  suivantes 

et  l'élimination  produira  deux  équations  aux  différences  partielles  du  troisième  ordre 
entre  les  variables  indépendantes    x  ^  y    et  la  variable  principale    z . 

Il  est  bon  d'observer  que  »  dans  certains  cas  »  l'ordre  des  équations  aux  différences 
partielles  produites  par  l'élimination  des  quantités  (54)  et  (35)  entre  les  formules  (3o) 
du  §  1  et  leurs  dérivées  successives ,  peut  s'abaisser  considérablement.  Supposons  »  par 
exemple,  que- ces  formules  renferment  trois  fonctions  arbitraires  7 (G) ,  x(C)  »  ^(G)* 
Gomme  on  aura ,  dans  cette  hypothèse ,  m==3,  sm  —  in^S,  il  faudra  générale- 
ment, pour  effoctuer  l'élimination  des  quantités  (34)»  (35)^  s'élever  jusqu'aux  dérivées 
du  cinquième  ordre ,  et  celte  élimination  produira  trois  équations  aux  différences  par- 
tielles du  cinquième  ordre  entre  se  ,  7  et  s .  Mais ,  si  Ton  établit  entre  les  fonctions 
?(£)  »  X(G)  >  ^'(G)     les  relations 
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(  4i  ) 
x(G)  =  ?'(©).         +(C)-?'(G), 
ou ,  ea  d'autre»  lermM  »  si  les  formules  (3o)  du  $  i  se  réduisent  à 

(40    f{',y,*Mewiewien=o,     i^t«,y.«,T(G).?'(G).f'(G)]=o. 

alors,  en  jouant  k  ces  formules  leurs  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre,  oo  «b- 
tiendra  en  tout^douie  équations  entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  les  onie  quantités 

<*•)   ©:  ^.  f-,   ^.  ^.  ^»  t(G).  T'(G)..'(G).T"'(G).t"(G). 

et  rélimination  prodaira  une  «eale  équation  aax  différences  partielles  du  second  ordre 
entre  les  variables  indépendantes  x ,  j  et  la  variable  principale  s.  Donc  la  sor* 
face  engendrée  par  la  ligne  qne  représentent  les  formules  (4i)f  sera  représentée  elle- 
même  par  une  équation  aux  différences  partielles  du  second  ordre ,  qui  ne  renfermen 
plus  k  fonction  r  »  ni  ses  dérivées.  Parmi  les  surfaces  de  cette  nature  »  on  peut  m- 
marquer  celle  qui  aurait  pour  génératrice  la  normale  principale  d'une  courbe  h  double 
couriiure ,  dont  les  équations  seraient  de  la  forme 

(45)  y  =  '(«)>         «=?(«)  f 

({x)    désignant  une  fonction  donnée»  et    jp(a9)     une  fonction  arbitraire. 

Considérons  encore  la  surface  développable  qui  aurait  pour  génératrices  les  diverses 
finîtes  qpe  l'^n  peut  mener  h  une  courbe  à  double  courbure.  Si  Ton  représente  par 

(44)  •=fW5       y=xW 

h  courbe  dont  il  s*agit;  la  droite  qui  toucbera  cette  courbe  au  point  dont  les  coordon- 
nées seront 

(45)  s=et      •=?(©)  I      r=x(G)# 
pourra  Atre  représentée  par  la  formule 

Donc ,  pour  obtenir  Téquation  finie  de  la  surface  développable  engendrée  par  cette  droite  » 
il  suffira  d'éliminer  la  constante  arbitraire    G    entre  les  deux  équations  comprises  dans 

lUe'AHllftB.  € 
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(  4«  ) 

fa  formule  (4G)«  Au  reste ^  cette  éliminalîon  ne  peut  être  effisctuëe  qu'après  la  détermi- 
nation des  fonctions  arbitraires  <p(0)  »  x(G)  »  desquelles  dépend  la  construction  de 
la  surface. 

Soient  maintenant    p*  q  f  r  ,  s  ,  i    les  valeurs  des  dérif ées  partielles 

dt  dt  d*t  d*t  d*t 

queiburnit  l'équation  de  la  surface  développable  »  après  une  on  deux  différenciations  rc- 
latiyQS  aox  yariables  indépendantes  x  ,  jr.  La.fqjrmule  (i)  dofrt  être  v^ifiée  par  les 
Taleurs  de    dx  ,  dy ,  dz    tirées  de  la  formule  (46);  et»  cemme  €elle-ei  donnera 

ou  >  ce  qui  revient  au  même  » 


(48) 


<i« dy di 


«-f(e)       y-x(G)        «-G  ' 

on  trouvera  définitivement 

(49)  •=/'?'(€) +7X'(G), 
et 

(50)  *-G=/'t«-?(G)]  +  ff[jr-z(G)]- 

D^no  réqii«tioo  .{ia)  appartiendra  «B«ore  It  U  fiwfitct  déT«l«pp«ble ,  si  l'on  y  rq|«rde 
Q,  ,  comme  une  quantité  variable  déterminée  par  l'équation  (49)  •  Or,  dans  ce  cas ,  si  l'on 
différencie  l'équation  (5o),  1.*  p^r  rapport  &    a;^     «.*  por  rapport  à    y,    les  cociBcient» 

de    -—-     ou  4c   «-^ —     seront  é^ux  dan^  les  ({eux  membres ,  et  l'on  aura  par  suite 


j     o  =  r[»— t(G)]  +  »[/  — 

I    0  =  *[«-, (G)] +  /tj-; 


:r[»-t(G)]  +  »[/-x(G)3» 

-      ■x(G)] 


puis  Ton  en  conclura ,  en  éliminant  la  quantité     Q  , 

(52)  r«=.s'. 

Aiàsi,  quoique  les  équatfons  de  la  génératrice  d'une  snrfiice  déreloppabfe  renferment  à^xtn 
fonctions  arbitraires  et  leurs  dérivées  du  premier  ordre»  cette  surface  peut  être  repré- 
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(45) 
86nlée  par  une  éqnalioii  aux  différenceê  parlielles  qai  ne  éoDHenne  plus  d^  fonctièiid  tet- 
bilrairea,  et  qui  âôi(  dû  èecood  ordre  «eulement. 


S  3.  Sur  les  directrices  des  surfaces  engendrées  par  le  mouvement  des  lignes. 

Loraqu'une  aurface  eat  engendrée  par  le  mouvement  d'une  ligne  droite  ou  courbe, 
dont  lea  équationa  renferment  une  fonction  arbitraire»  on  peut  déterminer  celle  fonction 
de  manière  que  la  aurface  passe  par  une  ligne  donnée  qui  s'appelle  alors  direoi^icê^  On 
y  parvient  en  effet  de  la  manière  suivante. 

Supposons  toujours  la  génératrice  représentée  par  les  équations  (3)  du  §  i^  c'est-à- 
djre«  par  1^  formules 

(i)  «  —  G,  »:=ç(G), 

dans  lesquelles  v,  w  désignent  deux  fonctions  déterminées  de  x,  jr,  z,  et  ?(C) 
une  fonction  arbitraire  du  paramètre     Q  •     Soient  d'ailleurs 

(a)  ({x,y,t)—o,  T{x,jr,t)  =  o, 

les  équaliobs  de  la  directrice ,  ou  »  ce  qui  revient  au  même ,  les  équations  de  deux  sur- 
frces  qui  la  renferment.  Pour  déterminer  la  nature  de  la  fonction  9  »  il  suffira  dW 
sujettir  chaque  génératrice  h  passer  par  un  point  de  la  courbe  (s).  Donc  la  fonction  7 
devra  être  choisie  de  manière' que  les  formules  (1)  et  (2)  soient  vérifiées  simultanément 
par  un  système  unique  de  valeurs  de  x  ,  y ,  z.  Par  conséquent,  la  valeur  de  7 (G) 
se  déduira  de  l'équation  produite  par  l'élimination  des  coordonnées  x ,  y ,  z  entre 
les  formules  dont  il  s'agit.  La  nature  de  la  fonction  f{Q)  étant  ainsi  déterminée» 
l'équation  (4)  du  $  1  »  savoir  » 

(3)  tp  =  ç(r) 

ne  renfermera  plus  rien  d'arbitraire ,  et  l'on  pourra  construire  la  surface  que  celte  équa- 
tion représente. 

Si  Ton  voulait  déterminer  la  fonction  <p  comprise  dans  les  formules  (1),  de  manière 
que  la  surface  (3)  fût  circonscrite  à  une  surface  donnée ,  il  faudrait  cbercher  d'abord 
les  équations  de  la  ligne  de  contact  des  deux  surfaces  »  et  l'on  pourrait  ensuite  opérer , 
comme^n  vient  de  le  dire  »  en  prenant  pour  directrice  la  ligne  dont  il  «'agit*  Or  «oit 

(4)  «  =  o 
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(44) 
l'équation  de  U  surface  donnée,     u    désignant  une  fond  ion  connue  de     x  ,  y,  *é 
La  normale ,  menée  h  cette  surface  par  un  point  quelconque    (a?»  j«  s)    de  la  ligne  de 
contact,  formera,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positi?es,  des  angles  dont  les  co- 
sinus seront  proportionnels  aux  dérivées  partielles 

du  du  du 

tandis  que  la  tangente,  menée  par  le  môme  point  à  la  génératrice  de  la  surface  (3) ,  for- 
mera ,  avec  les  mêmes  demi-axes ,  des  angles  dont  les  cosinus  seront  proportionnels  aux 
râleurs  de 

(6)  P.        (?,        R. 

que  fournissent  les  équations  (3)  du  §  s.  D'ailleurs,  comme  la  tangente  et  la  normale 
dont  il  est  ici  question  sont  toujours  perpendiculaires  l'une  h  l'autre ,  le  cosinus  de  Tangle 
compris  entre  ces  deux  droites  se  réduira  nécessairement  à  xéro.  Donc ,  si  l'on  multiplie 
deux  k  deux  les  quantités  (5)  par  les  quantités  (6) ,  la  somme  des  produits  sera  nulle , 
et  l'on  trouTora 

On  arriverait  k  la  même  conclusion  en  observant  que ,  pour  chaque  point  de  la  courbe 
de  contact  de  la  surface  donnée  et  de  la  surface  (3) ,  les  normales  h  ces  deux  surfaces 
(doivent  se  confondre ,  et  qu'en  conséquence  les  quantités  (5)  doivent  être  proportion- 
nelles aux  cosinus  des  angles  formés  par  la  normale  à  la  surface  (3)  avec  les  demi-axes 
des  coordonnées  positives ,  on ,  ce  qui  revient  au  même ,  aux  quantités 

(8)  p ,        7 .        —  I . 

/9  et  f  désignant  les  valeurs  de  7~  ^^  3~  tirées  de  l'éqoation  (3).  En  effet,  si, 
après  avoir  posé  la  formule 

(9) 


_       9 


(è)      (4r)  ~  m  ' 


on  substitue  les  valeurs  de  p  »  f  déterminées  par  cette  formule  dans  l'équation  aux 
différences  partielles  de  la  surface  (3),  c'est- &- dire,  dans  l'équalioo  (5)  du  $  a,  on  re- 
trouvera l'équation  (7). 

L'équation  (7)  d<;vant  être  vérifiée ,  en  même  temps  que  l'équation  (4) ,  pour  tous  les 
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points  do  la  ligne  do  contaol  »  le*  deux  équalions  réunies  suffiront  pour  représenter  cette 
même  ligne,  qui,  dans  l'hypothèse  admise,  deviendra  la  directrice  de  la  surface  (5). 

Quoique  les  méthodes  ci-dessus  indiquées  conduisent  h  des  solutions  fort  simples  des 
questions  que  nous  nous  étions  proposées,  on  peut  simplifier  encore  les  calculs qu*eugç 
l'emploi  de  ces  méthodes.  On  y  parviendra  effectivement  k  l'aide  des  considérations 
suivantes. 

GonceTons  que  l'on  demande  l'équation  de  la  snrfac^oi  a  pour  génératrice  la  ligne 
représentée  par  les  formules  (i)  »  et  pour  directrice  la  ligne  représentée  par  les  formules 
(a).  On  pourra  continuer  h  se  servir  des  lettres  x,  j,  9  pour  désigner  les  coordon- 
nées courantes  de  la  directrice,  et  employer  de  nouvelles  lettres  ( ,  n  ,  C  pour  désigner 
les  coordonnées  courantes  de  la  génératrice  menée  par  le  point  (x ,  j,  z).  Cela  posé  » 
si  l'on  nomme  V  tX  W  ce  que  deviennent  les  quantités  v  eï  w  quand  on  y  rem- 
place   m,  j,  9    par    (,«,(«     les  équations  de  la  génératrice  deviendrout 

(lO)  ^  =  v,  ^  =  w, 

tandis  que  la  directrice  sera  toujours  représentée  par  les  formules  (s).  Or,  si  Ton  élimine 
X,  jr  et  tt  entre  les  formules  (à)  et  (lo) ,  on  obtiendra  une  équation  qui  renfermera 
les  seules  coordonnées  (,«,(,  et  qui  sera  vérifiée  pour  un  point  quelconque  de  Tune 
quelconque  des  génératrices.  Donc  cette  équation  sera  précisément  celle  de  la  surface 
ci-dessus  meqdonnée.  ' 

De  même ,  si  Pon  nomme  (  ,  a  ,  C  les  coordonnées  courantes  d'une  surface ,  en- 
gendrée par  k  ligne  que  représentent  les  formules  (i) ,  et  circonscrite  à  une  autre  sur- 
face qui  serait  représentée  par  la  formule  (4)  »  il  suffira,  pour  trouver  l'équation  à  la^ 
quelle  doivent  satisfaire  les  coordonnées  ( ,  n  ,  C  »  d'éliminer  jx  ^  y  »  z  entre  les 
formules  (4) ,  (7)  et  (lo). 

11  est  bon  d'observer  qu'a 01  équations  (10)  on  pourrait  substituer  un  système  quel- 
conque de  deux  équations  qui  seraient 'propres  k  représenter  la  génératrice  menée  par 
le  point  (âs,  7,  s)  de  la  directrice,  les  coordonnées  courantes  de  la  génératrice  étant 
toujours  désignées  par  les  trotl  lettres     ( ,  n  ,  (. 

Appliquons  maintenant  les  principes  que  nous  venons  d'établir  à  quelques  exemples. 

1.**  Ex€fnpU*  PropoaoïM-nQUs  d'abprd  de  faire  passer  par  une  directrice  donnée  une 
surface  cylindrique  dont  la  génératrice  forme  »  avec  les  demi-axes  des  xe ,  j^  et  z  po- 
sitives, les  angles  a ,  p ,  7.  Les  coordonnées  C  »  1 ,  C  de  la  génératrice  menée  par 
le  point  (s  »  j,  «)  de  la  directrice  vérifieront  les  deux  équations  comprises  dans  la 
formule 
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^  co«a  cosp  C0«7  ' 

Donc^  si»  eulre  celte  formule  et  les  équatioDS  de  la  directrice^  on  éfimiDe  x  ,  y  ^  z  , 
TéquatioD  résultautc,  qui  renfermera  seulement  S  «  «  ,  C»  sera  précisément  celle  de 
la  surface  cylindrique. 

Concevons  à  présent  que  li^pirectrice  soit  une  courbe  plane.  Désignons  par  k  la 
longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  Torigin^  %\xt  le  plan  de  cette  même  courbe , 
rt  par  ^  >  [a  ,  v  les  angles  quts  (orme  celte  perpendiculaire' atéc  les  d^mi-axes  des 
coordonnées  positives.  Enfin  nommons  ^  Tangle  compris  entré  la  perpendiculaire  en 
question  et  la  génératrice  de  la  surface  cylindrique ,  en  sorte  qu'on  ait 

(12)  co^^  =  C0&aC0S>  -f'  oospcosp  4*  COé7C0Sv  . 

Les  équations  de  la  directrice  seront  de  la  forme 

(l5)  9CO%\'\'yZO%iL'\rZ00%'ê'=:zk^  F(flP,7,x)  =  0. 

Cela  posé,  on  tirera  de  la  formule  (1 1)  combinée  avec  la  première  des  formules  (i3) 

/    /\    5"^  *»"/  5"*  (Ç-a?)C08X+(i|-T)C0SLi+(Ç-z)cOSv  ÇcosX+>ïcosu  +  Çco8v-4 

(Icf)  I  Tn     •  I  I  Ti  ^_|     I    II  II    I  I      II 

cosa        cos^        C097  cosacosl+cos^cosfi+cosvcosv  ces}  ' 

et  par  suite 

cosa 


coso 

(.5) 

a:  =Ç—  — -|-(ïcosX  +  iioosf*4-Ç€0^**-^)» 


CD»  6 

j  =  *î Y  (ScosX  +  'icosfA  -f-  Çcosv  : —  k\ , 


puis ,  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de    x  ,  y  ^  z    dans  la  seconde  des  formules 
(i3) ,  on  obtiendra  l'équation  de  la  surface  cylindrique ,  savoir, 

(16)  F[ï-^(Çcosl+nCosp+Çcosv-Ar),  „-^2î|(çcos>+etc,-*),  ?;^*22î|(Çcos>+etc.-it)]=o. 

Lorsque  le  plan  de  la  directrice  coïncide  avec  le  plan  des    x  ,  y^     elle  peut  être  re  - 
présentée  par  deux  équations  de  la  forme 
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(Si 


(17)  .,      «.=^0t    -.fi^jy  —  o; 

ei  réqu9tioR  de  la  surface,  cjlindri^ue,  c'^^'^-direif  ré^ualion  produite  par  l'élimiiia- 
UoD  de    X,  y, \z  .mit^  les  iToroiiuIês  (1 1)  et  (1 7)  »  se  réduit  k 

l  gcosy-Çcosa         _ncoyf-Çcosp  \ 
(10)  ri      ■  '    ■  >     t  ■>■  ■  I  ■  i  p=o. 

^     '  \        00S7  co*7     .>/       -         / 

Concerons»  pour  fixer  les  idées,  que  la  directrice  toit  une  «)(ipB«  coaqiriiB dam  le  plan 
des    x^  y,    et  représentée  par  la  formule 

«•  y* 

(•9)  7r  +  fr  =  '. 

L*équation  (18)  devieodra 

/     X  ({cosy-j;coa«)»     .     (nço^y-ÇiJos^)» 

(ao)  -^ tjj4i ^  4-  -^ ^;     ^''     =»C08*y  . 

Supposons  maintenant  que  la  surface  cylindrique  doive  être  circonscrite  à  une  autre 
suHace  représentée  par  l'équation  (4)*  Gomme  ^  çn  chaque  point  4^  la  courbe  de  contact 
des  deux  surfaces,  la  génératrice  de  fa  première  et  la  normale  à  la  seconde  se  cou- 
poronl  à  angles  djmt^p  1^  çoordoméof  m»  y,  z  de  oet(#  4oitf))fi  ?érifieront  éfidem- 
ment  les  deux  équations 

(ti)  ^r^09      ~- cosci  + -T- cosp  4- :r' ^^•v  =  ^  ' 

tl9  dfy  (ts 

dont  la  seconde  aurait  pu  être  immédiatement  déduite  de  la  formule  (7).  Gela  posé,  pour 
«       obtenir  Téqnation  de  la  surface  cylindrique ,  il  ae  restera  plus  qu'à  éliminer     x  ,  y ,  z 
entre  les  formules  (1 1)  ei  (ti). 

Goncevons-eii  particaiier  que  la  surfaci;  cyfindrlque  doiTe  Çitt  Circonscrite  à  un  elli^ 
psoide  construit  avec  les  demi-axes    a  9  b  ,  c ,     et  représenté  par  l'équation 


•W'I      ...:i      . 


La  seconde  des  fomnlpéi^flu)  r 
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%!_.- 


(48) 
(a5)  •^cos«+-^cosp-f.~coi7i-:o. 

i 

représentera  un  plan  passant  par  Torigine ,  et  qui  coupera  TelUpsoide  suivant  la  courbe 
de  contact  des  deux  surfaces.  De  plus,  on  trouvera»  en  combinant  la  formule  (a3)  avec 
les  formules  (ii)  » 

(«4)  .^iilfL  +  2(l^  +  ^=o. 

puis,  en  ayant  égard  à  Téquation  {%^),  ci; 

(»*)  7r  +  ï7  +  7r  =  *- 

Enfin ,  si  Ton  désigne  par  a  A  celui  des  diamètres  de  Fellipsoide  qui  sera  parallèle  aux 
génératrices  du  cylindre ,  on  anra  évidemment 

(»«)  -7^  +  -î^  +  "?-  =  Ttr' 

attendu  que  l'équation  (a a)  devra  être  vérifiée,  quand  on  y  supposera 

(a^)  «  =  Acosa|  yz=Rco$p,  a=:itooS7. 

Cela  ppsé,  on  tirera  des  formules  (i  i) ,  combinées  avec  les  formules  (ai) ,  (a5)  et  (a6) , 

co8«       cofp       co«7  C08»«         ros'P         co«'7  \  «•  **  e*    / 

ÇCOSa  i}COSp  CCOS7  (COSa  qOOSp  CCOS'/ 

a»      "^      *•      "^      c»  ""T^"*"      é«      "*■      c» 

et  par  conséquent 

Telle  est  l'équation  de  la  surface  cylindrique  circonscrite  h  TeUipsoide. 
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(49) 
Cette  dernière  équation  peut  encore  être  présentée  sous  une  autre  forme  très-simple, 
et  que  nous  allons  faire  c<5finaltre. 

Si ,  par  Textrémité  du  rayon  R  ,  c'est-à-dire ,  par  l'extrémité  du  point  {x  ,  j ,  z) 
que  déterminent  les  formules  ('^7)»  on  mène  un  plan  tangent  à  l'ellipsoïde,  et  si  l'on 
nomme     X  ,  Y  ,  Z    les  coordonnées  courantes  de  ce  pian ,  on  aura 

(«9)  ±^X-x)  +  ^{r^y)-\-^{Z-.z)  =  o, 

OU  »  ce  qui  revient  au  même , 

a*    ^^    b*    ^^    c*  a*   ^^  b*  ^^  c*  ' 

puis  on  en  conclura  »  en  ayant  égard  aux  formules  (27) , 

,-   .  ^COSa      .      ycOSÔ       ,      ZCOS7  1 

(3o)  -^T-  +  -F-^  +  -7r-  =  -^- 

Concevons  à  présent  qu'une  droite  soit  menée  du  centre  de  reiiipsoîde  à  un  point  (Ç,  >i,  () 
choisi  prbitrairement  sur  la  surface  du  cylindre  circonscrit.  Cette  droite  coupera  l'elli- 
psoïde et  le  plan  tangent  en  deux  nouveaux  points  dont  les  coordonnées  x  ,  j^  z  et 
X ,  Yp  Z  vérifieront  les  formules  (22)  et  (3o).  De  plus»  si  l'on  désigne  par  r ,  s ^  t 
les  longueurs  mesurées  sur  cette  droite ,  à  partir  du  centré  de  reiiipsoîde^  et  qui  abou- 
tissent aux  trois  points  correspondants  (x,y,z),  (S >  >i >  0  9  {^*  ^ *  ^)  9  on  aura  évi^ 
demment 

(3i)  ®=t5'  y='T''^  ^=T^' 

(5a)  ,    ^=i.ç,  r=-i,,  Z^-^. 

s  i  3 

Par  suite ,  les  équations  (ss)  et  (3o)  donneront 

(53)  •  ll  +  ^4.il  =  il. 

V  a«  ^  6»  ^  c»  r» 

(54)  iî^__+__+__j__. 

III.*  AMliR.  7 
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(Sa) 
Or  on  tirera  des  formufes  précédenlcs ,  combinées  a?ec  Téquation  («8) , 


5* 

r 

ou  ,  ce  qu?  revient  au  même» 

(55) 

1 

•  3 

Telle  est  la  forme  la  plus  simple  que  puisse  recevoir  réquation  (a8).  Supposons  mainte* 
nnnt  que,  par  le  point  (S>>i,  C)  et  par  le  rayon  R^  on  fasse  passer  un  plan.  Ce  plan, 
4ui  coupera  Tellipsoîde  suivant  une  ellipse,  donnera  pour  sections,  dans  la  surface  cylin- 
drique et  le  plan  tangent,  deux  tangentes  conjuguées  de  celte  ellipse.  De  plus,  il  est 
clair  que  les  extrémités  des  trois  longueurs  désignées  par  r  ^  $  ,  t  seront  situées  sur 
Tcllipse  et  sur  les  deux  tangentes  conjuguées.  Donc  l'équation  (35)  entratnc  la  proposi- 
tion suivante. 

I  .*'  Théorêmb.  Si,  après  avoir  tracé  dans  une  ellipse  un  rayon  quelconque  r ,  on 
divise  successivement  l'unité  par  le  carré  de  ce  rayon,  et  par  le  carré  de  chacune  des 
deux  distances  s  ^  t  ^  qui  séparent  le  centre  des  points  ou  le  rayon  prolongé  rcn^ 
contre  deux  tangentes  conjuguées ,  le  premier  quotient  sera  équivalent  à  la  somme  des 
deux  autres. 

Si  l'on  voulait  démontrer  directement  ce  théorème ,  duquel  on  peut  déduire  Téquation 
(28),  il  suffirait  de  projeter  Tcllipse  sur  un  plan  passant  par  le  petit  axe,  et  formant  avec 
la  grand  axe  un  angle  t  qui  aurait  pour  cosinus  le  rapport  du  petit  axe  au  grand 
axe.  Alors  en  effet  Tellipse  et  les  deux  langonles  conjuguées  donneraient  pour  projec- 
tions un  cercle  dont  le  rayon  serait  rcosT  •  et  deux  tangentes  menée»  à  ce  cercle  par 
les  extrémités  d'un  arc  égal  au  quart  de  la  circonférence.  Il  est  aisé  d'en  conclure  que 
les  projections  des  longueurs     s  g\  t  ,     savoir, 

JC0S7,  /CO8T9 

seraient  équivalentes  à  denx  produits  résultants  de  la  multiplication  du  rayon  du  cercler 
par  la  sécante  et  pur  la  cosécante  d'un  même  angle.  Donc,  en  désignant  par  0  cet 
angle,  on  aurait 

5C0ST  s  ,  fCOST  t  . 

=  —  :=z  sécô  , =  —  =  cosécô  , 


rcoST  r  ?'co«T  r 

et  par  suile 

1 =  cos'O  4-sm'6i  =  1 . 

Or  celle  dernière  équation  coïncide  évidemment  avec  la  formule  (35) « 
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Lorsque  les  constantes     a,  b  ,  €,   B     devicDDcnl  égales  entre  elles  »  rellipsolde  se 
réduit  à  une  sphère ,  et  Téquation  (s8)  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

(36)  Ç»-f  ii*-fÇ*  — (Çcosa  +  *co8p  +  Çco87)»=/l». 

Le  premier  membre  de  la  formule  précédente  n*est  autre  chose  que  le  carré  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point     (S,  n,  C)      sur  la  droite  menée  par  l'origin'ê  parallèllè- 
ment  aux  génératrices  du  cylindre  circonscrit  à  la  sphère.  Donc  cette  formule  exprime 
que  la  perpendiculaire  dont  il  s'agit  est  égale  au  rayon  de  la  sphère;  ce  qui  est  évidem-    . 
ment  exact. 

^    Si  à  Fellipsolde  que  nous  avons  considéré  ci-dessus  on  substituait  un  hyperboloîde  k 
une  on  à  deux  nappes  représeaté  par  Féquation 


(57) 

ou  par  la  suivante 

(58) 

«»       «• 

-^*=l 

e'         a» 

*•         '  ' 

il  est  clain^  que  l'équation  de  la  «arfiiGe  cylindrique ,  circonscrite  à  cet  hyperboloîde , 
wrait,  dans  le  premier  cas, 

(59)  ;f  +  "F -■?■•"*  =  ''' l""!^  "♦■■"6^ ^^j  ' 

«l,.dans  le  second  cas» 

(40)  ^_ll_ll_.  =  /î.(if2îl  +  Jl^_i£2!l.]\ 

^^  '  c*  il»  b*  \     a»      ^^      6»  c*     I 

Dans  Tun  et  l'autre  cas ,  la  courbe  de  contact  de  Thyperboloïde  et  de  la  surface  cylin- 
drique serait  plape  »  et  son  plan  serait  représenté  par  l'équation 

g,   .  â?C09a  j^cosô  «CO87 

^     '  a»  6«  c» 

Quant  aa  premier  théorème ,  il  se  trouverait  remplacé  par  une  proposition  relative  k  deux 
hyperboles  conjuguées  ^,  et  que  l'on  peut  énoncer  comme  il  suit. 

*  lloas  détîgnoD*  foos  le  nom  d'kypêrMêi  eot^uguéet  dem  hyperboles  qiii  ont  le  même  centre  »  lei  mêmes 
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(5.  ) 

2.'  Théorêue.  Supposons  qu*aprts  avoir  tracé  dans  un  plan  deux  hyperboles ,  on  mène 
à  ces  hyperboles  des  tangentes  conjuguées,  ù'est-à-dire,  telles  que  les  points  de  contact 
soient  situés  sur  deux  diamètres  conjugués.  Concevons  de  plus  que  du  cetUrc  commun 
des  deux  hyperboles  on  mène  à  Cune  d^  elles  un  rayon  r,  et  que  Con  divise  C  unité 
i.*"  par  le  carré  du  rayon  r ,  2.*^  par  le  carré  de  chacune  des  deux  distances  s  •  t 
qui  séparent  U  centre  des  points  oh  le  rayon  r  rencontre  les  tangentes  conjuguées. 
Le  premier  quotient  sera  équivalent  à  la  différence  des  deux  autres ,  et  Con  aura 

«')  ^  =  ^-F. 

pourvu  que  la  longueur    s    soit  celle  quUnt^rcepte  une  des  tangentes  de  Chyperbole  à 
laquelle  appartient  le  rayon     r . 

Supposons  encore  que  l'on  demande  la  surface  cylindrique  circonscrite  au  parabo- 
loïde  elliptique  qui  serait  représenté  par  Téquation 

X*  y»  s 

Alors,  au  lieu  des  formules  (23)  et  (25),  on  obtiendra  les  deux  suivantes 

(44)  -r-  cosa  +  — -  cosS  =  —  cosy  , 

(45)  ^  +  ÏT  -  7  -  7  • 

puis  on  tirera  de  ces  dernières,  combinées  avec  la  forninle  (m)  » 


Çcosa     ^      ïjCOS^  '       COS7 

= 

''  +  :'  »- 

fl"          b*             c 

cosa          cosp          COS7                   cos*a          cos*p 
et  par  conséquent 

S  cosa          sicos^          COS7 
«•        '         b-                c 

asymptotes  et  les  niâmes  aies,  avec  cette  différence  que  Toic  réel  de  la  pn'mière  t»t  pcrpfendiculaire  a  Taii. 
réel  de  la  seconde.  [Voyez,  à  ce  sujet,  les  Leçons  sur  len  applications  du  Calcul  infinitésimal  à  la  Gcomi-tric  . 
p«ges  273  et  snÎTantPS]. 
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^     '  a»  ^  A»  c 


(•53  ) 

cos'a*         cos»p 


a»  ^* 


Si,  au  lieu  iTun  paraboloide  elliptique,  on  considérait  un  paraboloïde  hyperbolique  re- 
présenté par  la  formule 

(4/)  -^  —  7T  =  ^  —  • 

Téquation  de  la  surface  cylindrique  circonscrite  deviendrait  évidemment 

/  Çcosa  >îCOsp  COS7  \  * 

(48)  — 2  —  =  : • '    , 

a*  b^  iC  cos*a  cos'P 

fl»"^  b^ 

H  est  bon  d'observer  que ,  dans  les  formules  (46)  et  (48) ,  4es  binômes 

COS*a  C08»P  C08»a  COS'P 

"7^        *"      b^  *        ~T^  T^  ' 

ont  pour  valeurs  numériques  les  quotients  qu'on  obtient  en  divisant  l'unité  par  leti 
carrés  des  rayons  qui  forment  des  angles  a ,  ^  avec  les  demi-axes  dos  x  ei  y  po- 
sitives, dans  Pellipse  et  Thyperbole  représentées  par  les  équations 

a-  ^   A'  ~"  '  a»  ^>   —3=1. 

Supposons  enfin  que  Ton  demande  la  surface  cylindrique  circonscrite  à  une  surface 
du  second  degré  représentée  par  Téquation 

(49)  ^••  +  JI/»+C»»4-iD/ï  +  aE«a^4-aFa?^  +  aGa:4-a£rj'  +  a/»=:ii[. 

â 
Alors  les  formules  (a3)  et  (sS)  devront  être  remplacées  par  les  deux  suivantes 

(50)  (irf«+Fj+£«+G)co8«+(Fa^+i?7  +  Z)i+£r)cQsf  +  (£a?+D/+C^+/)co.svr:r:o , 
(5i)     (iÉra?+Fj+£«  +  G)Ç  +  (Fa?+^/  +  Z)«+ff)iï  +  (£a?+i77+C«+/)Ç+Gar+£rj+£;x  =  iï, 
dont  la  première  représentera  toujonrs  le  plan  de  la  courbe  de  contact  des  deux  surfaces; 
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(  54  ) 

el,  en  combinant  ces  formules  avec  la  formule  (u)»  on  trouvera  pour  l'équation  de  la 
surface  cylindrique  demandée 

(Sa)  \     [(^S-fF»3+EÇ  +  G)co8a+(FS+g>»+Z>'^-f£r)cosp+(£g^>i>n-i-Ci;-h/)co87]' 

\        ^cos'a-jk^cos»p  +  Ccos*7+aDcospco87+aJBco87C08«+aFco8aco«p 

a.*^  Exemple,  Proposons -nous  de  faire  passer  par  une  directrice  donnée  une  surface 
conique  dont  le  sommet  coïncide  avec  le  point  qui  répond  aux  coordonnées  a;«  ,  j^o  »  ^o  • 
Les  coordonnées  g  ,  )7  »  ^  de  la  génératrice  menée  par  le  point  {x^y^  z)  de  I9  di- 
rectrice vérineront  les  deux  équations  comprises  dans  la  formule 

(53)  di^  =  Ji:2L=Jii-. 

^     '  Xo-x  y^^y  z^^z 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  »  dans  la  suivante 

Ç-a?o  «-j'o  Ç-«o 


(54) 


X'^Xo  /""/o  Z'-'Zq 


Donc,  si  entre  l'une  de  ces  formules  et  les  équations  de  la  directrice  on  éliuàine  x  , 
jp  Zf  l'équation  résultante,  qui  renfermera  seulement  (,»,(,  sera  précisément 
celle  de  la  surface  conique. 

Lorsque  la  directrice  est  une  courbe  plane  représentée  par  les  équations 
(55)  Ax-^By^Cz^K,        Y{x,y.z)^o. 

on  tire  de  ces  équations ,  combinées  avec  la  formule  (54)  » 

et  paf  suite 


'  x-Xo         y-yo  «-^o  K'{Jxo'hByo'¥Czo) 


!     ^_«,        (^       ^^  Àx.-^Byo-^Czo-K 

.-   ,                  ,                         ,             .            j^Xo+Byo-^Czo'K 
(Sy)  {    r=ro— (^— Jo)  '    


5  =  5.—  (Ç_r,) 


^(Ç-a?u)+5(u-r«)+C(Ç-^o)     ' 

j4xo  +  Byo'\'Czo-K 
^(Ç-a?o)+l>(«-ro)  +  C(Ç-^o)    ' 
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(55) 
puis ,  en  sobstiluant  les  valeurs  pn^cédentes  de    x ,  jr  f  z    dans  la  seconde  des  formules 
(55)  »  on  trouve  pour  PéquaUon  de  la  surface  conique 

Lorsque  la  directrice  est  comprise  dans  le  plan  des    x  ^  y ,     et  représentée  par  les 
formules  (17)  >  TéqUation  de  la  surface  conique  se  réduit  à 


(S9) 


Concevons,  pour  fixer  les  idées  »  que  la  directrice  soit  une  ellipse  comprise  dans  K^  plan 
des     X  ,  y  t     et  représentée  par  la  formule  (19].  L'équation  (5g)  deviendra  t^ 

(60),  JfdllîlL  +  iZfl^  =  (;  _  ,.). . 

Supposons  maintenant'que  la  surface  conique  doive  être  circonscrite  à  une  autre  sur- 
face représentée  par  Téqualion  (4)«  Comme,  en  chaque  point  de  la  courbe  de  contact 
des  deux  surfaces,  la  génératrice  de  la  première  et  la  normale  à  la  seconde  se  couperont 
à  angles  droits,  les  coordonnées  x,  y,  z  de  cette  courbe  vérifieront  évidemment 
les  deux  équations 

>.   V  rfi*  ,  \  . .     du  ,  K    ,     du  , 

(61)       V  tt  =  0,         5^(aî  — »o)+^(r— 7o)+^(«— ^o)=0. 

dont  la  seconde  aurait  pu  être  immédiatement  déduite  de  la  formule  (7).  Cela  posé,  pour 
obtenir  Téquation  de  la  surface  conique ,  il  ne  restera  plus  qu'à  éliminer  x  ,  y^  z 
entre  les  formules  (55)  et  (61). 

Concevons  en  particulier  que  la  surface  conique  doive  être  circonscrite  h  un  ellipsoïde 
construit  avec  les  demi'-axes  a  ,  b  ,  c  ,  et  représenté  par  Téquaticn  (22).  La  seconde 
des  formules  (61)  deviendra 

(6,)  £(^+Zk^^jL{iiM^„^ 

fl"  ^"  C 

\ 

et,  en  la  combinant  avec  l'équation  (ta) ,  on  obtiendra  la  suivante 
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(56) 

c'c9l-à-dirc  l'équation  d'un  plan  qui  coupera  l'ellipsoïde  suivant  la  courbe  de  contact 
des  deux  surfaces.  Dé  plus  l'équation  (63) ,  réunie  à  la  formule  (5})  »  entraînera  TéquA- 
tion  (24)  et  par  conséquent  l'équation  (sS).  Cela  posé,  on  tirera  de  la  formule  («55)^, 
combinée  avec  les  fomiulcs  (92} ,  (26)  et  (63) , 


cl  par  siiilc 

Telle  est  l'équation  de  la  surface  conique  circonscrite  k  l'ellipsoïde.  Cette  même  équa- 
tion peut  encore  être  présentée  sous  d'autres  formes  très -simples,  et  que  nous  allons 
faire  connaître. 

Soient  ^o  le  rayon  vecteur  mené  du  centre  de  l'ellipsoïde  au  sommet  de  la  surface 
conique,  li  la  partie  de  ce  rajon  vecteur  qui  représente  un  rayon  de  l'ellipsoïde  »  et 
oc ,  ^  ,  7  les  angles  que  forme  la  direction  commune  des  rayons  R^  »  R  avec  les 
demi-axes  des  coordonnées  positives.  L'équation  (a6)  sera  vérifiée^  et  l'on  aura  de  plus 

(65)  Xo=BoC0Sa,  Jo==iloC0Sp,  So  =  i{oC0S7, 

(66)  _--4.~4.~=fl,  ^__+-_^  +  __ 
Par  conséquent  la  formule  (64) ,  divisée  par    -ffo'  »     deviendra 

(67)  1-77-  + -^^-+-7^ :r7)  -l":R^-X^)l7T  +  'F  +  7r-'*)- 

Si,  dans  cetlé  dernière,  on  suppose  R^=zoo  ^  la  surface  conique  se  transformera  en 
une  surface  cylindrique,  et  l'on  retrouvera,  comme  on  devait  s'y  attendre,  l'équation^aS). 
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Concevons  à  présent  qu'une  droite  soit  menée  du  centre  de  lellipsoïde  h  un  point 
*(Sf  i>  ()  choisi  arbitrairement  sur  la  surfeee  d^  cofie  ctrconscrit.  Cette  droite  coupera 
l'ellipsoïde,  et  le  plaa  tangent  qui  touche  l'ellipsoïde  à  Tcxlrémité  du  rayon  R  ,  en 
deux  nouveaux  points  dont  Içs  coordpnnéds  x ,  jr^  s  tA  J[  ,  Y»  Z  vérifieront  les 
formules  (aa)  et  (5o).  De  plus,  si  l'on  désigne  par  Vy  s ,  t  les  longueurs  mesurées 
sur  cette  droite  à  partir  du  centre  de  l'ellipsoïde ,  et  qui  aboutissent  aux  trois  points 
correspondants  {x,jr,  »)  ,  (5,  »j,  Ç)  ,  {X,  Y,Z)  ,  ces  longueui^  se  trouveront  liées 
aux  coerdennéef  4  ,  i  *  C  par  les  formulas  (33)  et  (34).  Or  on  tirera  de  ces  formules , 
combinées  avec  Téquation  (67) , 

W  fe-7^)'=(^-lt.)(7r-^)- 

Telle  est  la  forme  la  plus  simple  sous  laquelle  on  puisse  présenter  l'équation  (67). 
D'^illeqra  »  ai  «  p^r  le  point  (Ç  •  ^  »  (}  et  par  le  rayon  H  ,  on  fait  passer  un  plan ,  ce 
plan ,  qni  coupera  TeUipsoîde  auivaot  une  el^ps^ ,  donnera  pour  sepliouf ,  deos  la  surface 
conique  et  le  plan  tangent  dont  nous  avons  parlé  ci-dessus ,  deux  tangentes  quelconques 
de  cette  ellipse.  Enfin  il  est  clair  que  les  extrémités  des  longueurs  r,  s ,  t  seront 
situées  sur  Tellipse  et  sur  les  deux  tangentes.  Donc  Téquation  (6S}  fera  connaître  une 
nouvelle  propriété  de  Téllipse.  Cette  dernière  propriété ,  plus  générale  que  celle  dont 
l'énoncé  a  fourni  le  premier  théorème,  pourrait  être  démontrée  directement  par  le 
même  mfyyen ,  -attendu  qn^I  est  hdh  de  la  vérifier  dans  le  cas  où  Tdlipse  te  rédnR  à 
un  cercle. 

Si  à  Tellipsoîde  représenté  par  l'équation  (sa)  on  substituait  l'un  des  hyperboloïdes 
représentés  per  les  formules  (ij}  »  (U) ,  l'^uation  de  b  surface  co«i^ue  circonscrite 
se  réduirait  à  l'une  des  suivantes 

:t  la  formule  qui  remplacerait  l'équation  (68)  ferait  connaître  une  propriété  du  système 
le  deux  hyperboles  copjugpées. 

*  St^peaesa  enoora  4)wi  IVin  jdeimande  la  surjace  conique  ctrconacrite  au  paraboloïde 
elliptique  représenté  par  l'équation  (43).  Alors,  au  lieu  des  formules  («5)  et  (65),  on 
obtiendra  l'équation  (45)  et  la  suivante 

IlI.«Alfll£E.  * 
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puis  on  tirera  de  ces  dernières  combinées  avec  la  formule  (55) 


a«  ^  **        *  c 

*.-«          y.-y           *o-«            or.'     .    y^        _  «, 

«oÇ       y.»       Ç+«. 

«•     '     b'        *    c 

a»     '     *•      ■      c 

et  par  conséquent 

(7»)    (— +V — rj  =1-^+^^ r)(— +ir— -rj- 

Si  »  au  Heu  d'un  parabololde  elliptique ,  on  considérait  un  paraboloîde  hyperbolique  re*^ 
présenté  par  la  formule  (47)#  l'équation  ût  la  surface  conique  circonscrite  deviendrait- 
éyidemment 

(7^)    l"ïï p ~i  —\~-     P      rl\:^~i^     rj- 

Supposons  enfin  que  Ton  demande  la  surface  conique  circonscrite  à  la  surface  du 
second  degré  représentée  par  Téquation  (49)«  Alors  les  formules  (a5)  et  (63)  devront 
être  remplacées  par  Téquation  (5i)  et  par  la  suivante 

(74)      (^«+rj+Jî«+C)aîo+(Ftfî+Bj+D«+jr)jo+(B«+Dj+C«+/)«o+Gà?+JJj+/if=iC, 

qui  représentera  la  courbe  de  contact  des  deux  surCaices;  et  »  en  combinant  ces  équations  « 
avec  la  formule  (53) ,  on  obtiendra  celle  de  la  surface  conique  demandée,  savoir 

[(^£^^gl^^^£C.^fC)J?o^^(FSfBl>+i>C4g)ro^^(JSg^■Pl^■^cC:f7)zo^■G4^^g»^^>/c-^ 

3/  Exemple.  Proposons -nous  de  faire  passer  une  surface  conoîde  par  une  directrice 
donnée.  Si  cette  surface  a  pour  axe  Taxe  des  z,  les  coordonnées  S  #  n  i  (  de  la 
génératrice  menée  par  le  point    {x ,  y,  z)    de  la  directrice  vérifieront  les  deux  formuki» 

(76)  1  =  -,         ç  =  «. 
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<59) 
Donc»  81  entre  ces  formules  efc  les  équations  de  la  directrice  on  élimine     x^  y^  z  ^ 
l*équaUon  résulUnte,  qui  renfermera  seulement    C,  n ,  C ,     sera  précisément  celle  de 

la  surface  cottoide. 

.  »*• 

Lorsque  U*  directrice  est  une  courbe  plane  représentée  par  les  équations  (55) ,  on  lire 
de  eei'équations  combinées  avec  les  formules  (76) 

X  ~  y  ~  Aaf-^By   "^    K-Cs    ~    K-CK     ' 
et  par  suite 

(77)  .  =  ;,  «  =  ç___,  ^  =  ,__; 

puis,  en  siJbstitnant  les  valeurs  précédentes  de    x  ,  jr,  z    dans  la  seconde  des  formules 
(55)  »  on^  trouTe  »  pour  l'équation  de  la  surface  conoide , 

Dans  le  cas  particulier  où  la  directrice  est  renfermée  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
Taxe  des    x»    et  représentée  par  deux  équations  de  la  forme 

(79)  «  =  a,        F(7,«)  =  0v 
l'équation  de  la  surface  conoîde  se  réduit  h 

(80)  f(-^.ç)  =  o. 

Ainsi ,  par  exemple ,  si  l'on  prend  pour  directrice  l'ellipse  que  déterminent  les  formules 

(8.)  «=a,      |:+j:=,. 

!a  sarface  conoîde  sera  représentée  par  l'équation 

à  laquelle  on  pftryiendrait  ég^lem^t  en  prenant  pour  directrice  le  cercle  que  détcf 
minent  les  deux  formules 
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ac 

(83)  ^^T'        r'.-4- «••—»' • 

Supposons  maintenant  que  la  surface  conoidc  doive  être  circonscrite  k  une  autre 
surface  représentée  par  Téquation  (4)»  Alors  ^  pour  chaque  point  die  la  courbe  de  con^ 
tact  des  deux  surfaces ,  l'équation  (5)  du  §  a  devra  èlre  vériGée  par  les  valeurs  de  p 
et  q  tirées  de  la  formule  (g) ,  et  par  conséquent  les  coordonnées  x,  j ,  z  de  cette 
courbe  seront  liées  entre  elles  par  tes  deux  équations 

du  du 

(84)  «  =  o,         ,-+j-  =  o, 

dont  la  seconde  aurait  pu  être  déduite  de  la  formule  (7).  Gela  posé»  pour  obtenir  l'équa- 
tion de  la  surface  conoide,  il  ne  restera  pj,«s.qu'à  éliaouiner  x ,  jf  z  entre  les  for- 
mules (76)  et  (82^). 

Concevons  en  particulier  que  la  surface  conoïde  doive  être  circonscrite  à  un  ellipsoïde 
dont  le  centre  coïncide  avec  le  point  {t^,Jo»  ^t^»  ^  dont  les  axes  soient  respecti- 
vement   ta  ,  26,  2c ,    savoir,  à  l'eHipfl|oide  représenté^  par  Téquation 

(80)  ^; 1 j; h ^^ _  1  . 

La  seconde  des  formules  (84)  deviendra 

(80)  ^(fi±L  +  i:Içz^=o: 

De  plus,  en  combinant  pelle-ci  avec  la  première  des  équations  (76)^  on  trouvera 
(87)  -^  (35  — aîo)  4--^  (7— J«)  =0  . 

Enfin  on  tirera  des  formules  (76) ,  (85)  et  (87) 
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(  6i  ) 
et  par  conséquent 

Telle  est  l*équation  de  la  surface  conoïde  circonscrite  à  l'ellipsoïde. 

Si  Taxe'  d*une  surface  eoaoïde  coîBeidait ,  non  plus  atec  Taxe  des  t ,  mais  avec 
la  droite  menée  par  un  point  donné  {x. ,  j^ ,  z^) ,  de  manière  à  former  avec  les 
demi-axes  des  coordonnée» positives «ertat os  angles  « ^  ^ ,  7 ,  les  coordonnées  i,  n^K 
de  la  génératrice  menée  par  le  point  {x ,  jr,  z)  do  la  directrice  vérifieraient  les  deux 
formules 

(89)  (S  — «)cos«+(«— j)0O8p4.(ç  — «)oesr=o, 

(90)  (Ç  — «)C0S£+(»— /)COsJf  +  (t— ^)C05iY=  0  , 

L  ,  M  »  N  désignant  les  angles  compris  entre  les  demi-axes  des  coordonnées  positives 
et  la  perpendiculaire  au  plan  qui  renfermerait  cette  génératrice  avec  Taxe  de  la  surface 
conoide.  D*aillanrs  ces  angles  seraient  évidemment  liés  eatre  eox  par  les  deux  équations 


(90  {     ^ 


C0SaC0S£  ^  COS^COSibr  4*  COS7COS/V  =  o  , 
'â?o)cOsX  +  (j— y.) COSilf +(«  —  «•) COSiVrso  , 

desquelles  on  tire  ^ 

,    ^  cosL  cosJf  cos^ 

(9«) 


(r-/o)cos7-(«-«o)cosp         («-^o)cosa-(a?-4?o)cos7        («-«o)co9p-(7-j'o)cosa  * 
Donc  par  suite  la  formule  (90)  donnerait 

(95)  t(r-7o)c087- (s-«o)C0Sp](Ç-a)+[(s.*o)C0S«- («^«o)aOS7](i|^)H{(4h^6 

Dans  l'hypothèse  admise  »  les  formules  (89)  et  (95)  représentent  la  génératrice  qui  passe 
par  le  point  {x,ypZ)  de  la  directrice.  Qonc,  pour  obtenir  alors  l'équation  de  la  sur- 
face conoide,  il  suffit  d'éliminer  x  ,  y  ei  s  entre  les  équations  de  la  directrice  et  les 
formolea  dont  il  s'agit.  ^ 

Il  est  bon  d'observer  que  Ton  peut  substituer  »  dans  les  formules  (91)  et  (98}»  les- 
coordonnées    (,  1,  C    aux  coordonnées     x,  y,  t,,     et  remplacer  en  conséquence 
l'équatien  (93)  par  là  suivante 
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Or  de  celte  dernière  réunie  à  la  formule  (8g)  on  conclut 


ç-« 


(95) 


'Ç-«o-[(Ç-«*)cOS«+(u-;ro)c08p+(Ç-«o)cOf7]COSa 

;îj2 

*i-yo-[(Ç-«o)co8a+(u-;r,,)cosp+(Ç-^o)co8y]cos? 

ç^î 

Ç-^o-[(Ç-a?o)cosa+(u-;ro)co8p  +  (Ç-«o)co57]coi7 


Lorsque  la  directrice  est  plane,  et  représentée  par  les  équations  (iS),  chacune  des 
fractions  comprises  dans  la  formule  (g5)  est  éqoiFalente  au  rapport 

.  ^       gcos>^->»cosfi+gcos»-A; 

^^  '       (Ç-a:o)cosX+(u-yo)cosfi+(Ç-»o)cosv-[(Ç-Xo)cos«+(>î-jro)cosp+(Ç-io)coS7]cos^ 

et  de  celte  seule  remarque  on  déduit  immédiatement  des  videurs  de  x^jr^Zp  qui  » 
substituées  dans  I9  seconde  des  équations  (i  3),  fournissent  l'équation  i,  ^,  ^  propre  à 
représenter  la  surface  conoîde. 

Si  Ton  prenait  pour  directrice  la  droite  menée  par  un  point  donné  (x. ,  j. ,  r,) ,  s 4e 
manière  à  former,  9vec  les  demi -axes  des  coordQ^nées  positives  ,  les  angles  ^  ,  f* ,  v  , 
c'est-à-dire ,  la  droite  représentée  par  la  formule 

(97)  ^-■^'  _  y-y*  _  ^■^» 

'   cosX  COSp  COSv 

on  tirerait  de  celte  formule  combinée  avec  les  équations  (is) ,  (89)  et  (94) 
/  gv  (S-\r,)co8«-f(>a-jr,)cosp-f(S-g,)co87    _ 

[(n-7o)cos7-(Ç^^o)co8p](g-ag,)^^[(t-go)cosa-(g-Xo)co87](^^>Jr,)+[(g^a?^)co9p-(l|^y^^ 

[(>ï-Jo)cOS7-(Ç-«o)cO»p]C05>  +  [(Ç-ro)C08a-(Ç-fl?o)c087]cOSpi+[(Ç-a?o)c08p-(u-;^o)CO»a]c08»    * 

Telle  est  l'équalion  du  paraboloïde  hyperbolique  engendré  par  une  droite  qui  se  meut 
en  s'appuyant  sur  les  axes  représentés  Tun  par  la  formule  (Sa)  du  §  9»  Tautre  par  la 
formule  (97)»  et  de  manière  à  rester  toujours  perpendiculaire  au  premier  de  ces  deux  axes* 

Lorsque  la  surface  conoîde  doit  être  circonscrite  à  une  autre  surface  représentée  p0r 
l'équation  (4)  >  on  peut  prendre  pour  directrice  la  courbe  de  contact  des  deux  surfaces, 
représentée  elle-même  par  les  équations 
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dont  la  seconde  se  déduit  de  la  formnie  (g)  combinée  atec  la  formule  (s4)  du  $  d.  Ajou- 
tons que  la  seconde  des  équations  (99)  peut  être  remplacée  par  la  suivante 

(100)  (ç_a:)-  +  ('.-r)5^+(«-*)^  =  o. 

qui  exprime  qu'en  chaque  point  de  la  courbe  de  contact  la  génératrice  de  la  surface  co> 
noîde  et  la  normale  de  la  surface  (4)  se  coupent  à  angles  droits. 

4**  Exemple.  Proposons -nous  de  faire  passer  une  surface  de  révolution  par  une  di- 
rectrice donnée.  Si  cette  surface  a  pour  axe  Taxe  des  ^  ,  les  coordonnées  S  ,  >t  ,  ( 
du  cercle  générateur  passant  par  le  point  {x ,  j,  z)^  de  la  directrice  vérifieront  les 
deux  formules 

(loi)  E»  +  'î'=«'+JS        ?  =  ^* 

Donc,  si  entre  ces  formules  et  les  équations  de  la  directrice  on  élimine  x  ^  y»  ^  >  ^'^' 
qnation  résultante  qui  renfermera  seulement  i ,  ^  ,  C  sera  précisément  celle  de  la 
surface  conoîde. 

Supposons  maintenant  que  la  surface  de  révolution  doive  être  circonscrite  à  une  autre 
surface  représentée  par  Téquation  (4)*  Alors  on  pourra  prendre  pour  directrice  la  courbe 
de  contact  des  deux  surfaces ,  représentée  elle-même  par  les  équations 

/.      V.  du  du 

(10a)  «  =  0.  a>--jr-  =  a. 

dont  la  seconde  se  déduit  de  la  formule  (9)  combinée  avec  la  formule  (26)  du  §  3.  Con- 
cevons» pour  fixer  les  idées,  qae  la  surface  (4)  se  réduise  h  Tellipsoide  représenté  par 
Téqnation 

(io5)  (ai-o^r)* +  (/-/•)•  = -^[«"-(^-^on. 

Dans  ce  cas  particulier,  la  seconde  des  formates  (10a)  deviendra 
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puis  on  tirera  de  cette  formule  combinée  arec  les  équations  (loi)  et  (io3) 

x-x„  _  y-y,  _  ViV^r,^) 

l/(«.'+J'»')  c        l/(«.*+ro')      ' 

el  par  suite 

(•o5)  [!/(*.•+ jo')  =F  1/(5* +  ''")?=-^[«'-{'; -*.)*]. 

OU ,  ce  qui  revient  au  même , 

(io6)       J5*  +  ^«--^[c«-(ç-fo)*]4-aî.'+ro']'  =  4(^-*+^^^  , 

Telle  est  l'équalion  de  la  surface  de  révolution  qui ,  ayant  pour  axe  l'axe  des  t ,  est 
circonscrite  à  Tellipsoïde  de  révolution  représenté  par  Téquation  (io3). 

Si  Taxe  de  la  surface  de  révolution  coïncidait  »  non  plus  avec  Taxe  des  z  ,  mais  avec 
la  droite  menée  par  un  point  donné  (a^o»  jo»  ^o)  »  de  manière  à  fiormer  »  afBc  les  demi- 
axes  dos  coordonnées  positives ,  certains  angles  a  »  p  »  7  ;  les  coordonnées  S  »  n  ,  C 
du  cercle  générateur  passant  par  le  point  {x ,  y,  z)  de  la  directrice  TérLQeraieBt  les 
deux  formules 

(107)  (S-a?)co8a+(y]-j')cosp+(ç-z)co87=o,    (5-J?o)»+('»-J'o)*+(Ç-«o)'= («-«o)'-Kr-ro)'+(«-'o)' , 

et  la  surface  de  révolution  circonscrite  à  la  surface  (4)  pourrait  ôtre  considérée  comme 
ayant  pour  directrice  la  courbe  représentée,  non  par  les  équations  (103) ,  mais  par  les 
deux  suivantes 

Îti=o, 
é/a  d  dm 

[(>'-ro)co5p-(«-x:o)c0S7]j^+[(a;.2o)c0Sa-(a?.a:o)C0S7]^+[(j?.«o)cosp-(y-^^^ 

dont  la  seconde  se  déduit  de  la  formule  (9)  combinée  avec  la  formule  (3 1)  du  §  a. 

Nous  bornerons  ici  l'application  des  principes  exposés  au  commencement  de  ce  para- 
graphe. Un  autre  article  sera  consacré  à  la  recherche  des^équation^  qui  représentent  des 
0urfaco9  dont  la  construction  dépend  de  plusieurs  fonctions  arbitraires,  et  en  particulier 
des  surfaces  développables ,  lorsque  ces  surfaces  doivent  passer  par  des  directrices  don- 
nées ,  ou  ôlre  circonscrites  à  des  surfaces  donnée^. 
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DISCUSSION  DES  LIGNES  ET  DES  SURFACES 

DU  SECOND  DEGRÉ. 


Oo  nomme  lignes  du  degré  n  celles  qui ,  étant  renfermées  dans  un  plan,  peuvent 
être  représentées  par  une  équation  du  n^  degré  entre  deux  coordonnées  rectilignes 
X  ,  y.  On  nomme  de  même  surfaces  du  degré  n  celles  qui  peuvent  être  représentées 
par  une  équation  du  n*  degré  entre  trois  coordonnées  rectilignes  x^  y,  z.  Gomme» 
pour  passer  d*un  système  de  coordonnées  recilligncs  à  un  autre  du  même  genre,  il  siiflit 
de  recourir  à  des  formules  dans  lesquelles  ces  coordonnées  entrent  au  premier  degré 
seulement ,  il  est  clair  que  la  nature  des  lignes  et  surfaces  du  degré  n  dépend  unique- 
ment du  nombre  n ,  et  nullement  du  système  de  coordonnées  rectilignes  que  l'on 
emploie.  Cela  posé,  on  peut  rechercher  quelles  sont  les  diverses  espèces  de  lignes  et  de 
surfaces  qui  correspondent  à  une  valeur  donnée  de  n  •  Ainsi  »  par  exemple ,  on  dis- 
cutera sans  peine  les  lignes  et  les  surfaces  du  second  degré  à  l'aide  des  principes  ci- 
dessus  exposés  [pages  i  et  suiv.].  C'est  ce  que  je  vais  montrer  dans  cet  article. 


§  i."  Discussion  des  lignes  du  second  degré. 

Soient,  dans  un  plan  donné,  x,  y  les  coordonnées  d'un  point ,  rapportées  à  deux 
axes  rectangulaires.  L'équation  la  plus  générale  des  lignes  du  second  degré  sera  de  la 
forme 

(i)  Ax^  +By^'^2Cxy  +  2Dx  +  2Ey  =  K, 

A  ,  B  ,  C ,  D ,  E ,  K  désignant  des  quantités  constantes;  et  une  droite  menée  par 
le  point  {i,n),  de  manière  à  former  avec  le  demi -axe  des  x  positives  l'angle  « 
compris  entre     o  et  tt  ,     sera  représentée  par  l'équation 


COSa  siua 

que  l'on  peut  réduire  à 

III.*  ANNÉE. 
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(66) 
(a)  .^iL  ^  IZJL 

en  faisant ,  pour  plus  de  conamodilé ,    ±  «  =  ^^ .     De  plus ,  si  l'on  pose 

c'est-à-dire,  si  Ton  désigne  par  r  la  distance  des  deux  points  (ç,  >i) ,  (a:,  j) ,  on 
tirera  do  la  formule  (a) 

(4)  ^  =  4:^=±,, 

cosy         sinxp 

le  double  signe  devant  être  réduit  au  signe  -f**  ou  au  signe  —  ,  suivant  que  l'angle, 
a  =  d=  4»  sera  relatif  à  la  longueur  r  comptée  à  partir  du  point  (£,>})  ou  à  partir 
du  point     {x,j).     On  aura  donc ,  dans  le  premier  cas , 

(5)  af  =  Ç4.rcos>|/,  J^  =  >î  +  r8in4*, 
et  .dans  le  second. 

(6)  •  a?  =  Ç  —  r  cos^p  >  ^  =  >î  —  r  sin^p  . 

Concevons  maintenant  que  le  point  (S»»i)^  coïncide  avec  le  milieu  d'une  corde  de 
la  ligne  (i) ,  et  le  point  {x^j)  avec  l'une  des  extrémités  de  cette  corde.  La  longueur 
de  la  même  corde  sera  égale  au  double  de  la  distance  r ,  et  la  formule  (i)  sera  vérifiée 
par  les  valeurs  de  x^  y  tirées ,  soit  des  équations  (5)  ^  soit  des  équations  (6).  Donc, 
si  l'on  fait ,  pour  abréger, 


(r) 


f  =  (^ç4.C«  +  -D)cos+  +  (CÇ  +  Bn  +  £)siû+,. 


on  aura  en  même  temps 

(8)  «r*  +  afr  +  a=nJiC,  «r»  —  afr  +  azzriC , 

et  par  suite . 

(g)  sr^  -^u  =  K  9 
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(67) 
-Il  est  bon  d'observer  que  réqualion  (lo)  peut  s'écrire  sous  l'une  ou  l'autre  des  deux 
formes 

(il)  {Ai'^Cn  +  D)cos^  +  {Cli  +  Bn  +  E)sln^  =  o  ,   . 

(a  a)  (^co8^^  +  Csin^^)Ç  +  (Ccos^^-^-B8in^^)u^-Dcos^H-JBsin^^=:o. 

Cette  équation  étant  du  premier  degré  par  rapport  aux  coordonnées  ;  ,  >i ,  il^  en  ré- 
sulte que  le  point  (S»'')  décrira  une  droite,  si  la  corde  ar  varie,  mais  de  telle 
sorte  que  l'angle  "^  demeure  constant.  Ainsi  des  cordes  parallèles  de  la  ligne  (i)  ont 
leurs  milieux  situés  sur  une  seule -droite  qu'on  pourrait  appeler  axe  diamétral.  Ajou- 
tons que ,  si  l'on  fait  ^ 
,  w,                                                   ^cos\I»+C8in\I» 

db<p  désignera  l'angle  formé  par  la  droite  dont  il  s'agit  avec  le  demi-axe  des  x  po- 
sitives ,  et  que  cette  droite  sera  perpendiculaire  aux  cordes  dont  elle  renferme  les  mi- 
lieux si  l'on  a 

{i4)  1 4-tang(ptang4»  =  o., 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  » 


C08^p  %\tL^ 

Dans  ce  dernier  cas,  Ja  droite  représentée  par  l'équation  (12)  divisera  en  deux  parties 
symétriques  la  ligne  rejprésentée  par  l'équation  (1),  et  sera  ce  que  l'on  nomme  un  axt 
principal  ie  cette  ligne.  Gela  posé,  on  démontrera  facilement  que,  pour  chaque  ligne 
du  second  degré ,  il  existe  toujours  au  moins  un  axe  principal.  On  y  parviendra  en  eifet 
h  Taide  des  considérations  que  nous  allons  exposer. 

On  tire  de  l'équation  (i5)  combinée  avec  la  première  des  équations  (7) 

.  ^.  ^cos^!'+Csin^^    Ccos^^4^Bsi^^i/    

^10)  ,  —  — ,  — *» 

C08y  S1D>{/ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(-i  — 5)C08^^  +  C8În'}  =  0  , 


<>7) 

Ccos^  +  (^  —  5)  sin^p  =  0  ; 

puis,  en  éliminant  l'angle    *^  ,     on  en  conclut 


i- 


Digitized  by 


7:f$ 

Goègle 


(  68  ) 

(l8)  (A  —  8){B-~8)  —  C*=0. 

De  plus,  les  deux  racines  de  l'équation  (18}  sont  ë?idemment 


(• 


„  .=^_^j(^)v..{.  .^^i+v'K^j+c.j. 


et  elles  ne  peuvent  devenir  égales  entre  olles  que  dans  le  cas  particulier  où  Ton  a 

(ao)  A  =  B,         C  =  o. 

Dansée  dernier  cas,  Tune  et  l'autre  racine  se  réduit  à  la  quantité  A ,  et  les  équa- 
tions (17)  8c  trouvent  vérifiées»  quel  que  soit  Tangle  >!'•  Mais,  dans  le  cas  contraire, 
les  équations  (17)  fournissent  une  valeur  unique  et  réelle  du  rapport 

s!n>Jf 
r  =  tang>p. 

C05^^  ^ 

Ajoutons  que  l'équation  (is)  deviendra,  en  vertu  des  formules  (17) , 

(ai)  s  (Çcos>|»  +^in^^)  +  D  cos>î'  +  JE8in>p  =  0 . 

Or  cette  dernière  représentera  évidemment  une  droite  déterminée ,  toutes  les  fois  que 
l'angle  >|i  aura  une  valeur  déterminée,  et  la  quantité  s  une  valeur  différente  de 
zéro.  Enfin ,  il  est  clair  que ,  pour  une  valeur  do  s  différente  de  zéro ,  l'équation  (9) 
fournira  deux  valeurs  de  r  déterminées  et  do  signes  contraires ,  toutes  les  fois  que  la 
droite  (2)  rencontrera  la  ligne  (1).  Donc  la  ligne  (1)  offrira  deux  axes  principaux  cor- 
respondants aux  deu^x  racines  de  Téquation  (18)  ,  si  ces  racines  sont  inégales,  et  si 
aucune  des  deux  racines  ne  s'évanouit. 

.Si,  l'équation  (18)  ayant  ses  racines  inégales,  l'une  d'elles  se  réduisait  à  zéro ,  la  ligne 
représentée  par  cette  équation  continuerait  d'offrir  un  axe  principal  correspondant  à 
l'autft^e  racine. 

Enfin,  si  l'équation  (18)  avait  ses  deux  racines  égales  entre  elles  »  mais  différentes^  de 
zéro,  alors,  en  substituant  au  lieu  de  s j  dans  la  formule  (si)  >  la  valeur  commune 
des  deux  racines,  et  attribuant  successivement  à  l'angle  ^j;  une  infinité  de  valeurs  di- 
verses, on  obtiendrait  une  infinité  de  droites  dont  chacune  pourrait  être  considérée 
comme  un  axe  principal  de  la  ligne  (1). 

On  ne  peut  supposer  que  les  racines  de  l'équation  (18)  soient  toutes  deux  nulles»  à 


4\: 
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(69) 
moins  d'admettre  que  Ton  a     yt  =  B=C  =  o,     c*est-à-dire ,  que  la  formule  (i)  cesse 
d'être  une  équation  du  second  degré. 

Il  sera  maintenant  facile  de  résoudre  la  question  suivante. 

1 .''  Paoblême.  Rechercher  quelles  sont  les  différentes  espèces  de  lignes  du  second  degré. 

Solution.  Comme  nous  avons  prouvé  que ,  pour  chaque  ligne  du  second  degré ,  il  exisle 
au  moins  un  axe  principal ,  c'est-à-dire ,  un  axe  qui  la  divise  en  deux  parties  symétriques, 
on  pourra  prendre  cet  axe  pour  axe  des  x.  Alors  Téqualion  de  la  ligne  ne  devra  pas 
être  altérée  quand  on  y  remplacera  y  par  — y  ,  et  par  conséquent  les  termes  qui 
renfermeront  la  première  puissance  de  y  devront  s'évanouir.  Donc  cette  équation  sera 
de  la  forme 

(22)  Ax*  +  By*  +  fkDx=iK. 

J'ajoute  qu'on  pourra  toujours  réduire  à  zéro  le  coefficient     D,     si  la  constante  '  A 
n'est  pas  nulle,  et  la  quantité     Kj     si,     A     étant  nulle,     D     diffère  de  zéi'o.  Gar'« 

pour  y  parvenir,  il  suffira  de  remplacer»  dans  le  premier  cas,     x    par    x ,     et, 

dans  le  second  cas ,    x    par    x  ^ — - ,     c'est-à-dire ,  de  transporter  l'origine  sur  l'axé 

D  K 

des    X,     au  point  qui  a  pour  abscisse    — --r  ,  on  — jr-.      Cela  posé,  l'équation  (i) 

prendra  l'une  des  formes 

(23)  Ax^  +  By*  =  K, 

(24)  By*  +  iDx  =  o. 

De  plus,  si,  dans  les  formules  (23),  (24)  >  on  suppose  les  coefficients    A  ,  B  ,  D  ,  K 
différents  de  zéro,  il  suffira  de  faire 

a  t    b  ,  c     désignant  des  quantités  positives  pour  ramener  ces  formules  aux  deux  suii- 
vaotes 

(*5)  '=fc^±f=., 

(aC)  y*  =  ±:2cx. 

Or  la  formule  (25)  comprend  i.""  l'équatioR 


Digitized  by 


Google 


(  70) 
qui  représente  une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont    a  et  6  ,^    a.""  les  deui  équations 

qui  représentent  deux  hyperboles  dont  les  demi-axes  sont    a  et  6;     3.**  l'équatiou 

qui  ne  représente  aucune  ligne.  L'ellipse  (37)  deviendrait  un  cercle  si  Ton  avait  a  =  fr. 
Quant  à  la  formule  (a6) ,  elle  représente  évidemment  une  parabole  dont  c  est  le  pa- 
ramètre. 

Si  l'on  faisait  évanouir ,  dans  l'équation  (s3)  ou  (s4)  >  une  ou  deux  des  constantes 
A  f  B  t  D  ,  K  9  mais  do  manière  que  cetto  équation  ne  cessût  pas  d'être  du  second 
degré ,  on  obtiendrait  Tune  des  formules 

(3i)  Ax^  +  By  =  o , 

(32)  Ax'  —  K.  (33)  By-=K, 

(34)  X^  =  0,  (35)  jr'  =  0. 

Or  les  seules  lignes  que  puisse  représenter  une  de  ces  formules  sont,  1.^  deux  droites 
qui  se  coupent  à  l'origine  des  coordonnées,  a.*  deux  droites  parallèles  5  l'un  des  axes 
coordonnés,  3.**  l'un  de  ces  mêmes  axes. 

En  résumé,  une  ligne  du  second  degré  ne  peut  être  qu'une  ellipse  ou  un  cercle,  une 
hyperbole ,  une  parabole ,  ou  un  système  de  deux  droites  qui  se  réduisent  quelquefois  à 
une  seule.  Parmi  ces  lignes ,  l'ellipse  et  l'byperbolo  qui  peut  se  réduire  à  deux  droites 
passant  par  un  même  point,  sont  les  seules  qui  offrent  deux  axes  principaux  et  do  posi- 
tions déterminées.  Le  cercle  offre  une  infinité  d'axes  principaux  qui  ne  sont  autres  que 
ses  diamètres.  La  parabole  offre  un  seul  axe  principal.  Enfin  le  système  do  deux  droites 
parallèles  offre  pour  axes  principaux  non-seulement  une  troisième  parallèle  qui  divise  la 
distance  des  deux  premières  en  parties  égales ,  mais  encore  l'une  quelconque  des  droites 
menées  perpendiculairement  à  ces  mêmes  parallèles. 

Nota,  On  peut  aisément  s'assurer  que  les  courbes  représentées  par  les  équations  (26), 
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(  7»  ) 
(27)  f  (28)  et  (dg)  jouissent  des  propriétés  connues  qui  servent  à  la  description  de  la  pa- 
rabole ,  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole. 

En  effet  considérons  d'abord  l'équation 

(56)  j*  =  2ca;, 

à  laquelle  se  réduit  la  formule  (a6)  quand  on  choisit  convenablement  la  direction  des 
X    positives.  Si  l'on  nomme    r    la  distance  comprise  entre  un  point     {x^y)     db  la 

courbe  (36)  et  le  point  situé  sur  le  demi-axe  des    x    positives  à  la  distance     —  e     de 
l'origine,  on  aura 

ei  par  suite 

(3;)  T  =  X'\'^c. 

Donc  cette  distance  sera  équivalente  à  celle  qui  séparera  le  point    (œ,  y)    de  la  paral- 
lèle à  Taxe  des    y    à  laquelle  appartient  l'équation 


(38)  œ  = c. 


Or  on  reconnaît  évidemment  ici  la  propriété  caractéristique  de  la  parabole. 

Considérons  en  second  lieu  l'équation-  (27) ,  dans  laquelle    a    surpassera     b ,     si  l'on    . 
a  convenablement  choisi  l'axe  des    x  »    el  posons 

(59)  a»  — ^»  =  fl»e*. 

Cette  équation  donnera 

(4P)  j«=(i-e«)((i«-a;»). 

De  plus,  si  Ton  appelle    r    la  distance  comprise  entre  le  point     {x^y)     de  la  courbe 
(4o)  et  l'un  des  dçux  points  situés  sur  l'axe  des    x    à  la  distance    ai    de  l'origine,  on 


aura 


r»  =  (« ±  aty  +  j»  =  {x ±.atY  +  (i  —  «") (^*  ""  ^*)  =  (*—  •^)'  î 
puis  on  en  conclura,  en  ayant  égard  aux  conditions     <*  <  1 1  x^<,a*,  t'»*  <  a* ,. 
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Donc,  les  distances  du  point     {x,jr)     aux  doux  points  dont  il  s'agit  seront 

/ 

a  —  tx  y  a-f-  e^  9 

et  la  somme  décos  distances  sera  constamment  équivalente  h  'ja.  On  reconnaît  évi- 
demment ici  la  propriété  caractéristique  de  l'ellipse. 

Considérons  enfin  l'équation  (28)  à  laquelle  on  ramène  l'équation  (29),  quand  on 
échange  entre  elles  d'une  part  les  coordonnées  x  ,  j  y  d'autre  part  les  constantes 
a  et  6  ;     et  posons 

(42)  a»4-6»  =  a»e*. 
Cette  équation  donnera  encore 

(43)  j.3  =  (|-.e»)(aî*-a>). 

Par  suite,  si  l'on  appelle  r  la  distance  comprise  entre  le  point  {x,y)  de  la  courbe 
(43),  et  l'un  des  points  situés  sur  l'axe  des  se  5  la  distance  at  de  l'origine,  on 
aura  toujours 

r»=  (azt  ea;)*; 

puis  on  en  conclura,  en  ayant  égard  aux  conditions  «•  >  i ,  x*  >  a' ,  «'a:'  >  a* ,  et 
supposant    x    positive , 

(44)  r  =  tx±a. 

Donc  les  distances  du  point     (œ,  j)     aux  deux  points  dont  il  s'agit  seront 

tx  —  a  y  câ?-!"^  f 

et  la  différence  de  ces  distances  sera  constamment  égale  h  2a.  On  reconnaît  évi- 
demment ici  la  propriété  caractéristique  de  l'hyperbole. 

Dans  les  équations  (39)  et  (42) ,  la  constante  e  est  ce  qu'on  appelle  V excentricité 
de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole. 

Lorsqu'une  ligne  du  second  degré  offre  deux  axes  principaux  de  positions  détermi- 
nées ,  cette  ligne  ne  pouvant  être  qu'une  ellipse ,  ou  une  hyperbole ,  ou  un  système  de 
deux  droites  qui  se  coupent .  les  deux  axes  principaux  sont  nécessairement  perpendi- 
culaires l'un  à  l'autre.  C'est,  au  reste,  ce  que  l'on  démontre  sans  peine  à  l'aide  des 
formules  (17)  et  (18).  En  effet,  nous  avons  vu  que  la  ligne  (1)  a  deux  axes  principaux 
déterminés,  lorsque  les  racines  de  l'équation  (18)  sont  inégales  et  diil%rent  de  zéro.  Or 
soient    s^ ,  5,    ces  racines  supposées  inégales,  et    ^^^  t'a    les  valeurs  correspondantes 
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de     "i"  »     tirées  des  formules  (17) ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même,  de  l'une  des  suivantes 

taDg{;i ,   tang'K     seront  les  deux  racines  de  l'équation 

(4G)  tang'+  H —  lang+  —.1=0, 

que  produit  l'élimination  de     s     entre  les  formules  (45).  On  aura  donc 
(47)  taDg>I',  tang-^a  =  —  1  ,        ou         1  +  tûng^}/,tang^^a  =  o. 

Or  celte  dernière  formule  exprime  évidemment  que  les  axes  principaux  correspondants 
aux  racines  5, ,  s^  se  coupent  à  angles  droits.  Ajoutons  que  Téquation  (46)  «  qui  peut 
encore  être  présentée  sous  l'une  des  formes 

(48)  *®°6«+  =  -7r5-  ' 

(49)  C(cos»^|*  —  sin»>|/)  4-  (^  — -^)  sin\î/cos>|»  =  0 , 

coïncide  évidemment  avec  l'équation  (i5). 

Dans  le  cas  que  nous  venons  de  considérer,  le  point  d'intersection  des  deux  axes  prin- 
cipaux de  la  ligne  (1)  est  évidemment  un  centre  et  même  le  centre  unique  de  cette  ligne. 
Alors  aussi  un  axe  diamétral,  représenté  par  la  formule  (11) ,  est  toujours  un  véritable 
diamètre  de  la  courbe;  et,  comme  le  centre  est  nécessairement  situé  sur  tous  les  dia- 
mètres, ses  coordonnées,  que  nous  désignerons  par  S ,  >i ,  vérifient  la  formule  (1 1)  » 
quel  que  soit  l'angle     ^l' ,     par  conséquent  les  deux  équations 

(50)  Ai  +  Cn  +  Dt=o,  CÇ  +  B>ï  +  JB  =  o, 

desquelles  on  tire 

CE'BD  CD'AE 


(5i)  ç=. 


AB-C^     '  AB'C^ 


Cela  posé ,  soit    k    la  valeur  de     u    correspondante  aux  valeurs  précédentes  de     ç    et 
de    1.     On  trouvera 

IIL*  ANNÉE.  10 
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Alors  aussi 

la  tbrmule  (21) ,  réduite  ù 

(64) 

tang 

'^"        E    ' 

est  ou  n'est 

pas  vérifiée, 

suivant  que  la  condition 

(65) 

A 

C         D 

C 

~  B  ~  E 

est  ou  n*est  pas  remplie.  Dans  la  première  supposition,  la  formule  (9)  se  trouve  satis- 
faite, quelle  que  soit  r ,  ou  ne  peut  Tûlrc ,  suivant  que  les  coordonnées  ï  ,  >î  v^ri-i 
fient  ou  ne  vérifient  pas  Téquation  (1) ,  et  par  conséquent  celte  équation  ne  peut  repré- 
senter que  deux  droites  parallèles.  II  est  d'ailleurs  facile  de  s'en  assurer,  en  observant 
que  la  condition  (Gâ)  équivaut  aux  deux  suivantes 

(66)  -i  =  -^-  ^=^' 
et  qu'en  vertu  de  ces  dernières  l'équation  (1)  devient 

(67)  -^{Dx  +  Eyy  +  2{Dx  +  Ej)=K. 
Or  la  formule  (67) ,  do  laquelle  on  tire 

DP  1 

(68)  Dx-^Ey  =  ^-i^zt-^\/[DE{DE  +  CK)i, 

C  C/ 

ne  peut  représenter  qu'un  système  do  droites  parallèles.  Ces  mêmes  droites  seront  dis- 
tinctes l'une  de  l'autre ,  si  l'on  a 

(69)  .    DE{DE  +  CK)>o. 
Elles  se  confondront ,  si  l'on  a 

(70)  DE{DE  +  CK)  =  o, 
et  disparaîtront ,  si  l'on  a 

(71)  DE{DE  +  CK)<o. 

Ajoutons  que  les  conditions  (65)  ou  (66)  peuvent  être  remplacées  par  le  système  des 
formules 

(72)  AB-^C^^zo,        AE-'\^BD-^2CDE  =  Q. 
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Si  la  condilioir(6â)  n'était  pas  remplie ,  on  ne  pourrait  plus  satisfaire  à  l'équation  (21) 
en  prenant  pour    s     la  racine  nulle  de  l'équation  (18] ,  et  par  conséquent  la  ligne  (1) 
n'oiTrirait  qu'un  seul  axe  principal.  Donc  cette  ligne  ne  pourrait  être  qu'une  parabole.  * 

A  l'aide  des  principes  que  nous  venons  d'établir,  on  résoudra  sans  peine  la  question 
suivante. 

2.*  PaoBLÊ5iE.  Etant  donnée  une  équation  du  second  degré  entre  deux  coordonnées 
rectangulaires     x  ,  j,     déterminer  C espèce  de  la  ligne  représentée  par  cette  équation. 

Solution.  Supposons  les  cocflicients  de  l'équation  (1)  choisis  de  manière  qu'elle  coïncide 
avec  l'équation  donnée.  Pour  déterminer  l'espèce  de  la  ligne  du  second  degré  que 
celle-ci  représente»  on  commencera  par  former  et  par  discuter  l'équation  (18).  Admettons 
d'abord  que  cette  dernière  équation  n'offre  pas  de  racines  nulles,  ou,  en  d'autres  termes, 
que  Ton  ait 

(75).  {AB  —  C^Y>o. 

Alors  la  ligne  (1)  sera  une  ellipse,  si  AB  —  C*  est  positif,  et  une  hyperbole,  si 
AB — C'  devient  négatif.  De  plus,  l'ellipse  se  transformera  en  un  cercle,  si  l'on  a 
A  =  B,  C  =  0;  elle  se  réduira  simplement  à  un  point ,  si  la  dilTérence  A'  —  k 
s'évanouit  «  et  disparaîtra  si  celte  différence  n'est  pas  nulle  ou  affectée  du  même  signe 
que  la  somme  yi  +  Z?.  Quant  à  l'hyperbole,  elle  se  réduira  au  système  de  deux 
droites  qui  se  couperont,  si  l'on  a  K  —  A:  =  o.  Enfin,  si  la  quantité  AB  —  C* 
devient  nulle ,  l'équation  (1)  représentera  une  parabole;  et  cette  parabole  se  transformera 
en  un  système  de  droites  parallèles ,  si  la  formule  (65)  est  vérifiée.  Ajoutons  que  ces 
droites  parallèles  se  confondront  ou  disparaîtront  si  la  condition  (70)  ou  (71)  se  trouve 
remplie. 

Lorsque  la  ligne  (i)  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  et  que  Ton  suppose,  dans 
l'équation  (2) ,  les  coordonnées  ç  ,  yj  déterminées  par  les  formules  (5i) ,  alors,  pour 
rendre  l'équation  (2)  propre  à  représenter  un  axe  principal  do  la  ligne  (1),  il  suffit  de 
choisir  l'angle  -^  do  manière  à  vérifier  la  formule  (4g)'  Qr  de  cette  dernière  formula 
combinée  avec  Téquation  (2)  on  déduira  la  suivante 

que  l'on  pourra  encore  écrire  sous  l'une  des  formes 


(76) 


Axi-Cy  +  D    Cxi-By-hE 
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(78) 
et  qui ,  dans  Thypothëse  admise ,  représentera  les  deux  axes  principaux  de  la  ligne  (i)^  Si 
cette  ligne  est  une  elKpse ;  et  si  l'on  nomme     ta^  2b     les  axes  de  l'ellipse  »  c'est-^à- 
dire,  les  longueurs  interceptées  par  cette  ellipse  sur  les  deux  axes  principaux;     a  ^  b 
seront  évidemment  les  deux  valeurs  positives  de    r    propres  à  vérifier  l'équation 

que  produit  l'élimination  de  s  entre  les  formules  (18)  et  (54).  Au  contraire»  si  la 
ligne  (i)  est  une  hyperbole,  l'équation  (77)  n'offrira  qu'une  racine  positive»  et  si  Ton 
désigne  par  a  celte  racine  »  2 a  sera  Taxe  réel  de  l'hyperbole»  c'est-à-dire,  la  lon- 
gueur interceptée  par  cette  courbe  sur  l'axe  principal  qui  la  rencontre.  Ajoutons  que 
l'équation  (s)  représentera  une  asymptote  do  l'hyperbole»  lorsqu'on  supposant  Ç»  n 
déterminées  par  les  formules  (5o)  »  on  choisira  l'angle  ^l*  de  manière  que  la  distance 
T  déduite  de  la  formule  (54)  devienne  infinie,  et  par  conséquent  do  manière  à  vé- 
rifier l'éqjLiation  ■ 

(78)  s  =  o, 

ou 

(tq)  ^co8*4'+i^Bin*^4*3Ccos>psin>|i  =  o  • 

Donc  les  deux  asymptotes  de  l'hyperbole  seront  représentées  par  l'équation 

(80)  A{x-lY^B{y-ny^2C{w-l){y^in)  =  o, 

que  produit  l'élimination  de  l'angle     ^     entre  les  formules  (a)  et  (79).  Remarquons 
d'ailleurs  qu'en  vertu  des  formules  (5o)  et  (Sa)  l'équation  (80)  pourra  être  réduite  à 

(81)  ^a?«4-J5j*  +  aCrrj4-Da?4.JBy  =  *. 

Lorsque  l'hyperbole  se  transforme  en  deux  droites»  on  a     k=iK  ,    et  l'équation  (81) 
se  réduit»  comme  on  devait  s'y  attendre»  à  l'équation  (1). 

Lorsqu'une  hyperbole  représentée  par  l'équtiti^n  (1)  a  pour  centre  Torigine  même  des 
coordonnées  »  cette  équation  devient 

(82)  Ax^+By*  +  %Cxjr  =  K, 

et,  comme»  dans  cette  hypothèse»  les  asymptotes  passent  nécessairement  par  l'origine» 
l'équation  qui  les  représente  se  réduit  nécessairement  à 

(83)  Axl^  By^  +  9Cxy  =  o . 
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(79) 
Od  i^rrrve  à  la  même  conclusion»  en  observant  que,  dons  l'faypotbèse  admise»  on  a 
/>  =  o  ,    E  =^0  ,     el  par  suite     A:  z=  o  . 

Dans  le  cas  oti  l'hyperbole  représentée  par  l'égualion  (i)  n'a  pas  l'origine  pour  centre, 
l'équation  (85)  représente  les  parallèles  menées  par  cette  origine  aux  deux  asymptotes. 

Il  est  bon  d'observer  que, la  différence     AJB  —  C^    est  négative,  nulle  ou  positive, 

suivant  que  les  valeurs  de     —    tirées  de  l'équation  (85)  sont  réelles  et  inégales,  ou  égales 

ou  imaginaires ,  c'est-à-dire ,  en  d'autres  termes ,  suivant  que  l'équation  (83)  est  propre  h 
représenter  deux  droites  ou  une  seule  droite,  ou  seulement  l'origine  des  coordojmées. 
Ajoutons  1.**  que,  dans  le  cas  où  la  ligne  (i)  admet  un  centre,  les  coordonnées  de  ce 
centre ,  déterminées  par  les  formules  (5o) ,  sont  précisément  les  valeurs  de  x  et  de  ^ 
que  fournissent  les  dérivées  de  l'équation  (i),  prises  successivement  par  rapport  aux 
deux  variables    a;,  y,     savoir, 

(84)  Ax+C;y  +  D  =  o,  Cx-^-By  +  E  =  o  ; 

3.*  qu'il  suffit  de  substituer  ces  valeurs  de  x  el  de  j  dans  le  premier  membre  de 
l'équation  (i  ) ,  pour  obtenir  la  quantité  désignée  par  k  ;  3.^  que»  Vil  existe  un  w  flw 
sieurs  points  dont  les  coordonnées  vérifient  les  formules  (84)  •  un  déplacement  de  l'origine 
transportée  en  un  de  ces  poinis  réduira  réquaiiDO  (i)  à  la  Suivante 

(85)  Ax^  +  By^  +  a  Cxy  =  K'^k; 

4.'  que,  si  l'équation  (i)  ou  (85)  représente  une  ellipse  ou  un  système  de  droites  paral- 
lèles, cette  ellipse  ou  ce  système  de  droites  sera  réel  ou  imaginaire,  suivant  que  les 
coefficients      A  ,  B  ,      dont  le   produit  restera  positif ,    en   vertu  de   la  -condition 

AB  —  C^  >  o ,     seront  des  quantités  affectées  du  même  signe  que  la  différence     K k, 

ou  du  signe  contraire. 

Lorsque  l'équation  (83)  représente  une  seule  droite,  la  .conditioxi  (|65)  est  ou  o!çst 
pas  remplie ,  suivant  que  les  valeurs  de    x  ,  y,     tirées  des  formules  (84) ,  se  présentent 

sous  la  forme    —  ,     ou  sous  la  forme     —  . 
o  o 

'Nous  ferons  remarquer  encore  avec  quelle  fadiilé  en  déduit  des  formules  (s)  et  (ii) 
l'équation  d'une  tangente  menée  à  une  ligne  du  second  degré  par  un  point  donné  de 
celte  ligne.  En  effet ,  soient  ?  ,  >j  les  coordonnées  du  point  dont  il  s'agit.  Pour  que  la 
droite  (2)  se  réduise  à  la  tangente  menée  par  le  même  point,  il  suffira  que  la  corde 
mesurée  sur  cette  droite  s'évanouisse,  et  que  le  milieu  de  cette  corde  coïncide  avec  le 
point      (Ç,»î).      Eu  d'autres  termes,  il  suffira  de  choisir  l'angle    ^     de  manière  que 
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(  8o  ) 
la  formule  (ii)  soit  vérifiée.  Donc,  si  entre  celte  formule  et  l'équation  (s)  on  élimine 
l'angle     ^|^ ,     l'équation  résultante  j  savoir , 

(86)  (^ç  +  c>i  +  D)(a?  — Ç)  +  (Cï+B„  +  E)(j->,)=o, 

sera  précisément  celle  de  la  tangente  menée  h  la  ligne  (i)  par  le  point      (;,  r,).      De 
plus,  comme  les  coordonnées     g  ,  r,     vérifieront  évidemment  la  formule 

(87)  Àli^  +  Bri-+2Clin  +  2Di  +  2En  =  K, 
l'équation  (86)  pourra  être  réduite  à 

(88)  (^ Ç  +  C>î  +  i)) 0?  +  (CÇ  +  /?>!  +  £)jr  =  iC  —  DÇ  -  £>: . 

Pour  montrer  une  application  numérique  des  méthodes  développées  dans  ce  para* 
graphe,  proposons-nous  de  trouver  quelle  est  la  courbe  représentée  par  l'équation 

(89)  2a5»  +  5aîj-l-  o^»  — 5a5  — 47  =  0  • 

Dans  ce  cas,  la  formule  (83)  deviendra 

2 05"  +  5»jr  4- 3y»  =  o  , 
ou 

(90)  {x+jr){2x  +  iy)  =  o, 

et  représentera  deux  droites  distinctes  »  d'où  il  suit  que  la  courbe  (89)  sera  une  hyper- 
bole. De  plus ,  ]ps  dérivées  de  l'équation  (89) ,  prises  par  rapport  à     ce  et  à   j^,     savoir. 

(9O  45D  +  5/— 3  =  0,        5x4-67  —  4  =  0 

donneront  pour  les  coordonnées  du  contre 

03=2  ,        jr  =  —  1  , 

et,  en  substituant  ces  coordonnées  dans  le  premier  membre  de  Tcqualion  (89),  ou,  ce 
qui  revient  au  même ,  dans  la  fraction 

a 
on  trouvera  pour  résultat 
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{95)  A  =  — 1.  X 

DoDC  les  asymptotes  de  Thyperbole  (8g)  seront  représentées  par  la  formule  ' 

(94)  •»•  +  àxy  +  iy*  —  3»  — 4y  =  —  1  . 
que  Ton  peut  écrire  comme  il  suit 

(95)  («4-J^— 0(235  +  5/-- 0=0. 

Eo  d'autres  termes  ,  ces  asymptotes  seront  représentées  Tune  par  Téquation 


(96) 

«+7=»  » 

l'autre  par  l'équation 

(97) 

9x4-37=1 

Les  asymptotes  étant  construites,  il  suffira  de  diriser  en  parties  égales  les  angles  qu'elles 
forment  entre  elles,  pour  obtenir  les  deux  axes  principaux  de  rhypsrbole,  et  d'ailleurs 
ces  axes  seront  représentés  par  la  formule  (76) ,  qui ,  dans  le  cas  présent^  deviendra 

Nous  obsenrerons,  en  terminant  ce  paragraphe,  que,  si  deux  lignes  du  second  degré 
sont  représentées  par  deux  équations  en  x  ^  y,  dans  lesquelles  se  retrouvent  les  mêmes 
termes  du  second  degré ,  ces  deux  lignes  seront  en  même  temps  deux  ellipses ,  deux 
"cercles,  deux  hyperboles  ou  deux  paraboles,  chacune  des  ellipses  pouvant,  ainsi  que 
chacun  des  cercles ,  se  réduire  à  un  point  ou  disparaître ,  chacune  des  hyperboles  pou- 
vant se  réduire  à  ses  asymptotes,  et  chacune  des  paraboles  à  son  axe  ou  à  deux  droites 
parallèles  k  cet  axe.  Dans  ces  divers  cas,  Tune  des  deux  lignes  offrira  toujours  un  axe  prin- 
cipal ou  des  axes  principaux  parallèles  à  un  axe  principal  ou  à  des  axes  principaux  de 
Tautre.  D'ailleurs ,  étant  donnée  une  équation  quelconque  du  second  degré  entre  trois 
coordonnées  rectangulaires  a? ,  / ,  r*-,  si  Ton  coupe  la  surface  que  cette  équation 
représente  par  des  plans  parallèles  au  plan  des  x  ^  y  t__  les  lignes  d'intersection  seront 
évidemment  représentées  par  des  équations  en  x  ,  y  ,  dans  lesquelles  on  retrouvera 
toujours  les  mêmes  termes  du  second  degré.  Donc ,  puisque  le  plan  des  x ,  y  est 
entièrement  arbitraire ,  on  peut  affirmer  que ,  deux  sections  étant  faites  dans  une  même 
surface  du  second  degré  par  deux  plans  parallèles ,  l'une  des  sections  offrira  toujours 
un  axe  principal  ou  des  axes  principaux  parallèles  à  un  axe  principal  ou  k  des  axes  prin- 
cipaux de  l'autre. 

IIL*AHKiE.  '  Il 
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$  a.  Diteussion  des  surfaces  du  second  degré. 

Soient     X ,  y,  z    les  coordonnées  d'un  point  rapportées  à  trois  axes  rectangulaires. 
L'équation  la  plus  générale  des  surfaces  du  second  degré  sera  de  la  forme 

(i)        Ax^+By*  4-  Cz*  +  aDyz  +  2Ezx  +  aFxy  +  aG«  +  liHy+alz  =  K  , 

Aj  B,  C,  D,  E ,  F^  G ,  H  s  1 0  K     désignant  des  quantités  constantes;  et  leé 
'  équations  d'une  droite  menée  par  le  point     (S»  n,  () ,     de  manière  qu'elle  fasse  avec  les 
demi-axes  des  coordonnées  positives  les  angles    a,   p ,  y     renfermés  entre  les  limités 
o ,  n ,    seront  comprises  dans  la  formule 

(«)  a?-6  _  y-t  _   z^K 

COSot  COS^  COS7 

Admettons  maintenant  que  le  point  ({,«},  C)  coincide  avec  ie  milieu  d*ane  conde  de 
la  surfeoe  (1) ,  el  le  point  («>  ^»  *)  avec  Tune  des  extrémités  de  cette  corde.  En  dé- 
signant par    tr    la  longueur  de  la  corde»  et  posant»  pour  abréger, 


/     s  =  i^cos*a4- J7cos*p4-  ^«os 
I     a  =  ^Ç>  4. B»«  4.  CÇ* 4-  2Dt 


s  =  i/^cos*a4- J7cos*B4-  Coos»74-  aDoos&oos74-  2*JScos7COsa  4-  aFcosacosB , 

(5)    ■ 

>îîÇ4.  aEÇÇ  4-  aFÇu  4.  a  GÇ  4-  affu  4-  2>/Ç  t 


on  établira  sans  peine,  comme  on  l'a  fait  dans  un  précédent  article  [voyez  la  page  1  et 
SUIT.] ,  les  deux  équations 

(4)  #r-4-u  =  £, 

(5)  (^Ç4-^'ï+J5Ç4-C)cos«4-(JPÇ+fin4-JDÇ4-J5r)cosp+(JE:|4.I)«4.ÇÇ4-/)c^^ 

La  seconde  de  cet  équations»  si  l'on  j  considère  S»  n»  C  comme  TariaMeâ»  repré- 
aente^a  ^e  plan  diamétral  qui  renfermera  les  milieux  d'un  système  de  cordes  parallèle 
de  if  surface  (1);  et  ce  plan  diamétral  deviendra  un  plan  principal,  c'est^-dire,  on 
plan  qui  sera  perpendiculaire  aux  cordes  parallèles,  de  manière  à  diviser  la  surface, (i) 
en  deux  parties  symétriques ,  si  l'équation  (&)  subsiste  en  même  temps  que  les  suivanlea 

g%  ^C08a+FC0Sp+JEc0S7  Fc05a+BC0Sp+DC087  EcOSa-t-JDcosp-f  CCO87  

Cosa  "^  cosp  COS7  "~ 

?/  cos*a4*co8»p+ <îOS*7=  1. 


Digitized  by 


Google 


(85) 
D'ailloars  on  tire  de  la  formule  (6) 

i{À  —  *)C0Sa4-^C09p4"JEC087  =  0  , 
Feosa  +  (B  —  s)co%p  +  Z)cos7  =  o  , 
Eeoffât'^Dcosp-f-  ((?  — x)coi7=:£0 , 
puis  9  en  éliminant  les  angles    a  »  p ,  y , 

(9)  {J  —  i){B  -  s){C  —  0  -  D^{J—i)  -  £»(3- ^)  -F«(0  — 0  +  aD£F  =  o  ; 
et .  m  i^crttu  d<$  k  même  formule ,  réquatiDÈf  (6)  se  i^iiit  il 

(10)  «(Çcosa  4-  «cosp  4"  tco87)  +  Gcosa  4-  Hco^p  4"  /cosy  =  o . 

Enfin  Ton  prouve  aisément  [voyez  les  pages  6  et  suiv.] ,  u'*  que  les  trois  racines  de 
Téquation  (9)  sont  toujours  réelles,  3.**  que,  dans  le  cas  où  ceiT  racines  sont  inégales, 
les  forihules  (8)  fournissent  des  valeurs  correspondantes»  réelles  et  déterminées,  pour 
les  quantités  cosa  ,^cos^ ,  cosy;  S.*  que  »  dans  le  ca^  où  deux  racines  de  IMquation  (9) 
deviennent  égales  »  les  formiilei  (8)  fournissent  dfi  nom&re  infibi'  de  sjTdtëmès  àe  valeurs 
de  cosa,  Gosp  ,  co$7  Coffespondailts  i  ces  nlémetf  racitfesy  satofr,  tôûé  céu^t  qui 
vérifient  Téquation  (7)  et  la  suivante 

(if>  JBFco»«  +  JW>cosp4*^JBccW7i:2:re. 

Cela  posé»  il  est  clair  que,  pour  chaque  surface  du  .second  degré,  il  existei^a  toajoars 
au  moins  deux  plans  principaux.  En  effet,  comme  l'équation  (10)  représentera  un  plan 
déterminé ,  toutes  les  fois  que  les  angles  a  ,  p  ,  7  auront  des  valeurs  déterminée»,  et 
la  quantité  s  une  valeur  différente  de  zéro,  on  peulafiirmer  que  la  surface  (1)  offrira 
deux  ou  trois  plans  principaux,  si  deux  ou  trois  racines  deTéquation  (9)  sont  inhales 
et  différentes  de  zéro.  Si  la  même  équation  a  deux  racines  différentes  de  zéro ,  mais 
égales  entre  elles,  la  surface  (1)  offrira  une  infinité  de  plans  principaux  correspondants 
h  ces  racines  et  aux  diverses  valeurs  de  a  ^  p  ,  y  qui  vérifient  les  formules  (7)  et  (il). 
Ettân  t  ai  l'équation  (9)  admet  une  seule  racine  différente  de  zéro ,  avfeo  deux  raciies 
nllei,  la  première  racine  continuera  de  fournir  un  plan  principal  de-  la  anrCice  (i);  el, 
comme  on  vérifiera  la  formule  (10)  en  posant  à  In  fois 

(la)  #=0,  (»*3  :  Gco6«4"^^50ip4"^<^'7  =  ^  • 

les  racines  nulles  correspondront  elles-mêmes  à  un  nombre  infini  de  plana  pi^iocipaux 
qui  seront  représentés  par  dea  équatîona  de  la  forme 
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(l4)  ÇC08«  •+•  «COSp  +  CCOS7  =  COD8t  , 

les  TBieuri  de  «»  p»  7  ^tant  détenninéei  par  les  équations  (7)»  (11)  et  (iS).  On 
peut,  au  reste,  yérifier  directement  cette  dernière  assertion.  En  effet,  si  l'équation  (9) 
a  deox  racines  nulles»  Téquation  (1)  se  réduira  simplement  k  la  formule  (io3)  de  la 
page- (si),  c'est-à-dire,  k 

(i5)  DEF{^^  +  ^  +  jry+%Gx  +  %Hy^2lz  =  K. 

et  représentera  un  cylindre  dont  les  génératrices,  étant  parallèles  ii  la  droite  que  déter* 
minent  les  deux  équations 

("®î  ^  +  i-  +  T  =  '''  ^'^^  Ca:  +  if7  +  /^  =  o. 

formeront  avec  les  axes  coordonnés  les  angles  «  »  p .  7  qui  vérifient  les  formules  (7) , 
(11)  et  (i3).  Donc  tout  plan  représenté  par  l'équation  (i4)  sera  perpendiculaire  ii  ces 
génératrices ,  et  divisera  la  surface  en  deux  parties  symétriques .  en  sorte  qu'on  pourra 
le  considérer  comme  un  plan  principal.  Si  les  équations  (16)  et  (17)  se  réduisaient  è 
une  seule,  le  cylindre  se  transformerait  en  un  système  de  deux  plans  parallèles,  et  Ton 
pourrait  ranger  parmi  les  plans  principaux  non-seulement  un  troisième  plan  qui  diviserait 
la  distance  des  deux  premiers  en  parties  égales .  mais  encore  tous  ceux  qui  leur  seraient 
perpendiculaires. 

On  ne  peut  supposer  que  les  trois  racines  de  l'équation  (9)  s'évanouissent .  è  moins 
d'admettre  que  l'on  a 

A=^B  =  C  =  D  =  E  =  F=o, 

c'est-k-dîre.  à  moins  d'admettre  que  la  formule  (1)  cesse  d'être  une  équation  du  premier 
degré. 

U  est  encore  facile  de  s'assurer  que ,  parmi  les  plans  principaux  relatifs  è  une  surfoce 
du  second  degré,  on  peut  toujours  en  trouver  deux  qui  se  coupent  à  angles  droits.  Bn 
effet,  si  deux  ou  trois  racines  de  l'équation  (9)  sont  inégales  et  diflFërent  de  xéro,  les 
plans  principaux  correspondants  k  ces  racines  seront,  d'apcès  ce  qui  a  été  dit  dans  un 
autre  article  [pages  9  et  10].  perpendiculaires  l'un  k  l'autre.  Si  la  même  équation  a 
deux  racines  distinctes  de  xéro .  mais  égalea  entre  elles .  il  existera  une  infinité  de  plans 
principaux  perpendiculaires  aux  diverses  droites  qui  formeront  avec  les  demi-axes  des  coor^ 
données  positives  des  angles     a .  p  .  7     propres  à  vérifier  la  formule  (1 1)  »  et  par  con- 
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iéqueni  ioos  les  plans  perpendiculaires  à  celai  qae  représente  Téquation  (16)  seront  des 
plans  principaux.  Or  ces  mêmes  plans  »  considérés  deux  à  deux ,  se  couperont  encore  à 
angles  droits.  Enfin  »  si  Téquation  (9)  admet  une  seule  racine  différente  de  zéro  avec 
deux  racines  nulles,  le  plan  principal  correspondant  à  la  première  racine  et  les  plans 
principaux  correspondants  aux  racines  nulles  deyront  toujours  être  perpendiculaires  entre 
edx  »  puisque  les  normales  k  ces  mêmes  plans  seront  des  droites  perpendiculaires  entre 
elles  [voyez  la  page  1 1]. 

n  est  maintenant  facile  de  résoudre  la  question  snivante. 

1.*  pROBLÂMB.  Reehereher  quelles  iont  les  différentes  espèces  de  surfaces  du  second 
degré. 

Solution.  Gomme  nous  avons  prouvé  que ,  pour  chaque  surface  do  second  degré  »  il 
existe  au  moins  deux  plans  principaux  perpendiculaires  l'un  à  rau|re,  on  pourra  les 
prendre  pour  plans  des  y^  z  et  des  x,  z.  Alors  l'équation  de  la  surface  ne  devra  pas 
être  altérée  quand  on  7  remplacera  a?  par  — x  et  7  par  — /;  par  conséquent  les 
termes  qui  renfermeront  les  premières  puissances  de  x  et  de  y  devront  s'évanouir. 
Donc  toute  surface  du  second  degré  peut  être  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

(18)  ^»*  +  5j*  +  C««  +  a/^  =  i:. 

Gomme  cette  proposition  sert  de  fondement  à  la  solution  du  problême  qu'il  s'agissait 
de  résoudre»  il  ne  sera  pas  inutile  d'en  offrir  ici  une  seconde  démoniitration ,  qui  exige 
mcHOS  de  calcul  que  la  première. 

Etant  donnée  une  surface  quelconque  du  second  degré ,  on  peut  toujours  choisir  les 
plans  rectangniaires  des  x^jr^  des  x  ,  z  et  des  y  %  ^  •  de  manière  que  le  plan 
des  X  t  y  coupe  la  surface  »  et  que  Taxe  des  x  coïncide  avec  l'axe  principal  ou  avec 
l'un  des  axes  principaux  de  la  section  faite  par  ce  mêm^  plan.  D'ailleurs  »  si  l'on  sup- 
pose là  surface  du  second  degré  représentée  par  l'équation  (1)  »  la  section  faite  par  le 
plan  des    x,  y    sera  une  ligne  du  second  degré ,  représentée  elle-même  par  la  formule 

(«)  Ax^  4-  By*  +  %Fxy  +  2^05+  stHy  =  K  ; 

elt  pour  qne  Taxe  des  x  soit  un  axe  principal  de  cette  ligne  »  il  faudra  que  l'équation 
(a)  ne  soit  pas  altérée  quand  on  y  remplacera  x  par  — x  ^  c'est-à-dire,  que  les 
termes  du  premier  degré  en  x  disparaissent  »  et  que  l'on  ait  en  même  temps  F  =:  o  « 
Cs=so.  Donc  une  surface  quelconque  du  second  degré  pourra  être  représentée  en 
coordonnées  rectangulaires  par  la  formule 

(6)  Ax*  -f  By*  4.  Cs*  +  8  Dyt  +  tEzx  +  stBy+ ^lz=^K. 


Digitized  by 


Google 


(86) 
Mais  alors ^  la  quanlilé     F    étant  réduite  à  zéro,  l'équatioa  (9)  deviendra 

(c)  {A  —  i){B  —  s){C  —  s)—D*{A^ê)  —  E*{B'-^$)=o. 

Or,  pour  s'assurer  quo  cKie  dernière  a  sqs  trois  racines  réelles,  il  sui&t  de  substituer 
dans  le  premier  membre  les  valeurs  suivantes  do    $ 


5  =  — 00, 


s=:A  ,         ê=^B  ,        «  =  00  , 


rangées  par  ordre  de  grandeur.  En  effet  supposons ,  pour  fixer  les  idées,  A  <B.  Les 
valeurs  dont  il  s'agit,  élnnt  substituées  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (c),  four- 
niront les  quatre  résultats 

00.         — £«(iî  — yi),         +Z)*(iï  — ^),         —00; 

et,  comme  ces  résultats  seront  alternativement  positifs  et  négatifs  »  il  est  clair  que  l'é- 
quation {c)  aura,  dans  l'hypothèse  admise,  trois  racines  réelles,  la  première  inférieure 
à  ^  ,  la  seconde  comprise  entre  A  et  B  p  la  troisième  supérieure  à  jB«  Si  roo 
supposait,  au  contraire,  A>  B  ^  on  établirait  de  la  même  manière  l'existence  de 
trois  racines  réelles  qui  seraient  la  première  inférieure  à  j? ,  la  seconde  comprise 
entre  ^  et  27  ,  la  troisième  supérieure  II  A.  La  réalité  des  trois  racines  de  l'é- 
quation [c)  étant  ainsi  démontrée ,  on  remarquera  que  ces  trois  racines  ne  peuvent  s'é- 
vanouir à  la  fois ,  h  moins  que  Ton  n'ait  A=^o  ^  B  =  o  ,  C  =  o  ,  Z)  =  o,  frzro, 
c'est-à-dire,  à  moins  que  l'équation  (6)  ne  cesse  d'être  du  premier  degn^.  Donc  l'équation 
(0)  offirira  toujours  au  moins  une  racine  différcuto  de  zéro.  Ajoutons  quOj  si  l'on  lab- 
stitue,  dans  l'équation  (10) ,  des  valeurs  do  cosa  ,  cosp  ,  COS7  correspondantes  à  ces 
racines  et  propres  à  vérifier  les  équations  (8) ,  ou  plutôt  les  suivantes 

{d)     {A  -5)cosa+£cos7=o,     (B- j)cosj5+Z)cos7  =  o. ,     £cos«+Z)cosp+(C-j}cos/=:o, 

Téqualion  (10)  représentera  tocijours  un  plan  principal  de  la  surface  (6).  Donc,  pour 
toute  surface  du  second  degré,  il  existe  au  moins  un  plan  principal,  c'est-à-dire,  un 
plan  qui  divise  la  surface  en  deux  parties  symétriques.  Concevons  à  présent  que  l'on 
prenne  ce  plan  principal  pour  plan  des  x,  z.  L'équation  de  la  surface  ne  devra  pat 
être  altérée  quand  on  y  remplacera    jr    par    — j  .     Donc  elle  sera  de  la  forme 

(c)  Ax*  +Bj*  +  Cz^  +  ^Ezx  +  9^Gx  +  7jz  =  K. 

D'ailleurs  ,  le  plan  des  y ,  z  pouvant  être  choisi  arbitrairement,  pourvu  qu'il  soit  per- 
pendiculaire à  celui  des     x ,  z  ,     on  pourra  supposer  qu'il  renferme  un  axe  principal 
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d'une  section  faite  dans  la  aurfao^ar  un  plan  qoèlconqoe  parallèle  au  plan  des    ùd,  z; 
et  alors  il  est  clair  que  les  termes  du  premier  degré  en    œ  .  devront  disparaître  dans  la 
formule  {e) ,  qui  se  réduira  simplement  à  Téquation  (i8).  Donc  Téquation  (18)  est  propre 
à  représenter  une  surface  quelconque  du  second  degré. 

Observons  maintenant  que  »  dans  l'équation  (18) ,  on  pourra  toujours  réduire  à  zéro  le 
coefficient  I ,  si  la  constante  C  n'est  pas  nulle  »  et  la  quantité  K  ,  si  C  étant 
nulle,     /     diffère  de  zéro.   Cor»  pour  y  parvenir,  il  suffira  de  remplacer»  dans  le 

/  K 

premier  cas,    z    par    s  — -77-  >  ^^^  '^^^  '®  second.casr  ^    par    2-| — =-  ,     c'est- 

/ 
à-dire  »  de  transporter  Torigine  sur  Taxe  des    z    au  point  qui  a  pour     abscisse     •—  -77 

00    — y.     Gela  posé»  l'équation  (1)  prendra  Tune  des  formes 
(19).  Ax-  +  By'  +  Cz-=zK. 

(ao)  ^a5«+%«+a/«  =  o. 

De  pins ,  si  Ton  suppose  les  coefficients    A  ,  B  ,  C  9  I  ^  K    différents  de  zéro ,  il  suf- 
fira de  faire  »  dans  la  formule  (19) 

i=±...    *=*...    4«*... 

et  »  dans  la  formule  (so) , 


1 


a*  0*  ^^   e 

ta,  t ,  e    désignant  des  quantitéë  positives]^»  pour  ramener  ces  formules  aux  deux  sui- 
vantes 

.    .  _.   «^*  _i_  y*    •    *• 

•  I 

Or  Féquation  (ai)  comprend  huit  autres  équations /savoir  »  1.*  l'équation 

(•5)  '  îr  +  fr  +  7-  =  »' 


l 
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qui  reprîètfenie  un  oliipsoide  doai  les  demi-axes  sont    a  ,  b ,  e;     <•*  iei  Iroii  équatioM 

«"         r*  «• 

dp»        y»         «■ 

flf*  y»  1» 

(•«)  '  --7r  +  ir  +  77-='. 

dool  chacune  repré»en(e  uo  hyperboloïde  k  une  nappe  ;  S.*  lea  trois  équations 

^       '  «•   ^  ^*  C»  / 

«.  m9  V*  c* 

dont  chacune  représente  un  hyperboioide  à  deux  nappes  i  4**  Téquition 
,j  .  œ^ y* ^ 

qui  ne  représente  rien ,  attendu  qu'on  ne  peut  7  satisfaire  par  des  valeurs  réelles  des 
coordonnéeé.  Quant  à  la  formule  (as) ,  elle  comprend  les  deux  équations 

dont  la  première  représente  un  paraboloïde  elliptique^  et  la  seconde  un  paraboloide  hj- 
pcrbolique.  Si  deux  des  constantes  a  ,  b  ,  e  devenaient  égales  entre  elles»  Tellip- 
soîde»  l'byperboloide  à  uùe  ou  k  deux  nappes»  et  le  paraboloïde  elliptique  pourraient  se 
réduire  è  des  surfaces  de  révolution.  Si  les  trois  constantes  devenaient  égales,  TelUp- 
solde  se  changerait  en  une  sphère. 
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Si  Ton  faiiait  éranouir,  dans  l'é(}uation  (19)  oa  (ao) ,  une  on  ptusieors  des  constantes 
A  ,B  ,C  ,K ,  I ,    mais  de  manière  que  cette  éqaation  ne  cessât  pas  d'être  da  second 
degré  en    a^  »  /»  s  ,    on  obtiendrait  Tune  des  formules 

(53)  Ax*  +  By  4.  Cz*  =  o  , 

(34)  5j«  +  C«*  =  K,        (35)    Ax^  +  Cz-  =  K.  (36)    Ax*  +  By  —  K, 

(37)  j»7*  +  Cz*  =  o,         (38)    /faî«  +  C«>=o.  (39)    Ax*'^By'  =  o  , 

(4o)                 Ax^  =  K,        (40                5r  =  K,  (42)  C«*  =  K, 

(43)                   x'  =  o,        (44)                  r  =  0'  (45)  «'  =  0, 

(46)                      Ax*'\-5lIz  =  0s                    '     (47)  J»7*  +  a/«  =  o; 

Or  Téquation  (33)  représente  une  surface  conique  du  second  degré»  lorsque  les  trois 
constantes  A ,  B  9  C  ne  sont  pas  des  quantités  de  même  signe  »  et  Torigine  des  coor- 
données dans  le  cas  contraire.  De  plus ,  chacune  des  équations  (34)  »  (35) ,  (36)  repré- 
sente un  cylindre  elliptique,  lorsque  les  coefficients  du  premier  membre  sont  des  quantités 
affisctées  du  même  signe  que  la  constante  K  ;  un  cylindre  hyperbolique ,  lorsque  ces 
coefficients  sont  des  quantités  de  signes  différents;  et  ne  représente  rien,  lorsqu'ils  sont 
affectés  du  même  signe  que  la  quantité  — K*  Chacune  des  équations  (37),  (38), 
(39)  représente  l'un  des  axes  coordonnés  ou  deux  plans  qui  renferment  cet  axe ,  suivant 
que  les  coefficients  du  premier  membre  sont  de  mêmes  signes  ou  de  signes  différents. 
Chacune  des  équations  (4o) ,  (40  »  (4^)  représente  deux  plans  parallèles  à  l'un  des  plai^ 
coordonnés,  ou  ne  représente  rien,  suivant  que  le  coefficient  du  premier  membre  est  ou 
n'est  pas  affecté  du  même  signe  que  la  constante  K.  Chacune  des  équations  (43),  (44)» 
(45)  représente  un  seul  des  plans  coordonnés.  Enfin  les  équations  (46) ,  (47)  représentent 
des  cylindres  hyperboliques.  Ajoutons  que  le  cône  et  les  cylindres  elliptiques  se  transfor- 
ment en  cône  et  cylindres  droits  à  bases  circulaires ,  lorsque ,  dans  les  équations  (33) , 
(34) ,  (35) ,  (36) ,  deux  des  coefficients    A  ,  B  ,  C    deviennent  égaux  entre  eux. 

Eu  résumé ,  une  surface  du  second  degré  ne  peut  être  qu'un  ellipsoïde ,  un  hyper- 
boloîde  à  une  ou  deux  nappes ,  un  paraboloide  elliptique  ou  hyperbolique ,  un  cône , 
un  cylindre  elliptique  hyperbolique  ou  parabolique,  enfin  un  système  de  deux  plans 
qui  se  coupent ,  ou  de  deux  plans  parallèles.  De  plus ,  dans  la  discussion  des  surfaces  que 
représentent  des  équations  du  second  degré,  il  faut  observer  i.^que  le  cône  peut  se  ré- 
duire à  un  point,  le  système  de  deux  plans  qui  se  coupent  à  une  droite,  et  le  système 
de  deux  plans  parallèles  à  un  seul  plan;  a.*  que  Tellipsoïde,  Fhyperboloîde  à  une  ou 
III.»  ANNÉE.  la 
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h  deux  nappes»  le  partiboloîde  elliptique  efc  le  cyHodre  elliptique  peuvcol  derenir  ie» 
surfaces  de  révolulioa;  3«*  que  l'ellipsoïde  peul  m  réduire  à  uue  sphère;  4**  que  TelUp-^ 
solde,  le  cylindre  elliptique  et  les  deux  plans  paraltèfos  peuYent  derenir  imaginaires  et 
disparaître. 

Parmi  le^  surfaces  que  nous  venons  d*énumérer ,  Tellipsolde ,  l'hyperboloïde  à  une  ou 
à  deux  nappea,  et  la  surface  conique,  en  supposant  qo^on  ne  les  réduise  pas  à  des  sur- 
faces de  révolution ,  sont  les  seules  qui  offrent  un  système  unique  de  trois  plans  princi- 
paux et  reetangniaires  entre  eux.  Si  Ton  joint  à  ces  surfaces  rellipsoîde  et  Thyperboloïde 
de  révolution»  la  sphère»  et  le  cône  droit  à  base  circulaire»  on  aura  toutes  celles  qui 
offrent  un  centre  unique  »  et  en  même  temps  toutes  celles  dans  lesquelles  il  existe  au 
moins  trois  plans  principaux  rectangulaires  entre  eux»  sans  que  jamais  deux  plans  prin- 
cipaux puissent  devenir  parallèles  l'un  à  l'autre.  Le  paraboloïde  elliptique  »  quand  il  ne 
sera  pas  de  révolution ,  et  le  paraboloïde  hyperbolique  seront  les  seules  qui  offriront  sim- 
plement deux  plans  principaux»  et  n'auront  pas  de  centre.  Le  paraboloïde  de  révolution 
offrira  une  infinité  de  plans  principaux  passants  par  un  même  axe.  Le  cylindre  elliptique» 
quand  il  ne  sera  pas  de  révolution»  le  cylindre  hyperbolique»  et  le  système  de  deux  plans 
parallèles  offriront  une  infinité  de  centres  situés  sur  un  même  axe»  avec  une  infinité  de 
systèmes  de  trois  plans  principaux  et  perpendiculaires  l'un  à  l'autre  »  chacun  de  ces  der- 
niers systèmes  étant  composé  de  deux  plans  déterminés  et  passants  par  l'axe,  et  d*un 
plan  quelconque  perpendiculaire  à  Taxe.  Le  cylindre  droit  à  base  circulaire  offrira  encore 
une  infinité  de  centres  situés  sur  un  axe  »  avec  une  infinité  de  systèmes  de  trois  plans 
perpendiculaires  Tun  à  l'autre  ^  et  assujettis  à  la  seule  condition  que  deux  d*enlre  eux 
passent  par  l'axe»  le  troisième  étant  perpendiculaire  à  Taxe.  Le  cylindre  parabolique 
offrira  une  infinité  de  plans  principaux  perpendiculaires  aux  génératrices  avec  un  seul 
plan  principal  passant  par  l'une  de  ces  mêmes  génératrices.  Enfin  le  système  de  deux 
plans  parallèles  offrira  pour  plans  principaux,  non -seulement  un  troisième  plan  pa-^ 
rallèlcj  qui  divisera  la  distance  des  deux  premiers  en  parties  égales»  et  qui  pourra  être 
considéré  comme  le  lieu  des  centres  »  mais  encore  tous  les  plans  perpendiculaires  aux 
deux  premiers. 

Dans  le  cas  où  la  surface  (i)  a  un  centre  unique»  les  coordonnées     Ç,  u  ,  ç     de  ce  * 
centre  sont  déterminées  [voyez  la  page  4]  par  les  équations 

(48)      ^i  +  Fn  +  Eri  +  G  =  Oy      F^  +  Br,  +  D^+U  =  o ,      £S4-D>î4-C;+i=o, 

desquelles  on  lire 


Digitized  by 


Google 


(49) 


(90 

(BC-D*)G^DE-CF)B^(FD-BE)t 
^~  JBC-JD^-BE^-CF^'^2D3F       l* 

'  _         (DE-CF)G+{CJ''E')H+iEF^AD)I 
**""  ABC-AD^-BÊ^'CF^-^^DE^F         ' 

_         {FD-SE)G  +  {EF'ÀD)H+(JB'F^)I 
^~  JBC-JD»-£E^''CF^''2DEF 


Alorft  la  ^lUUdUfé 

(5o)  A  =  ^fi^  — ^D^  —  D^*  — rF*  +  a/)^ir 

diffSre  kiécessaifement  d6  tévo.  Réciproquement,  lorsque  cette  quantité  difli^re  de  Eéro  / 
les  valeurs  de  i  ,  yi ,  K  tirées  des  formules  (49)  sont  finies  et  déterminées  »  et»  en  sub- 
stituant ces  valeurs  dans  la  formule  (3) ,  on  obtient  les  équations  d'une  droite  qui  ne 
peut  rencontrer  la  surface  (1)  sans  avoir  avec  elle  deux  points  communs  situés  à  égales 
dbtancesdu  point  (S«  »»  ()•  Donc  alors  toute  droite  menée  par  le  point  (S,  «i»  C) 
est  un  diamètre ,  et  ce  point  un  centre  unique  de  ^  aur&ce.  On  arriverait  à  la  même 
conclusion»  en  observant  que  la  quantité  — ^  est  précisément  le  dernier  terme  da 
premier  membre  de  Féquation  (9)  »  dans  cette  équation  développée  et  mise  sous  la  forme 

(5i)     «'  — (.<  +  jff+C*)#>  +  (5<7  +  C^4-^5  — Z)*  — £:•  — F*)*  — A  =  o, 

Donc /si  A  diffère  de  zéro ,  Téquation  (g)  n'aura  pas  de  racines  nulles.  Donc  alors 
à  chaque  direction  principale  correspondra  un  seul  plan  principal  représenté  par  la  for- 
mule (10);  et»  comme  il  existe  toujours  au  moins  trois  directions  principales  respecti- 
vement perpendiculaires  Tune  à  Taulre  [voyez  la  page  i3] ,  la  surface  (1)  offrira  néces- 
sairement au  moioft  un  système -de  troia  plans  pÔQcipaux  q^i  ae  MtipciroBt  à  angles  droits» 
mais  elle  n'offrira  point  de  plans  principajjx  parallèles.  Donc  cette  surface  sera  du  nonir 
bre  de  celles  que  nous  avons  signalées  cAïime  ayant  un  centre  unique.  De  plus ,  si  Ton 
désigne  par  k  la  valeur  de  u  correspondante  aux  valeurs  de  S  »  >i ,  C  que  déter- 
minent les  formules  (48) ,  on  trouvera 

(5a)  i:==y^5«+B>î»+Cç»+aI)nÇ+a£«+!)i^*î+aGÇ+air*î+a/ç  =  eç+H>j+/ç, 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 
n^.  ^  _  {D*^C)G-^E^^CJ)B*HF*'jiB)I*'2{EP'JD)HIMfD'BE)IG'2iDE'CF)GB^ 
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(  9«  ) 
et,  si  le  diamètre  représenté  par  Téqualion  (s)  rencontre  la  surface  (i)  »  la  longueur  in- 
terceptée par  cette  surface  sur  le  même  diamètre  sera  égale  au  double  de  la  longueur 
r     déterminée  par  Téqualion 


(.4,  ,-(ii). 


que  Ton  déduit  de  la  formule  (4)  en  prenant    u  =  A  • 

Concevons  à  présent  que»  dans  la  formule  (54)  »  on  substitue  successiTement  pour  $ 
les  trois  racines  de  Téquation  (g).  Les  valeurs  correspondantes  de  r  seront  toutes  trois 
réelles ,  ou  Tune  imaginaire  et  les  deux  autres  réelles,  ou  l'une  réelle  et  les  deux  autres 
imaginaires,  suivant  que  la  surface  (i)  sera  rencontrée  par  ses  trois  axes  principaux  »  ou 
par  deux  de  ces  axes»  ou  par  un  seul  d'entre  eux»  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  sui- 
vant que  la  surface  (i)  sera  un  ellipsoïde  »  ou  un  hyperboloîde  à  une  nappe,  on  un  hy- 
perboloîde  à  deux  nappes.  Donc»  si  l'on  fait  pour  abréger 

(55)  iî  =  ,.=.iL±, 

les.  trois  ▼aleun  de  R,  déterminJcH  par  les  formates  (5i)  et  (55),  od,  en  d'autres 
termes ,  les  trois  raomes  de  l'ëquation 

seront  positives  dans  la  première  hypothèse.  Donc  cette  équation  (en  vertu  de  la  règle 
de  Descartes ^)  ofiirira  trois  variations  de  signe,  et  les  trois  produits 

i(/C-A)(^  +  5  +  C), 
(i:-Ar)(^  +  iB  +  C)(iBC  +  C^+^iB  — /)•  —  £•  — F«), 
(/C  — A)(^(7+C^  +  ^iï  — Z)«  — jE*~F*)a 

seront  positifs.  Au  contraire  »  dans  la  seconde  hypothèse ,  deux  valeurs  de  B  étant 
positives  et  la  troisième  négative»  l'équation  (56)  offrira  deux  variations  et  une  permanence 
désigne;  par  conséquent  deux  des  produits  (57)  seront  positifs,  et  le  troisième  négatif. 
Enfin  »  dans  la  dernière  hypothèse  »  deux  valeurs  de  R  étant  négatives  et  la  troisième 
positive,  un  seul  des  produits  (57)  sera  positif,  et  les  deux  autres  seront  négatib.  Si 


*  Cette  application  de  la  règle  de  Descartev  à  la  diacotiioD  des  rarfacet  du  second  degré  a  été  doni^ée  pour  la 
première  (bis  par  M.  Petit  [▼.  le  tome  1  de  la  Correspondance  9ur  l'Ecole  Polytechniqac,  publiée  par  M.  Hackette]. 
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(65)  *.: 


(66)  *s  = 


E^-CA 
AH*-%FGH^BG* 


Observons  encore  que  »  K  —  A  et  A  étant  positif  es  »  les  trois  racines  de  l'équation  (5 1 
et  par  suite  de  l'équation  (56) ,  seront  ou  ne  seront  pas  des  quantités  de  même  signe 
suivant  que  les  deux  conditions 

(67)  BC^CA'^AB  —  D^  —  E^  —  F^>o,        {A  +  B'^C)^>o, 

seront  ou  ne  seront  pas  satisfaites.  Dans  le  premier  cas,  l'équation  (1)  représentera  u 
ellipsoïde,  ou  ne  représentera  rien.  Dans  le  second  cas,  la  surface  (1)  sert  un  hypei 
boloide  à  ane  nappe  ou  à  deux  nappes  »  el  par  conséquent  cette  surfitoe  s'éteodra  îadifio 
ment ,  soit  dans  le  sens  des  coordonnées  positives»  soit  dans  lesenê  des  «oordonnées  1» 

gatives. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  l'on  a  généralement 

(    A\  =  {CA^E^){AB^F^)  —  (AD^EFy. 

(68)  j     5  a  =  {AS  —  F»)  [BC  ^D^)^(BE^  FDy , 
\     Cii  =  (BC^D*){CA^E*)^{CF^DE)% 

et  qu'en  conséquejice  U  seoeade  dtos^  eondHiolw  (67)  peut  s'iécri^  ùomne  il  suit: 

(  {CA-E^){AB-F^)  +  {AB^P-){B€  -  D^)  +  {B€  ^  D^{€A  ^  B^)  : 

(69)  j 

(  {AD  — ZTF)'  +  {BE^FDy  +  [CF-^^DEy. 

Les  règles  que  nous  venons  d'établir  s'étendent  «a  cas  même  où,  les  quantités  A  < 
K— «A:  étant  différentes  de  zéro,  chacune  des  équations  (5i),  (56)  offrirait  deux  c 
trois  racines  égales.  Seulement  alors  l'ellipsoïde  et  l'hyperboloïde  à  une  ou  à  deux  napp( 
se  réduiraient  à  des  surfaces  de  révolution ,  ou  même  à  une  sphère  [voyez  les  pages  s 
el  21].  Ajoutons  que  l'équation  (âi)  offrira  deux  racines  égales,  si  l'on  a| 
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(70)  A _=/»_-_  =  c — , 

[voyez  la  page  1 1]  »  et  trois  racines  égales  »  si  1  on  a 

(71)  A  =  B  =  C,  D  =  E  =  F  =  o, 

Si ,    A    n'étant  pas  nulle,  la  différence    K-^k    s'éranouissait ,  en  sorte  qu'on  eût  à 
la  fois 

(7î»)  A'>o,  K  =  ^, 

la  formule  (5â)  donnerait 

et  par  conséquent  Téquation  (1),  étant  vérifiée  par  les  valeurs  de  ?,»»,?  tirées  des 
formules  (4g)  »  ne  pourrait  représenter  qu'une  surface  dont  le  centre  serait  unique  et 
situé  sur' cette  même  surface.  Donc  la  surface  (1)  serait  nécessairement  un  cône  qui 
aurait  pour  sommet  le  point  (Ç»  >}»  0  '  et  qui  pourrait  se  réduire  à  ce  point.  Dans  la 
même  hypothèse»  il  suffirait  d'attribuer  à  plusieurs  ou  même  à  une  seule  des  quantités 
A^BpC^DpEfF^G^Htl  des  accroissements  infiniment  petits,  pour  trans- 
former l'équation  (1)  en  une  équation  du  même  genre,  dont  les  coefGcients  ne  vérifie- 
raient plus  la  seconde  des  conditions  (7a) ,  et  par  conséquent  en  une  équation  propre  à 
représenter  un  ellipsoïde  réel  ou  imaginaire ,  ou  un  byperboloïde.  Alors  l'ordonnée  de 
la  sur&ce  conique  ou  la  valeur  de  z  tirée  de  l'équation  (i)  pourrait  être  considérée 
comme  la  limite  vers  laquelle  convergerait  la  valeur  de  z  tirée  de  la  nouvelle  équa- 
tion. D'ailleurs  la  seconde  valeur  de  z  représentera  l'ordonnée  d'un  ellipsoïde  ima- 
ginaire 00  d'un  ellipsoïde  réel,  mais  dont  les  axes  seront  infiniment  petits,  et  deviendra 
par  conséquent  imaginaire  pour  toutes  les  valeurs  de  x  ^  y  qui  ne  seront  pas  sensi- 
blement égales  aux  coordonnées  S  ,  4  du  centre  de  l'ellipsoïde,  si  les  conditions  (67) 
sont  vérifiées;  tandis  que,  dans  le  cas  contraire,  elle  représentera  l'ordonnée  d*un 
hyperholoïde ,  et  ne  cessera  jamais  d*être  réelle.  Donc  la  limite  vers  laquelle  convergera 
cette  seconde  valeur  de  z  ,  ou  Tordonnée  de  la  surface  (1)  sera  elle-même,  pour  des 
valeurs  de  ce  et  de  j^  distinctes  de  Ç  et  de  ^ ,  toujours  réelle  ou  toujours 
imaginaire,  suivant  que  les  conditions  (67)  seront  ou  ne  seront  pas  satisfaites;  et  la 
surface  conique ,  constamment  réelle  dans  le  second  cas,  se  réduira»  dans  le  premier 
cas,  à  un  point  unique. 

GoBcevons'à  présent  que  la  condition 
b4)  A  =  o 
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soit  satisfaite.  L'équation  (9)  offrira  une  racine  nulle ,  et  n'en  oflrira  qu'une  de  eel 
espèce,  si  l'on  n*a  pas  en  même  temps  [voyez  la  page  18] 

(75)  ^=-D-'     ^=-£-'     ^=-r- 

Alors  aax  deux  autres  racines  de  Téquation  (9) ,  8uivaii|  qu'elles  seront  égales  ou  in 
gales ,  correspondront  deux  directions  principales  ou  une  infinité  de  directions  prini 
pales  parallèles  k  une  même  droite.  Quant  à  la  racine  nulle  »  elle  ne  fournira  auci 
plan  principal^  si  les  angles  a  »  P  »  7  »  que  la  direction  principale  correspondante  fon 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  ne  vérifient  pas  la  condition  (iS);  tanc 
que ,  dans  le  cas  contraire  ,  tous  les  plans  perpendiculaires  à  la  direction  dont  il  s'aj 
seront  encore  des  plans  principaux.  Enfin  »  si  Téquation  (9)  a  deux  racines  nulles ,  01 
en  d'autres  termes»  si  les  conditions  (76)  sont  vérifiées»  la  troisième  racine  de  l*équ 
tion  (9)  fournira  un  plan  principal  dont  la  position  sera  complètement  déterminée.  Da 
le  même  cas,  si  les  équations  (16)  et  (17)  sont  distinctes  Tune  de  l'autre»  les  racin 
nulles  fourniront  une  infinité  de  plans  principaux  perpendiculaires  à  la  droite  représent 
par  ces  équations;  mais»  si  les  équations  (16)  et  (17)  se  réduisent  è  une  seule,  elles  r 
présenteront  un  plan  unique  »  et  tous  les  plans  qui  lui  seront  perpendiculaires  sero 
autant  de  plans  principaux.  Il  suit  évidemment  de  ces  diverses  remarques  que  les  su 
faces  qui  pourront  être  représentées  par  l'équation  (1)»  dans  le  cas  où  la  conditii 
(74)  se  trouvera  satisfaite  »  seront  nécessairement  un  paraboloide  elliptique  ou  hyperb 
lique  »  si  l'équation  (9)  offre  une  racine  nulle  correspondante  à  des  angles  a  »  p  »  7  q 
ne  vérifient  pas  la  condition  (i3) ,  et  deux  autres  racines  inégales;  un  paraboloide  < 
révolution  »  si  l'équation  (9)  offre  une  racine  nulle  correspondante  &  des  angles  qui  i 
vérifient  pas  la  condition  (i3),  et  deux  autres  racines  égales  entre  elles;  un  cylind 
elliptique  ou  hyperbolique»  qui  pourra  devenir  un  cylindre  droit  à  base  circulaire»  ou 
réduire  à  un  système  de  deux  plans  non  parallèles  »  si  l'équation  (9)  offre  une  raci 
nulle  correspondante  à  des  angles  qui  vérifient  la  condition  (i3)  »  et  deux  autres  racin 
inégales  ou  égales;  un  cylindre  parabolique»  si  l'équation  (9)  offre  deux  racines  mill 
déterminées,  et  si,  en  même  temps»  les  équations  (16) ,  (17)  sont  distinctes  Tune* 
l'autre;  enfin  un  système  de  deux  plans  parallèles  »  si  l'équation  (9)  offre  deux  racin 
nulles»  et  si»  en  même  temps»  les  formules  (16)»  (17)  se  réduisent  à  une  seule.  Pan 
ces  surfaces»  les  seules  qui  ne  soient  pas  dépourvues  de  centre  seront  le  cylindre  elli] 
tique  ou  hyperbolique  »  et  le  système  de  deux  plans  parallèles  ou  non  parallèles;  c'es 
à-dire»  les  surfaces  qu'on  obtiendra  lorsque  l'équation  (9)  ayant  une  racine  nulle»  1 
valeurs  correspondantes  de  a  »  p  »  .7  vérifieront  la  formule  (i3)  »  ou  lorsque»  l'équ 
tion  (9)  ayant  deux  racines  nulles ,  les  diverses  valeurs  de  a  »  p  »  7  correspondant 
Il  ces  racines»  c'est-à-dire»  les  diverses  valeurs  propres  à  vérifier  les  formules  (7)  et  (1 
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(  97  ) 
rendront  identique  Téquation  (i3).  Il  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  directement  que» 
dans  le  cas  où  toutes  les  valeurs  de  a  »  ^  »  7 ,  déduites  des  formules  (8)  à  l'aide  de 
la  supposition  «==0,  vérifient  encore  la  formule  (i3)»  la  surface  représentée  par 
réquation  (1)  offre  une  infinité  de  centres  situés  sur  un  axe  ou  sur  un  plan  parallèle  au 
plan  que  représente  l'équation  (17).  En  efiet»  supposons  d'abord  que»  parmi  les  trois 
équations 

(76)  *  Acosa+Fco$P'^Ecosy=:Of  Fcosai>BcosP'¥Dcosy=zOj  £oosa+Dco8p+Ccos7=o, 

il  7  en  ait  deux»  par  exemple ,  les  deux  premières  »  qui  soient  distinctes  l'une  de  l'autre  ; 
on  aura  nécessairement 

(77)  (^S-F«)»>o. 
Car ,  si  la  condition 

(78)  AB  —  F*  =  o 

M  trouvait  remplie ,  en  désignant  par    p    la  valeur  commune  des  deux  rapports 

F  B 

A   '         T' 

on  tirerait  des  deux  premières  équations  (7O) 

(79) 

(80) 

et,  pour  que  les  râleurs  de  cosa ,  cos^ ,  cos^ ,  déterminées  par  les  formules  (79)  ou 
(80) ,  fassent  propres  à  yérifler  la  troisième  des  équations  (76) ,  il  faudrait  que  l'on  eût 

ejicore     —  =:p,     et  par  suite 

Mail  alors  les  deux  premières  des  équations  (76)  cesseraient  d'être ,  comme  on  l'a  supposé  • 
distinctes  l'une  de  l'autre.  De  plus  »  la  condition  (78)  n'étant  pas  remplie  »  on  tirera  des 
deux  premières  équations  (76) ,  combinées  avec  la  formule  (7) ,  des  valeurs  déterminées 
de    cosa  ,  cos^  »  C0S7  ,    savoir  celles  que  fournira  la  formule 

lUo^ANNàB.  iS 


cosa -|-p  cosp  =  0  , 

CO87  =  0  9 

cosa  cosp   COS7 

p               -1                0 

-=*=   VTTP 
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cosa  cosp  co«7     


-:t 


EF-4D~  JB'F*  ^  {/^[{FD-BEy  +  iEF-JOyi-iÀB-F^y 

dans  laquelle  le  radical  aura  une  valeur  différente  de  zéro.  Or»  pour  que  ces  Talents 
satisfassent  non-seulement  à  la  troisième  des  équations  (76),  mais  encore  à  Téquation  (i3), 
il  sera  nécessaire  que  les  coefficients  A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E ,  F  ^  G  ,  H  ,  I  yérifieni 
non-seulement  la  condition 

(85)  E{FD^BE)  ^D[EF^AD)  +  C{AB  —  F*)  =  o, 
qui  n'est  autre  que  la  formule  (74)  »  mais  encore  la  suivante 

(84)  G{FD'^BE)J^H{EF^AD)  +  I{AB-^F*)  =  o. 

Gela  posé»  il  est  clair  que»  dans  Thypothëse  admise,  les  deux  premières  des  équations 
(48)  fourniront  des  valeurs  finies  et  déterminées  des  deux  inconnues  $  ,  «i ,  exprimées 
en  fonction  de    n ,    savoir  » 

/fti;\  FD-BE  ^  ,     FH-BG  EF-AD   ^  ,     FG-AH 

^^^^  ^—   AB-F-    ^"•"    AB-F-    '  ""^   AB^F-    ^"•"    AB-F-    ' 

et  que  ces  valeurs ,  substituées  dans  la  troisième  des  équations  (48),  la  vérifieront  quelle 
que  soit  (.  Donc  alors  il  existera  une  droite  unique  et  déterminée»  dont  les  coor- 
données i  p  n  M  i  satisferont  aux  trois  équations  (48)  ;  d'oii  il  résulte  qu'elle  sera 
comprise  dans  les  divers  plans  diamétraux  représentés  par  la  formule  (5)  »  ainsi  que  dans 
les  plans  principaux  correspondants  à  celles  des  racines  de  l'équation  (9)  qui  difl^reront 
de  zéro.  Ajoutons  1  .^  que  la  même  droite  sera  perpendiculaire  en  chacun  de  ses  points 
à  l'un  des  plans  principaux  et  parallèles  entre  eux  qui  correspondront  à  la  racine  nulle 
de  l'équation  (9)  ;  s.^  que  les  plans  principaux  qui  passeront  par  cette  droite»  réduits  à 
deux  plans  déterminés»  si  l'équation  (9)  n'a  pas  de  racines  égales»  et  pris  deux  à  deux 
dans  le  cas  contraire,  seront  perpendiculaires  l'un  à  Taulrc.  Donc  chaque  point  de  la 
droite  dont  il  s'agit»  étant  le  point  d'intersection  de  trois  plans  principaux  et  rectangu- 
laires» sera  un  centre  do  la  surface  représentée  par  l'équation  (i). 

Supposons  maintenant  que  chacune  des  équations  (76)  se  confonde  avec  les  deux 
autres»  et  que  toutes  les  valeurs  de  cosa»  cos^  »  cosy  propres  à  vérifier  Tune 
d'entre  elles  avec  la  formule  (7)  vérifient  encore  l'équation  (i3).  On  aura  nécessai- 
rement 

(86)  A:F:E:G::F:B:D:H::E:D:C:1; 
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el  par  suite  les  trois  équations  (48)  se  réduiront  à  une  seule  qui  représentera  un  pian 
déterminé»  arec  lajfOdl  colaeideront  tous  it»  pkrns  dlamétraui  rteprésentéd  par  la  for- 
mule (5).  De  pIoBy  ce  plan  étant  parallèle  à  celui  que  détermiae  la  formule  (16)  ou 
(17)»  et  par  conséquent  à  toutes  les  directions  principales  correspondantes  aux  deux 
racines  nulles  de  Téquation  (g)  »  coupera  certainement  à  angles  droits  la  direction  prin- 
cipale correspondante  à  la  troisième  racine»  et  sera  un  plan  principal.  Enfin»  comme 
tous  les  plans  qui  seront  perpendiculaires  à  celui-ci  couperont  à  angles  droits  des  direc- 
tions principales  correspondantes  aux  racines  nulles,  ils  seront  encore  des  plans  princi- 
paux. Cela  posé»  il  est  clair  que  tout  point  du  plan  représenté  par  Tune  des  équations 
(48)  sera  le  point  d'intersection  de  trois  plans  principaux  perpendiculaires  l'un  à  l'autre  » 
et  par  suite  un  centre  de  la  surface  (i). 

Il  importe  d*obser?er  que»  dans  tous  les  cas  ob  la  surface  (1)  offrira  une  infinité  de 
centres»  ks  coordonnées  de  ces  divers  centres»  étant  substituées  dans  l'équation  (Ss) , 
fourniront  une  valeur  unique  de  la  constante  k*  En  effet,  supposons  d^abord  que» 
deux  des  équations  (76)  »  par  exemple  »  les  deux  premières  étant  distinctes  l'une  de 
l'autre ,  on  en  déduise  des  valeurs  de  cosa  »  cosp  »  CO87  propres  à  vérifier  la  formule 
(i3).  Alors  la  condition  (77)  sera  remplie»  c'est-à-dire»  que  AB-^F^  différera  de 
zéro;  puis»  en  combinant  l'équation  (5s)  avec  les  formules  (85)»  et  ayant  égard  à  la 
condition  (84) ,  on  trouvera  »  quelle  que  soit  "^  (  » 

^_   jiH^-2FGH+BG^ 

En  d'autres  termes  »  on  aura 

k  =  h. 

la  valeur  de  hi  étant  celle  que  détermine  la  formule  (66).  On  trouverait  de  même» 
en  supposant  la  troisième  des  équations  (76)  distincte  de  la  première  ou  de  la  seconde  » 

A  =  /f, ,         ou         k=:kt , 

Donc»  si»  la  surface  (1)  ayant  une  infinité  de  centres  »  les  équations  (76)  ne  se  réduisent 
pas  à  une  seule»  la  formule  (52)  donnera  généralement 

(87)  k=:k^  =  k^  =  k^, 

les  valeurs  de  /r,  »  k^ ,  A3  étant  celles  que  déterminent  les  équations  (64)  »  (65)  »  (66). 
On  auca   donc  nécessairement»  dans  celte  hypothèse»  l'équation  de  condition 

(88)  *,=*.=.  As, 
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ou 

BI*''2DHI'¥CH*  C0^'%EIG-AI^  AB^-^GB-i-BG' 


(*9)  D*'BC  E^-CJ  ~  F-^AB 

Seulement,  si  Tune  des  différences 

(90)  BC^D\        CA^E\        AB^F* 

Tenait  à  s*évanouir»  l'une  des  quantités    A:, ,  A, .  k^    se  présenterait  sous  la  forme  —  • 

o 

Supposons»  en  second  lieu ,  les  équations  (76)  réduites  &  une  seule  qui  s'accorde  arec 
l'équation  (i3).  Les  conditions  (86)  seront  yérifiée»»  et  la  surface  (1)  ne  pourra  être 
qu'un  système  de  deux  plans  parallèles  à  un  troisième  plan  qui ,  étant  le  lieu  des  centres, 
sera  représenté  par  chacune  des  équations  (48).  Or  on  tirera  de  ces  dernières  équations, 
en  ayant  égard  aux  conditions  (86) , 

G%  ff%  /a 

(9.)  cç  +  ^„  +  /ç  =  _^=_:».=_^, 

et  par  suite  la  formule  (9s)  donnera 

G*  B*  /» 


(92)  k  =  . 


B    ~        C    ' 


quelles  que  soient  les  coordonnées  Ç  9  n  »  qui  pourront  rester  arbitraires.  Alors  aussi 
les  coefficients  A,  B^  C,  Z>,  E,  F,  G,  H,  I  yérifieront  nécessairement  l'é- 
quation de  condition 

G*  B^  /« 

(93)  — ="-B-=—- 

Lorsque  la  surface  (1)  représente  un  cylindre  elliptique  réduit  h  ses  axes,  ou  un  cy- 
lindre hyperbolique  réduit  au  système  de  deux  plans  qui  se  coupent ,  ou  un  système  de 
deux  plans  parallèles  réduits  à  un  seul  plan ,  les  valeurs  de  Ç  ,  ^  ,  (  propres  à  yérifier 
les  formules  (48)  satisfont  nécessairement  à  l'équation  (1) ,  et  par  suite  la  valeur  de  k^ 
déterminée  par  la  formule  (87)  ou  (92),  vérifie  la  seconde  des  conditions  (79). 

Observons  encore  que,  si,  la  quantité  à  étant  nulle,  la  surface  (1)  est  dépourvue 
de  centres ,  cette  surface  sera  toujours  réelle.  En  effet ,  supposons  d'abord  qu^une  seule 
des  racines  de  l'équation  (9)  s'évanouisse,  et  que  les  valeurs  correspondantes  de  cota, 
cos^  »  COS7,  déterminées  par  les  formuljss  (76),  ne  vérifient  pas  l'équation  (i3).  Si, 
par  un  point  (S,  «i,  ()  choisi  arbitrairement ,  on  mène  une  droite  qui ,  prolong;ée  dans 
un  certain  sens ,  forme  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  les  angles     « ,  ^ ,  7  » 
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(  »oi  ) 
ni,  si  Ton  nomme    r    la  dUtance  mesurée  sur  cette  droite  depuis  le  point     (£,«)*() 
jusqu'à  un  point  quelconque    {x^y^  z)  ^    on  aura 

(94)  ^dL:=IlJL^JzL^±r; 

ces  a  cosp  COS7 

le  signe  -f-  ou  —  deyant  être  adopté ,  suivant  que  la  distance  r  sera  comptée 
dans  un  sens  ou  dans  un  autre.  D'ailleurs,  si  l'on  substitue  dans  l'équation  (1)  les  valeurs 
de  X ,  jr,  z,  tirées  de  la  formule  (94]  »  et  si  Ton  observe  que ,  dans  le  cas  présent  » 
la  valeur  de  s  déterminée  par  la  première  des  formules  (3)  se  réduit  à  zéro»  on  trouvera, 
en  ayant  égard  aux  équations  (76)  et  à  la  seconde  des  équations  (3) , 

(95)  =h  r(Gcosa  4-  H  cosp  +  Icosy)  +  ic  =  iSC  , 
ou ,  ce  qui  revient  au  même  » 

(96)  r  =  ±.  ^-" 


Gcosa+ffcosp+/cos7 


Or  il  est  clair  que,  dans  l'hypothèse  admise,  la  formule  (96)  fournira  une  valeur  réelle 
finie  et  positive  de  r  ,  pourvu  que  l'on  dispose  du  double  signe  de  manière  à  rendre 
le  second  membre  positif,  c'est-à-dire,  pourvu  que  Ton  prolonge  dans  un  sens  conve-^ 
nable  la  droite  menée  par  le  point  (£,)),()•  Donc  cette  droite  rencontrera  toujours 
la  surface  (1) ,  qui  sera  nécessairement  réelle.  Nous  savons  d'ailleurs  que  cette  surface 
ne  pourra  être  qu'un  paraboloïde  elliptique  ou  hyperbolique. 

Supposons  en  second  lieu  que  deux  racines  de  l'équation  (9)  s'évanouissent,  mais  que 
les  divers  systèmes  de  valeurs  de  cosa  ,  cosp  ,  COS7  ,  qui  correspondent  alors  à  ces 
deux  racines,  et  qui  sont  en  nombre  infini,  ne  vérifient  pas  tous  l'équation  (i3).  Si  Ton 
emploie  un  de  ces  systèmes ,  la  droite  que  détermine  la  formule  (94) ,  rencontrera  encore 
la  surface  (1)  à  une  distance  finie  du  point  (S  »  1 ,  () ,  toutes  les  fois  que  l'équation  (1 3) 
ne  sera  pas  vérifiée.  Donc  la  surface  (1)  sera  réelle.  Nous  savons  d'ailleurs  qu'elle  ne 
pourra  être  qu'un  cylindre  parabolique. 

Faisons  voir  maintenant  comment  on  peut,  en  partant  de  Téquation  (1) ,  distinguer  le 
paraboloïde  elliptique  du  paraboloïde  hyperbolique ,  le  cylindre  elliptique  réel  ou  ima- 
pnaire,  ou  réduit  à  son  axe,  du  cylindre  hyperbolique  ou  de  deux  plans  qui  se  coupent, 
enfin  le  système  de  deux  plans  parallèles  et  réels  ou  un  seul  plan  réel  du  système  de 
deux  plans  imaginaires.  Pour  y  parvenir,  il  suffira  de  substituer  à  Téquation  (1)  une 
autre  équation  du  même  genre ,  savoir,  celle  qu'on  obtient  quand  on  attribue  aux  coef- 
ficienis  A^B^C^D^E^Ff  ou  à  l'un  d'eux  seulement ,  un  accroissement  infi- 
niment petit ,  de  manière  que  la  quantité      A     cesse  d'être  nulle ,  et  que  la  quantité 
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K  —  k  diffère  de  zéro.  Alors  la  surface  (i)  se  trouvera  trtûsibrinée  eo  me  autre  que 
nous  nommerons  surface  auxiliaire,  et  qui,  offrant  un  centre  unique»  ne  pourra  être 
qu'un  ellipsoïde  rééi  ou  imaginaire,  un  byperboloïde à  une  nappe,  ou  un  hyperboloîde à 
deux  nappes.  Or  il  est  clair  i  .*  que  la  valeur  de  z  en  x  et  jr,  fournie  par  l'équation 
de  la  surface  auxiliaire,  aura  pour  limite  la  valeur  de  z  fournie  par  Téqualion  (i); 
s.*  que  les -trois  valeurs  de  s  relatives  aux  axes  principaux  de  la  surface  auxiliaire 
auront  pour  limites  Fes  trois  racines  de  Téquation  (5i)^  et  qu'en  consëqueûce  une  ou 
deux  de  ces  valeurs  seront  infiniment  petites  suivant  que  l'équation  (5i)  offrira  une  ou 
deux  racines  nulles,  tandis  que  les  deux  autres  valeurs  ou  du  moins  là  deriûère  se 
réduiront  sensiblement  aux  deux  racines  de  l'équation 

ou  à  la  racine  unique  de  la  suivante 

(98)  s—{A  +  B  +  C)  =  o; 

3.*  que  les  longueurs  interceptées  par  la  surface  auxiliaire  sur  ses  axes  principaux,  et 
correspondantes  à  des  valeurs  finies  de  s  y  auront  pour  limiles  les  valeurs  réelles  et 
finies  de  ay/lT,  auxquelles  on  parviendra  en  combinant  la  formule  (54)  avec  Té- 
quation  (97)  ou  (98);  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  que  les  axes  réels  de  la  surûica 
auxiliaire  qui  correspondront  à  des  valeurs  finies  de  s  ,  auront  pour  limites  les  valeurs 
réelles  de     2\/7     déterminées  par  la  formule 

(99)  (BC+C^+^B— D«— £»  — f')«'  — U  +  fi  +  C)(K— A:)/l  +  (i£  — A)»  =  o, 

ou  par  la  suivante 

(100)  (^A  +  B+  C)H—[K  —  k)  =0. 

Donc,  si  la  surface  (1)  offre  une  infinité  de  centres  situés  sur  un  même  axe  ou  snr  un 
même  plan ,  les  valeurs  réelles  et  positives  de  2  {/r*  tirées  de  l'équation  (99)  ou  (100) 
exprimeront  précisément  les  axes  réels  ou  l'axe  réel  de  la  section  faite  dans  la  surface  (1) 
devenue  cylindrique  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres ,  ou  la  distance 
des  plans  parallèles  dont  le  système  sera  représenté  par  l'équation  ("i).  Remarquons 
d'ailleurs  que  l'équation  (99)  admettra  deux  racines  positives,  ou  en  aura  une  seule # 
ou  n'en  aura  aucune,  suivant  que  les  premières  des  deux  expressions  (57)  seront  toutes 
les  deux  positives,  ou  l'une  positive,  l'autre  négative,  ou  toutes  les  deux  négatives ^  et 
qu'en  conséquence,  si  la  surface  (1)  est  cylindrique,  la  section  faite  par  un  planperpen* 
diculaire  à  la  ligne  des  centres  se  réduira  ou  non  à  une  hyperbole,  suivant  que  le  produit 
de  ces  expressions ,  qui  pourra  être  remplacé  par  le  polynôme  . 
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(loi)  BC-^CA  +  AB-^D'-^E'  —  F', 

sera  lui-même  positif  ou  négatif.  Observons  enfin  que,  si  la  quantité  a  étant  nulle, 
la  surface  (i)  reste  dépourvue  .de  centres»  cette  surface  ne  pourra  être  qu'un  parabo-- 
iolde  dont  l'axe  principal  correspondra  toujours  à  la  racine  nulle  de  Téquation  (5i), 
et  qu'elle  sera  en  effet  un  paraboloîde  hyperbolique  ou  elliptique ,  suivant  que  la  section 
faite  dans  la  surface  auxiliaire  par  le  plan  principal  perpendiculaire  à  Taxe  du  parabo-* 
loïde  sera  ou  ne  sera  pas  une  hyperbole ,  c'est-à-dire ,  en  d'autres  termes ,  suivant  que 
les  deux  racines  de  Téquation  (97)  seront  dé  signes  contraires  ou  de  même  signe.  Gela 
posé,  l'équation  (1)  représentera  évidemment  un  paraboloîde  elliptique,  si  l'équation  (5i) 
offre  une  seule  racine  nulle  correspondante  à  des  valeurs  de  a  ,  ^  ,  7  qui  ne  vérifient 
pas  la  formule  (i3),  et,  si  en  même  temps  le  dernier  terme  de  l'équation  (97)  ou  le 
polynôme  (101)  est  positif;  un  paraboloîde  hyperbolique,  si  l'équation  (5i)  offre  une 
racine  nulle  correspondante  à  des  valeurs  de  a  ,  ^  ,  7  qui  ne  vérifient  pas  la  formule 
(i3),  et,  si  en  même  temps  le  polynôme  (101)  est  négatif;  un  cylindre  elliptique ,  ou 
hyperbolique,  ou  imaginaire,  si  l'équation  (5i)  offre  une  seule  racine  nulle  corres- 
pondante à  des  valeurs  de  «»  P»  7  qui  vérifient  la  formule  (i3),  savoir,  un  cy- 
lindre elliptique,  si  les  deux  premiers  des  produits  (£7)  sont  positifs,  un  cylindre 
hyperbolique,  s'ils  sont  l'un  positif,  l'autre  négatif,  et  un  cylindre  imaginaire,  s'ils 
sont  tous  deux  négatifs;  un  cylindre  parabolique,  si  l'équation  (5i)  offre  deux  racines 
nulles  correspondantes  à  des  valeurs  de  a ,  ^ ,  7  qui  ne  vérifient  pas  cons- 
tamment la  formule  (i3);  enfin  deux  plans  parallèles,  si  l'équation  (5i)  offre  deux 
racines  nulles  correspondantes  à  une  infinité  de  systèmes  do  valeurs  de  a ,  |3 ,  7  qui 
tous  vérifient  la  formule  (i3).  Ajoutons  1.*  que  le  cylindre  elliptique  se  transformerait 
en  un  cylindre  à  base  circulaire,  si ,  dans  l'équation  (5i) ,  les  deux  racines  différentes  de 
zéro  devenaient  égales  entre  elles;  2.*  que  le  cylindre  elliptique  ou  hyperbolique  se 
trouvera  réduit  à  une  droite  ou  au  système  de  deux  plans  non  parallèles ,  si  la  valeur  de 
k  déterminée  par  la  formule  (87)  vérifie  la  seconde  des  équations  (73) ,  savoir,  à  une 
droite,  si  le  polynôme  (101)  est  positif,  et  au  système  de  deux  plans  parallèles,  si  le 
même  polynôme  est  négatif;  3.^  que  les  deux  plans  parallèles  se  réduiront  à  un  seul ,  si 
la  valeur  de  k  déterminée  par  la  formule  (92)  devient  égale  à  K  ,  et  disparaîtront 
si  la  valeur  de  B  déterminée  par  la  formule  (100)  devient  négative,  c'est-à-dire  ,  si  le 
premier  des  produits  (57)  est  négatif. 

Les  règles  que  nous  venons  de  tracer,  jointes  à  celles  qae  nous  avons  données  ci- 
dessus  pour  la  distinction  des  surfaces  qui  ont  un  centre  unique ,  suffisent  évidemment 
pour  compléter  la  solution  de  la  question  suivante. 

s.*  Problème.  Etant  donnée  une  équation  du  second  degré  entre  trois  coordonnées 
rectangulaires  x  ,  y^  z ,  déterminer  C espèce  de  la  surface  représentée  par  cette  équa* 
tion. 
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Lorsque  la  surface  (i)  esl  un  hyperboloïde  à  une  ou  à  deux  nappes,  et  que  Ton  sup- 
pose dans  la  formule  (2)  les  coordonnées  Ç  ,  19 ,  (  déterminées  par  les  formules  (48)* 
alors,  pour  rendre  la  formule  (2)  propre  à  représenter  une  asymptote  menée  k  cette 
surface  par  le  point  (S,  >i»  0  «  î'  ^^^  ^^  choisir  les  angles  ql,  p  ,  y  de  manière 
que  la  distance  r  déterminée  par  la  formule  (54)  devienne  infinie,  et  par  conséquent 
de  manière  à  vérifier  l'équation 

Cioa)  «  =  o, 

ou 

(io3)      -icos»a4-*cos»p+Ccos»7+aDco8pcos74-a£coS7COSa+aFcosacosp  =  o, 

Donc  toutes  les  asymptotes  menées  à  la  surface  (1)  par  son  centre  seront  comprises  dans 
la  surface  conique  du  second  degré  représentée  par  Téquation 

( io4)    ^(^-S)' +fi(r-'ï)'+  C(f-c)* + 2Z)(r-ii)  (*-ç) 4- a£(*-ç)  (*-?) + af («-ç)(y-«) =0, 

que  produit  l'élimination  des  angles  a  ,  p  ,  7  entre  les  formules  (s)  et  (io3).  Le  cône 
terminé  par  cette  nouvelle  surface  est  ce  qu'on  peut  appeler  le  cône  (urympiotique  de 
l'hyperboloïde  proposé.  Remarquons  d'ailleurs  qu'en  vertu  des  formules  (48)  et  (5s) 
l'équation  (io4)  pourra  être  réduite  à 

(io5)      i^a?*4-JB7»  +  C2"4-aZ)j«4-a£«a?  +  ajFa?74-aCa:  +  alïy+a/«=:*. 

Lorsque  la  surface  (1)  se  transforme  en  une  surface  conique ,  on  a  k  =  K  ,  et  la  for- 
mule (io5)  se  réduit,  comme  on  devait  s'y  allendre,  à  l'équation  (i). 

Lorsque  l'hyperboloïde  représenté  par  l'équation  (1)  a  pour  centre  l'origine  même  des 
coordonnées ,  cette  équation  derient 

(106)  /4x*  +  57*4-C«*+  ^Djz  +  2Ezx  +  2Fxy  =  K, 
(  t  l'équation  du  cône  asymptotique  se  réduit  nécessairement  à 

(107)  Ax*  -f  Bj*  +  Cz*  4-  2Dyz  +  ^Ezx+2Fxy=io  . 

S'il  arrive,  au  contraire,  que  l'hyperboloïde  n'ait  pas  l'origine  pour  centre,  l'équation 
(107)  représentera  non  plus  le  cône  asymptotique,  mais  un  cône  semblable  qui  aura 
pour  centre  l'origine  et  pour  génératrices  des  droites  parallèles  aux  génératrices  du  cône 
asymptotique. 

J^orsque  l'équation  (1)  cesse  de  représenter  un  hyperboloïde,  la  surface  (107)  peut 
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se  transformer  en  un  système  de  deux  plans  non  parallèles ,  ou  même  se  réduire  à  un 
seul  plan  »  ou  à  une  seule  droite ,  ou  à  un  seul  point.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  recon- 
naître quelles  sont  les  diverses  formes  de  la  surface  (107)  qui  correspondent  k  des  formes 
déterminées  de  la  surface  (1).  En  effet,  comme  dans  les  équations  de  ces  deux  surfaces 
les  termes  du  second  degré  offrent  les  mêmes  coefficients,  la  formule  (5i)  ne  variera 
pas  quand  on  passera  d'une  surface  h  l'autre.  Gela  posé ,  on  déduira  facilement  des  re- 
marques que  nous  avons  faites  sur  la  formule  (5i)  les  conclusions  suivantes. 

Si  l'équation  (5i)  offre  trois  racines  égales  ou  inégales,  mais  de  même  signe  er  dif- 
férentes de  xéro,  l'équation  (1)  représentera  un  ellipsoïde  réel  ou  imaginaire  qui  pourra 
se  réduire  à  une  sphère  ou  à  un  point,  et  en  même  temps  l'équation  (107)  représentera 
un  point  unique.  Si  l'équation  (5i)  offre  trois  racines  différentes  de  zéro,  et  qui  ne 
soient  pas  toutes  de  même  signe,  la  surface  (1)  sera  un  hyperboloïde  à  une  ou  à  deux 
nappes,  qui  pourra  se  réduire  à  un  cône ,  et  en  même  temps  l'équation  (107)  représentera 
une  surface  conique.  Si  l'équation  (5i)  offre  une  racine  nulle  et  deux  autres  racines  dif- 
férentes de  zéro,  mais  affectées  du  môme  signe,  la  surface  (1)  sera  un  paraboloîde  el- 
liptique, ou  un  cylindre  elliptique  qui  pourra  se  réduire  à  son  axe,  ou  devenir  imagi- 
naire, et  en  même  temps  l'équation  (107)  représentera  une  droite.  Si  l'équation  (5i) 
offre  une  racine  nulle,  avec  deux  autres  racines  différentes  de  zéro,  mais  affectées  de 
signes  contraires,  la  surface  (1)  sera  un  paraboloîde  hyperbolique,  ou  un  cylindre  hy- 
perbolique qui  pourra  se  réduire  au  système  de  deux  plans  non  parallèles ,  et  l'équation 
(107)  représentera  un  semblable  système.  Enfin,  si  l'équation  (5i)  offre  deux  racines 
nulles,  la  surface  (1)  sera  un  cylindre  parabolique  ou  un  système  de  deux  plans  paral- 
lèles qui  pourront  se  réduire  à  un  seul  ou  devenir  imaginaires,  et  l'équation  (107)  re- 
présentera un  plan  unique.  Donc ,  en  résumé ,  les  diverses  surfaces  qui  pourront  être 
représentées  par  l'équation  (107)  se  réduiront  à  un  point,  si  l'équation  (1)  représente 
un  ellipsoïde;  à  une  surface  conique  ,  si  l'équation  (1]  représente  un  hyperboloïde  ou  un 
cône.;  k  une  drçite,  si  la  surface  (1)  est  un  paraboloîde  elliptique  ou.  un  cylindre  ellip- 
tique; au  système  de  deux  plans  non  parallèles,  si  l'équation  (i)  représente  un  parabo- 
loîde hyperbolique  ou  un  cylindre  hyperbolique;  enfin  à  un  seul  plan,  si  l'équation  (1) 
représente  un  cylindre  parabolique  ou  un  système  de  deux  plans  parallèles.  Il  est  d'ail- 
leurs essentiel  de  se  rappeler  i.*  que  l'ellipsoïde  peut  se  réduire  à  une  sphère  ou  k  un 
point ,  le  cylindre  elliptique  k  une  droite ,  le  cylindre*  hyperbolique  k  deux  plans  non 
parallèles,  et  le  système  de  deux  plans  parallèles  k  un  seul;  s.*  que  l'ellipsoïde  peut 
devenir  imaginaire,  ainsi  que  le  cylindre  elliptique  et  le  système  de  deux  plans  parallèles. 
Quant  k  la  distinction  des  diverses  formes  que  peut  offrir  la  surface  (107) ,  on  peut  l'ef- 
fectaer  irèi-simplement  en  résolvant  l'équation  (107)  par  rapport  k  Tune  des  variables 
«  ,  y,  z.  Ajoutons  que,  pour  distinguer  les  unes  des  autres  les  diverses  surfaces  que 
pef^  représenter  l'équation  (1),  pour  une  forme  donnée  de  la  surface  (107)9  il  suffira 
le  plus  souvent  ide  rechercher  s'il  existe  des  points  qui  puissent  être  considérés  comme 
III.*AHRis.  14 
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centres  do  la  surface  (i),  et  si  ces  points  sont  situés  sur  la  surface.  On  y  parviendra 
sans  peine  à  Taide  dos  formules  (48)  et  ('io&)«  Ainsi  «  on  particulier ,  quand  la  surface  (i) 
offrira  un  ou  plusieurs  centres ,  les  coordonnées  de^es  mêmes  centres  seront  les  valeurs 
de  ( ,  1} ,  2;  que  détermineront  les  formules  (48),, ou»  ce  qui  revient  au  mfime  ,  les 
valeurs  des  variables  œ,  y^  z  que  fourniront  les  dérivées  de  Téquation  (i)  prises 
successivement  par  rapport  aux  trois  variables  dont  il  s'agit ,  savoir, 

(108)  Ax-hF;y'^Ez+G  =  o,    Fx  +  By+Dz  +  H  =  0 ,    Ex+ Dy-^Cz  +  l  =  0. 

De  plus,  si  Ton  substitue  ces  valeurs  de  x  ,  y^  z  dans  le  premier  membre  de  la  for- 
mule (i),  on  obtiendra  précisément  la  quantité  désignée  dans  l'équation  (io5)  par  la 
lettre  k.  Cela  posé»  il  est  clair  que,  pour  distinguer  le  parabololdo  elliptique  du 
cylindre  elliptique,  le  paraboloïdc  hyperbolique  du  cylindre  hyperbolique ,  et  le  cylindre 
parabolique  du  système  de  deux  plans  parallèles»  il  suffira  d'examiner  si  l'on  peut  salis- 
iairc  ou  non  aux  équations  (108)  par  des  valeurs  finies  de  x,  y,  z.  Remarquons 
en  outre  que  l'ellipsoïde  se  réduira  simplement  à  un  point,  l'hyperboloïdc  à  un  cône, 
le  cylindre  elliptique  à  son  axe,  et  le  système  do  deux  plans  parallèles  h  un  seul  plan»  si 
les  deux  quantités     A  et  i!^     sont  égales  entre  elles. 

Lorsque ,  pour  déterminer  l'espèce  de  la  surface  du  sece^d  degré  que  représente  une 
équation  donnée,  on  a  i^ecouru  aux  formules  que  nous  venons  d'indiquer,  c'est*à-dire, 
aux  formules  (loo)  et  (108) ,  il  ne  peut  rester  h  vaincre  d'autre  difficulté  que  celle  qui 
consiste  h  distinguer  l'ellipsoïde  réel  de  l'ellipsoïde  imaginaire,  ou  le  cylindre  elliptique 
réel  du  cylindre  imaginaire ,  ou  le  système  de  deux  plans  parallèles  et  réels  du  système 
de  deux  plans  imaginaires ,  ou  enfin  lliyperboloïdo  à  une  nappe  de  l'hyperboloide  à  deux 
nappes.  Or,  pour  effectuer  celte  distinction,  on  conMnencera  par  observer  que,  dans  le 
cas  oii  l'équation  (i)  représente  une  des  surfaces  dont  il  est  ici  question,  il  existe  un  ou 
plusieurs  points  dont  les  coordonnées  vérifient  les  formules  (108) ,  et  que,  si  l'on  trans- 
porte l'origine  en  un  quelconque  de  ces  points^  l'équation  (1)  se  trouvera  remplacée 
par  la  suivante 

(109)  Ax*  +  By*  +.  Cz*  4-  ^Dyz  +  ^Ezx  +  ^Fxy  =  j:  —  *. 

Cela  posé ,  concevons  d'abord  que  Téquation  (1)  représente  un  ellipsoïde,  ou  un  cylindre, 
ou  un  système  de  plans  parallèles.  Alors  la  section  faite  dans  la  surface  (1)  par  cfa«cuR 
dos  plans  coordonnés  ne  pouvant  être  qu'une  eUipsc  réelle  ou  imaginaire ,  ou  un  syvtème 
de  droites  parallèles ,  les  coefficients  A  9  B  ^  C  seront  des  quantité^  de  même  signe  ; 
et  la  surface  (t)  sera  réelle  ou  imaginaire,  suivant  que  les  signes  de  ces  quantités  seront 
ou  ne  seront  pas  semblabies  au  signe  de  la  différence  A  -—  ft.  Si  l'équation  (1)  repté- 
sentait  un  hyperboloide ,  «lors,  pot^r  décidier  si  cet  hyperboloîde offre  deux  nappts  dis* 
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tincles  ou  une  seule  nappe  ^  il  sullirait  de  caiculqr  1a  quanlilé  ci-dessus  désignée  par  a  , 
et  d'qcaçDÎner  91  celte  quantité  est  ou  n'est  pas  de  môme  signe  que  la  différence  K  —  k. 
Ou  pourrait  f^pssi  résoudre  celte  question  à  Toide  d'une  aiitre  mélbodks  que  iinus  indi- 
querons tout  à  l'heure.  '     .  . 

Lorsque  les  quantités  k  ^  K  diil%renl  l'une  de  l'autre,  et  que  la  surface  (1)  se 
réduit  à  un  cylindre  elli[^ii6  ou  hyperbolique ,  ou  au  système  de  deux  plans  paral- 
lèles, r^équalion  (io4]  ou  (io5)»  représente  évidemment  l'axe  diè  cylindre  elliptique, 
ou  ce  qu'on  peut  nommer  les  plans  asymptoliques  du  cylindre  hyperbolique  »  ou  enfin 
le  plan  mené  à  égale  distance  des  deux  plans  parallèles.  Si  la  surface  (1)  était  un  ellip- 
soïde, Téqualion  (io4)  ou  (io5)  représenterait  un  seul  point,  savoir,  le  centre  même  de 
l'ellipsoïde. 

Observons  encore  que  l'équation  (g) ,  qui  fournit  les  valeurs  de  s  correspondantes 
aux  axes  principaux  de  la  surface  (1) ,  est  précisément  celle  qui  résulte  de  l'élimination 
des  variables     x  ,  ^ ,  z    entre  les  formules 

(110)         Ax  +  Fy  +  Ez  =  8Ty      Fx  +  By  +  Dz:=^sjr ,       J?»-l-I)^  +  ^«  =  5« , 

et  par  conséquent  celle  qui  a  pour  racines  les  maxima  et  minima  de  la  fonction 

Ax^-^By*-{'Cz^  +  ^Dyz^2Etx+^Fay  •     ■ 

En  effet ,  si  Ton  pose 


Jx^^By^^Cz^'\-'iDyZ'h'7.EzX'\-iiFxy 
s  = , 

OU ,  ce  qui  revient  au  même , 

(i la)  j4x\+By^  +  Cz^+  zDyz  +  2Ezx+2Fxy  =  s{x'  +  J'  +  «')  9 

il  suffira  de  différencier  successivement  la  formule  (112)  par  rapport  h  x,  y,  z  , 
puis  d'égaler  à  zéro ,  dans  les  nouvelles  formules  ainsi  obtenues,  les  dérivées  de  s 
prîtes  par  rapport  à  x,  j,  2;,  pour  retrouver  les  équalions  (iio).  Il  est  essentiel 
d'ajouter  que ,  la  valeur  de  a  étant  choisie  de  manière  que  les  équalions  (ito)  s'ac- 
cordent entre  elles  »  ces  équalions ,  réduites  h  deux ,  représenteront  une  droite  menée 
p«r  l'origine  et  dont  la  direction  coïncidera  toujours  avec  une  direction  principale  rela- 
tive à  la  surface  (i).  Si,  pour  cette  même  valeur  de  s  ,  les  trois  équations  (110)  se 
réduisaient  à  une  seule,  la  surface  (1)  serait  de  révolution.  Elle  deviendrait  une  sphère, 
^  le4  éqtiations  (110)  étaient  vérifiées  par  une  seule  valeur  de  s ,  indépendamment 
des  valeurs  attribuées  aux  variables    x^  y,  z. 
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Lorsque  la  surface  (i)  a  uo  centre,  et  que  l'on  a  transporlé  l'origine  à  ce  même 
centre»  l'équation  (i)  se  trouve  remplacée  par  l.a  formule  (109) ,  et  les  axes  principaux 
coïncident  avec  les  droites  qui  peuvent  être  représentées  par  les  équations  (iio)«  ou 
plus  simplement  par  la  formule 

'  X  y  z  * 

Donc ,  avant  le  déplacement  de  l'origine  »  les  axes  dont  il  s'agit  devaient  être  représentés 
par  la  formule 

,     ,,    ^(*-Ç)+F(jr->i)+E(^Ç)         F{x^ii)^B{y"n)-¥D{z^^)         £(^-£)-l-P(y-n)fC(f-!;) 

(114)  1 =■  ■ = 7———» 

'  «-Ï  j-u  s-Ç 

ç ,  >i ,  C    désignant  les  coordonnées  du  centre,  ou ,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  for- 
mule 
,     .^  ^dp+F^+E«+C;  Fx-^By-i-Dz-i-H  Ex+nyi-Cz-^I 

("')        TT^ = —, = Tç • 

Remarquons  d'ailleurs  i.*  que,  pour  obtenir  la  formule  (11 3)  ou  (11 5),  il  suffit  d'ex- 
'primer  que  les  dérivées  du  premier  membre  de  l'équation  (109)  ou  de  l'équation  (1) 
sont  proportionnelles  aux  variables  x,  y,  z  ou  aux  différences  x  —  i  ,  7 -* «  » 
z  —  C  ;  s.*  que  l'on  tire  de  la  formule  (1 14)  ou  (>  i5)»  combinée  avec  les  formules  (48) 
et  (59) , 

Jx^Ey-^Fz-^G         Fx-hBy-^Dz'^H        Ex-^Dy-^Cz-^I  JJC-GS-JJn-ZS 


r  'désignant  la  distance  qui  sépare  la  surface  (1)  du  point  où  cette  surface  rencontre 
l'un  des  axes  principaux. 

On  déduirait  aisément  des  formules  (2)  et  (5)  l'équation  du  plan  tangent  mené  à  une 
surface  du  second  degré  par  un  point  quelconque  de  cette  surface.  En  effet,  soient 
i ,  «  ,  (  les  coordonnées  du  point  dont  il  s'agit.  Pour  que  la  droite  (9)  se  réduise  k 
une  tangente  menée  par  le  même  point ,  il  suffira  que  la  corde  mesurée  sur  cette  droite 
s'évanouisse,  et  que  le  milieu  de  cette  corde  coïncide  avec  le  point  (£,«}»()•  En 
d'autres  termes  ,  il  suffira  de  choisir  les  angles  a  ,  ^  ,  y  de  manière  que  l'équation  (5) 
soit  vérifiée.  Donc,  si  entre  celte  équation  et  la  formule  (9)  on  élimine  «.,  P»  7» 
Féqualion  résultante ,  qui  se  réduira  simplement  à 
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{117)      (-^Ç+f'i+£Ç+G)(a?-Ç)+(*'Ç+B'ï+Z^Ç+JÏ)(y-*j)  +  (£5+I>«+Cç+7)(«-Ç)=o, 

el  qui  sera  du  premier  degré  en  x ,  y^  z  ,  représeniera  un  plan  qui  renfermera 
toute»  les  tangentes  menées  par  le  point  ((•«},(;)  à  la  surface  (1) ,  c'est-à-dire,  le 
plan  tangent  *•  De  plus ,  comme  les  coordonnées  ( ,  9  #  C  vérifieront  évidemment  la 
formule 

(118)       ^Ç*+.J8n*4-Cç»  +  aDnC4-aBÇÇ4-a^«'ï  +  aGÇ4-a£ru  +  a/ç  =  lC, 

aéqualion  du  plan  tangent  pourra  encore  s'écrire  comme  il  suit  : 


i9)     I 


l  =i  — GÇ  — Jï>ï  — /ç. 

Lorsqu'on  remplace  la  surface  (1)  par  la  surface  (106),  l'équation  du  plan  tangent 
se  réduit  & 

(«ao)  (Jl  +  F^  +  Ei)x+{Fi  +  Byi  +  Di)y  +  {Eli  +  Dn  +  CK)zz=K. 

Concevons  enoore  que  Ton  se  propose  de  trouver  les  cas  dans  lesquels  la  surface  (i)< 
peut  être  engendrée  par  une  droite ,  et  les  équations  de  la  génératrice.  Pour  7  parvenir, 
on  prendra  sur  celte  surface  un  point  quelconque  dont  on  désignera  les  coordonnées 
par  S  »  «I  »  (  »  et  Ton  cherchera  les  valeurs  qu'il  faut  attribuer  aux  angles  a ,  p,  y. 
pour  que  la  droite  passant  par  le  point  ($»«»()•  et  représentée  par  la  formule  (2) ,. 
mi  située  toute  entière  sur  la  surface.  Or,  pour  que  cette  dernière  condition  se  trouve 
remplie,  il  sera  nécessaire  que  les  valeurs  de  x  ^  y^  z  tirées  de  la  formule  (94)  « 
satisfassent,  quelle  que  soit  la  distance  r,  à  l'équation  (1) ,  c'est-à-dire,  en  d'autres 
termes^  que  lès  valeurs  de     cosa ,  cos^  ,  cos7    vérifient  à  la  fois  les  deux  formules 


(•««) 


^cos*a-|-JBcos*p4"Ccos*7+aDcospcos74-a^cos7Cosa+ajPcosacosp  =  o, 
(^Ç4-F.ï4-£C+G)cosa+(PÇ+B*ï+Z)Ç+H)cosp+(£Ç.fI),,+Ct4./)cos7= 


Donc  il  existera  une  droite  passant  par  le  point     (S,  >}>  () ,     et  située  toute  entière  sur 
la  surface  (;i),  si  l'on  peut  des  formules  (lai)  tirer  des  valeurs  réelles  des  rapports 


*  Cette  DMiiière  de  panreoir  à  TéquatioD  du  plan  tangent  noni  a  été  indiquée  par  un  jenne  ecclésiaa tîqne 
^galemeot  vené  dans  lea  sciences  divines  et  dans  les  sciences  humaines,  el  membre  de  celte  illvftre  société' 
q«i ,  dans  les  deux  hémisphères ,  a  rends  tant  de  ser? ices  à  U-ciiilisation. 
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COSa  C08§ 

COS7  *  COS7    ' 

altendu  qu'alors  les  mâmcs  formules,  combinées  avec  réquation  (7),  foornironi  des  valeurs 
réelles  des  quantités 

cosse  y  COS^y  COS7. 

Ajoutons  qu'il  suffira  d'éliminer  ces  trois  quantités  entre  les  formules  (a)  et  (lai), 
pour  obtenir  les  équations  de  la  génératrice  de  la  surface  (1).  Donc  cette  génératrice 
sera  représentée  par  les  formules 

(laa)  \ 

c'est-à-dire ,  qu'elle  sera  précisément  une  des  droites  suivant  lesquelles  le  plao  tangent , 
mené  h  la  surface  (1)  par  le  point  (Ç,  1 ,  2;)  •  rencontre  le  cône  dont  le  sommet  coïn- 
cide avec  le  même  point,  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  celles  du  cône  asymp- 
totique. 

Lorsque  la  surface  (1)  est  un  ellipsoïde  réel  ou  imaginaire^  ou  un  paraboloïde  ellip- 
tique; le  cône  représenté  par  la  première  des  équations  (las)  se  réduit,  ainsi  que  la 
surface  (107) ,  b  un  point  unique,  ou  h  une  droite  qui,  étant  parallèle  h  Taxe  du  para- 
boloïde, rencontre  ce  paraboloïde  en  un  seul  point.  Donc  alors  la  surface  (1)  ne  peut 
«îlre  fngcndrée  par  une  droite.  Au  contraire ,  si  Ton  considère  un  hyperboloïde  h  une 
nappe,  par  exempte,  Thyperboloïde  représenté  par  Féquation  (24)  »  l<«  formules  (laa) 
deviendront 

(Ud)       ___— +— p— _— -^.  —__  +  _______, 

et ,  comme  on  aura  d'ailleurs 

(»^4)  i,  +  _  =  i+^. 

on  en  conclura 

(123)       ; 

ou ,  ce  qui  revient  an  même , . 


Ç'(*-0' 
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et  par  suite 

(127)  T — =d= . 

^     ''  ^  ah  c 

Ajoutons  que  la  seconde  des  équations  (ts3)  peut  être  réduite  à 

Donc ,  par  un  point  quelconque  de  Thyperboloide  h  une  nappe  on  peut  faire  passer  deux 
droites  qui  soient  situées  sur  cet  hyperboloîde ,  sàyoir,  les  deux  droites  représentées  par 
les  fcnrmules  (1^7)  et  (198).  « 

Si  à  l'équation  (s4)  on  substituait  Téquation  (29)  »  la  formule  (126)  serait  remplacée 
par  la  suiyante 

Gomme  on  ne  peut  satisfaire  simultanément  à  cette  dernière  et  à  la  seconde  des  équa« 
tiens  (1 25)  qu'en  supposant  a;  =  {,7  =  )i,s  =  ç;  il  en  résulte  qu'il  n'existe  aucune 
droite  qui  soit  située  toute  entière  sur  la  surface  de  l'hyperboloîde  à  deux  nappes. 

^  Considérons  enfin  un  parabololde  hyperbolique,  par  exemple,  celui  que  représente 
l'équation 

/  X  N  a?»  ^»  2z 

(l5o)  —  —  --—  =  —  • 

Les  formules  (122)  deyiendront 

Or  on  tirera  de  la  première 

(,5„  ^=±^-. 

et  la  aeconde  pourra  être  réduite  k 

(.53)  f^^Il^l^. 
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Donc,  par  un  point  quelconque  du  paraboloide  hyperbolique  on  peut  faire  passer  deux 
droites  qui  soient  situées  sur  ce  paraboloide,  savoir,  les  deux  droites  représentées  par 
les  formules  (i32)  et  (i33). 

La  propriété  qu'offre  Thyperbololde  à  une  nappe  d'ôtre  engendré  par  une  droite  petit 
servir  h  le  faire  distinguer  de  Thyperboloîde  h  deux  nappes.  Supposons  en  effet  que  la 
surface  représentée  par  l'équation  (i)  soit  un  hyperboloïde  dont  on  demande  l'espèce. 
On  commencera  par  transporter  l'origine  au  centre.  Alors  l'hyperboloide  dont  il  s'agit , 
et  l'hyperboloide  conjugué  se  trouveront  représentés,  le  premier  par  l'équation  (109) , 
le  second  par  la  suivante 

( 1 54)  Ax*  4-  By*  +  Cf  +  ^Djz  +  2  Ezx  +  2Fxy  =  k  —  K, 

tandis  que  le  cône  asymptotique ,  qui  restera  le  môme  pour  les  deux  hyperboloîdes  » 
sera  représenté  par  l'équation  (107).  Gela  posé,  concevons  que  par  le  centre  commun 
des  deux  hyperbploîdes  on  mène  une  droite  qui  ne  se  confonde  pas  avec  Tune  des  généra- 
trices du  cône  asymptotique.  Cette  droite ,  dont  les  équations  pourront  être  remplacées 
par  la  formule 

^'^^^  T  =  ^  =  T' 

dans  laquelle  l ,  m  ,  n  désignent  trois  constantes  arbitraires  assujetties  à  la  seule 
condition  do  fournir  pour  le  polynôme 

(i36)  Al^  4-  Bm^  +  Cn«  +  ^Dmn  +  %Enl  +  %Flm 

valeur  différente  de  zéro,  rencontrera  nécessairement  un  des  deux  hyperboloides , 
ieux  points  dont  les  coordonnées  S  ,  i} ,  ;  seront  déterminées  par  Tune  des  deux 
iules 

(.38)  l  =  A  =  l=±^f 


une 

en  deux  points 

formules 


A-iC 

»+i?m»+Cn>  +  2Dmn+aJB?i/+ajP/iii 


savoir,  Thyperboloïde  (109) ,  si  le  polynôme  (i36)  est  une  quantité  de  même  signe  que 
la  différence  K  —  k  .  et  l'hyperboloîde  (i34)  dans  le  cas  contraire.  De  plus,  si  l'on 
combine  les  équations  (122)  avec  les  formules  (137)  ou  (i38) ,  après  avoir  réduit  à  zéro 
les  constantes  G  ,  Il ,  I ,  on  trouvera  pour  les  équations  de  la  génératrice  qui  ren- 
ferme le  point     (Ç,  1,  C)     sur  l'un  des  hyperboloides 
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Donc  la  ptrallfcle  menée  à  cette  ^néralrice  par  roriginé  des  coordonnées  sera  la  drolle 
suifani  lafuelle  le  c6ae  asymptotique  coupera  le  plan  représenté  par  Téquation 

(i4o)         (^i  +  /!'m  +  £m)aj+(F/  +  j5m4.Z>n)j  +  (fî/4.Z>m+Cn)«  =  o, 

c'est-à-dire,  le  plan  diamétral  qoi  passera  par  les  milieux  des  cordes  parallèleis  à  la 
droite  (i35).  Si  cette  parallèle  vient  à  disparaître ,  ou,  en  d'autres  termes,  si  les  équa- 
tions (107)  et  (i4o}  ne  peuvent  être  vérifiées  que  par  des  valeurs  nuUes  ou  imaginaires 
des  coordonnées  9y  y ,  z;  on  en  conclura  que  Thyperbololde  qui  renferme  le  point 
(S,  91,  K)  ne  saurait  être  engendré  par  une  droite ,  et  qu'il  offre  deux  nappes  distinctes. 
Par  conséquent  Thyperboloîde  (10g)  offrira  une  seule  nappe ,  si,  le  polynomie  (101)  étant 
une  quantité  de  môme  signe  que  la  différence  jK^  — >  A ,  le  système  des  équations  (107) , 
(i4o)  fournit  des  valeurs  réelles  de  œ  ,  jr^  z  ^  ou  ,  si ,  le  polynôme  (101)  et  la  diffé- 
rence K  —  %  4tant  des  quantités  de  signes  différents ,  le  système  des  équations  (107) , 
(i4o)  foomil  des  valeurs  imaginaires  de  0O9  yt  t.  Dans  la  svpposkipn  contraire, 
riiyper]k>loid6  (109)  offrira  deux  nappes  distinctes.  D'ailleurs  «  pour  savoir  si  le  syntènm 
des  formules  (10^)  •  (i4o)  fournit  des  Yaleurs  rédles  on  imaginaires  des  variables  œ , 
y  9  9 ,    il  suffira  d*é^miner  une  de  ces  variables  entre  les  mêmes  formules ,  par  exemple» 

la  Tariable    s  ,    puis  de  tirer  de  Téquation  résultante  la  valeur  du  rapport    —  • 

liOrsque  des  coefficients  A ,  B ,  C  l'un  au  moins  diffère  de  téro,  l'un  des  axes 
cooBdeoaiés  reiHConlre  l'hyperboloïde  (109)  ou  Thyperboiloïde  (iS4)»  «^  par  suite,  on 
peut  réduire  k  iéro ,  dan»  la  formule'  (i4o) ,  deux  des  constantes  arbitraires  t,  m ,  n. 
Concevons ,  par  exemple ,  que  le  coefficient  A  ne  soit  pas  nul.  Alors ,  en  prenant 
m  =  o ,  n  =  o  ,  on  fera  coïncider  la  droite  (i35)  avec  Taxe  des  m .  Alors  aussi , 
l'équation  (i4o)  se  trouvant  remplacée  par  la  formule 

(i4i)  Ax  +  Fy  +  Ez  =  o^ 

la  surfSatce  (109)  sera  un  hjrperboloîde  à  «ne  nappe,  si ,  le  produit 

(i4a)  A{K^h) 

étant  positif,  les  formules  (107)  et*(i4i)  fournissent  des  valeurs  réelles  de  x^  y,  z  , 
ou,  si  le  produit  (i4s)  étant  négatif,  les  mêmes  formules  fournissent  des  valeurs  ima- 
ginaires de    0,  y,  z. 
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Il  nous  rc8le  à  monlrer  quelques  applications  numériques  des  règles  que  nous  venons 
d'établir ,  et  à  Taide  desquelles  on  détermine  l'espèce  d'une  surface  du  second  degré , 
d'après  l'inspection  de  l'équation  qui  la  représente. 

Proposons-nous  d'abord  de  trouver  quelle  est  la  surface  représentée  par  l'équalion 

(i43)  yz  +  zx  +  xjr=i. 

Cette  surface  a  évidemment  un  centre  qui  coïncide  avec  l'origine.  De  pfus  »  comme 
l'équation  du  cône  asymptotique  de  la  même  surface  »  c'est-k-dire ,  la  formule 

(i44)  jrz'{'Zx  +  xjr  =  o 

fournit,  forsqu'elle  est  résolue  par  rapport  à  la  variable  z  ,  une  valeur  réelle  dis  celte 
variable,  et  que  cette  valeur,  savoir, 

cw  •=-^- 

ne  se  réduit  pas  à  l'ordonnée  d*un  plan  ;  on  pMt  aOirmer  que  le  cône  asymptotique 
existe,  et  que  la  surface  (i43)  e^t  un  hyperboloïdo.  Pour  déterminer  l'espèce  de  cet 
hyperboloîde ,  on  mènera  par  l'origine  une  droite  qui  ne  soit  pas  renfermée  dans  la 
surface  du  cône  asymptotique,  par  exemple,  la  droite  que  représente  la  formule 

(i46)  x=y  =  z, 

et  l'on  cherchera  le  plan  diamétral  qui  passe  pat  les  milieux  des  cordes  parallèles  k 
cette  droite.  Or  les  dérivées  du  premier  membre  de  l'équation  (i45) ,  prises  successi- 
vement par  rapport  aux  variables    x ,  j,  z ,    se  réduisent  aux  trois  binômes 

Donc  le  plan  diamétral  passant  par  les  milieux  des  cordes  parallèles  à  fa  droite  (i35) 
sera  représenté  par  l'équation 

(w4-n)aî  +  (n  +  /)j^4-(/  +  m)«  =  o, 

et  le  plan  diamétral  cherché  par  l'équation 

(147)  x+y  +  z:=o. 

De  plus,  on  tirera  des  équations  (i43)  et  (i47)  t  en  éliminant  la  variable    3 , 
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(115) 
048)  (»+jr)^  — ajjr=o,        OU       x*-\'Xy{-jr*  =  o, 

et  par  con8é<{aeQt 

ITaalre  part,  on  tirera  des  équations  (i45)  et  (i46) 

Done  le  jilan  diamétral  :(i47)  ne  rencontrera  pas  le  cône  asymptotique ,  tandis  que  la 
droite  (i  46)  rencontrera  Thyperboloîde  proposé.  On  doit  en  conclure  que  cet  hyperboloide 
ne  pourra  être  engendré  par  une  drqite ,  pt  qu'il  offrira  deux  nappes  distinctes. 

On  arriverait  k  la  même  conclusion  en  obseryant  que»^ans  l'hypothèse  admise,  la 
formaIe.(ii5)y  qui  comprend  les  équations  des  axes  principaux ,  se  réduit  à 

(.50  I±L=.'J±  =  fîL. 

a  y  z 

Or,  si  l'on  désigne  par  r  la  distance  qui  sépare  le  centre  de  b  surface  (i43)  du  point 
06  cette  surfEice  rencontre  l'un^des  ai^es  principaux ,  on  tirera  des  formules  (i43)  ^^  (•^^O 
combinées  entre  elles 

^  ^  V  y-f-g  Z'¥s»  g-fjr  tïyt^%z!0'\'tk»y   a 

»  y     *         «  .«*+7*+2*  r»    ^ 

ou^  ee  qui  reyient  an  méme« 

(.55)  »+;r+*={^  +  i)«=(^+>).:r=(^+i) 

De  iija$,  il  eit  olair  qu'on  vérifiera  Téquation  (.53) ,  «oit  en  posant 

(147)  x-\-y\'Z  =  o,    ^ 

et 

(iS4)  J.  +  i=o,  ou  f  =  dsa^ï/tr. 

soit  en  posant 

(146)  05=^  =  2, 


Zs 
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et 


(.55)  77+>=3' 


OU 


Donc  il  existe,  pour  la  surface  (t43)>  i«*  une  infinité  d'axes  principaux  compris  4iM 
le  plan  représenté  par  Téquation  (i47)  »  ^^^^  ^^nt  aucun  ne  rencontre  la  surface;  s.*  un 
axe  principal  représenté  par  la  formule  (i  46) ,  et  qui  coupe  la  surface  en  deux  points 
situés  à  l'unité  de  distance  de  Torigioe.  Donc  Téquation  (i43)  représente  un  hyper- 
boloïde  à  une  nappe»  qui  est  de  révolution  autour  de  la  droite  (i46)  *  ^^  dont  Taxe  réel 
offre  une  longueur  égale  à  2. 

Proposons-nous,  en  second  lieo ,  de  trouver  quelle  esl  la  sarfiice  représentée  par  Fé* 
quation 

(156)  05*— y'  — «*+2JfZ+«+jr+^  =  0. 

Dans  ce  cas,  la  formule  (107)  se  réduit  à 

»*  — 7*  —  «» 4-  «jrs  3=  o  r 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  à 

(157)  (»~7  +  «)(»+7  — *)  =  o. 

Donc  alors  le  cône  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  celles  du  cône  asymptotique 
se  transforme  en  un  système  de  deux  plans  qui  se  coupent.  Par  conséquent  réqualion 
(i56)  ne  peut  représenter  qu'un  semblable  système  »  ou  un  cylindre  hyperbolique,  ou  un 
paraboloidc  hyperbolique.  De  plus,  comme  les  dérivées  de  Téquation  (i56)  prises  par 
rapport  aux  variables    »  ,  y ,  z  ,     sont  respectivement 

(i58)  âCB+i=o,        — 2j'  +  f«4-i=o,        — az  +  fj^-f.  1=0 , 

cl  qu'on  ne  peut  satisfaire  simultanément  aux  deux  dernières  des  formules  (1S8)  par-des 
valeurs  finies  de  7  et  de  z  ,  nous  devons  conclure  que  la  surface  (1S6)  n'a  pas  de 
centre ,  et  qu'elle  est  un  parabololde  hyperbolique. 

Si  h  Téqualion  (i56)  on  substituait  l'une  des  suivantes 
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on  iMowenit^  au  liea  46i'foroi»Iei  (t58), 

(i6i)  aaî+i  =  o,        -^97  +  >«+i=o,        ajr— .a*— i  =0? 

el ,  comme  let  é^tiationf  (161)  font  Térifléei,  quelle  que  soit    t ,    lorsqu'on  pose 

(169)  »=— i-,         y  =  ^  +  i., 

on  pourrait  affirmer  que  chacune  des^urlaces  (tSg) ,  (160)  admet  une  infinité  de  centres. 
Enfin ,  comme»  en' substituant  les  râleurs  de  x,  y  tirées  des  formules  (162)  dans  les 
premiers  membres  des  équations  (iSq)  ,  (160) ,  00|  ce  qui  Mfient  au  même,  dans  b^ 
polynôme 


a       ' 


on  trouTo  zéro  pour  résultat»  on  conclurait  que  la  surface  (iSg)  se  réduit  au  syst&me 
de  deux  plans  qui  se  coupent  suirant  la  droite  (169)»  et  la  surface  (160)  à  un  cylindre 
hyperbolique  qui  a  pour  axe  celte  même  droite» 

Considérons  encore  Téquation  ^^ 

(i65)  »»  -|-  «j^*  4- 5«*  +  4j«  +  4scD + 4»jr  +  a«  +  «7 4-  a«  =  1  • 

Dans  ce  cas»  la  formule  (107)  deviendra 
(i64)  «•  +  «7*  +  5««  +  l^jrz  +  4sa:  +  Axj  =  o . 

Or  on  tire  de  cette  dernière  »  résolue  par  rapport  à    x  » 
\i%5)  »  =  — t(/  +  «)±t/(s-  +  4j^«  +  «r). 

De  plus  »  comme,  en  égalant  k  xéro  le  polynôme 

s«  +  47«  +  fy*, 
on  en  conclut 

et  qne  par  suite  on  a  généralement 

(i66)    »»+4j»+ar=(»+«j+//r)(«+v— n/ï)=(«4-v)*-^«rs 
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il  est  clair  que  la  valeur  de    x  ,    déterminée  par  la  formule  (i  65) ,  aéra  réelle  toute* 
les  fois  que  la  valeur  numérique  de    ^  +  aj^    sera  supérieure  à  celle  de    y^T,     c'esl- 
k-dire,  en  d'autres  termes»  tontes  les  fois  que  la  valeur  numérique  de   la  somme 

h  s    ^era  supérieure  à     \/7  •    Donc  le  cdne  asymptotjque  représenté  par  Tiquation 

(iG4)  ou  (iC5)  sera  réel,  et  la  surface  (i63)  sera  nécessairement  un  hyperboloide. 
Pour  ebtenir  les  coordonnées  du  centre  Je  cet  h7perI>oloîde  »  il  suffira  de  chercher  Jes 
valeurs  de  x ,  y,  z  qui  vérifient  simultanément  les  trois  dérivées  de  Téquation  (i63), 
savoir  9 

(167)  a5-4-«y+«*+ 1  =0»  a»-!- ay  +  a2  + 1  =0,  aaj  +  a^  4-5;j+ *  ==^» 
Donc  les  coordonnées  du  centre  seront 

(168)  X  =  0,  jr=:  — — .,  Z=:zO» 

Cela  posé,  les  axes  principaux  de  la  surface  (i63)  seront  représentés  par  la  formule 

,  ^  ,  a?+2y+2«+i  as+ajr+a«+i  as+ar+S^+i 

(169)  = j = . 

Ajoutons  que,  si  Ton  transporte  Torigine  au  centre  de  la  surface  (i63),  les  équations 
de  cette  surface  et  des  axes  principaux  deviendront 

5 

(1 70)  »•  +  «j*  +  3«*  +  i^y  +  4»^  +  47*  =  —  > 

flp+2y+a«  aa?+ay+a«  a«+aj+5^ 

(171)  ^ = ^ = . 

^  '  '  ■  «  y  z 

D'ailleurs  9  si  Ton  désigne  par  r  la  distance  qui  séparé  la  surface  (170)  du  point  od 
cette  surface  rencontre  un  des  axes  principaux,  et /si  t*on  fait  pour  abréger 

5       ' 
(»7«)  77^  =  '* 

on  tirera  des  formules  (170)  et  (17  0  combinées  entre  elles 

j?+2y  +  2z  aâ?+ay+az  aa?+ay+5«  \a  /       ^     ^ 

(*73) —  — J — T^?"+F"~'57^~  ■ 

ou ,  ce  qui  revient  au  méme^  .       , 
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(174)  saî  +  s^  +  ï«=(#+0x  =  «7=(*— !)«> 

puis  on  en  conclura 

O7S)  «(TTr  +  T  +  TÎTl^'' 

oa  plot  simplement 

(176)  ,J_6*«  — *  +  a  =  tf. 

Comme  celte  dernière  équation  o£Dre  deux  tariations  de  signe ,  on  peut  affirmer  qu'elle 
a  deux  racines  positires.  Donc ,  parmi  les  trois  taleurs  de  r  correspondantes  aux  trois 
axes  principaux»  et  déduites  des  formules  (17a)»  (176)9  deux  seront  réelles.  Donc  la 
surbce  (i65)  sera  un  hyperboloîde  à  une  seule  nappe.  On  pourrait  encore  arriver  à  la 
même  conclusion  de  la  manière  suirante. 

Si  Ton  construit  les  cordes  de  la  surface  (170)  qui  sont  parallèles  h,  Taxe  des    y ,    le 
plan  diamétral  qui  renfermera  les  milieux  de  ces  cordes  sera  représenté  par  l'équation 

ou 

(177)  S8+jr4.Z  =  0. 

Si  entre  cette  dernière  équation  et  la  formule  (164)  on  élimine   j ,    on  trouvera 

(178)  a«_aî»  =  o,  (179)  z  =  dzx. 
D'autre  part,  si  Ton  réduit    x  et  ^    k  zéro  dans  l'équation  (170) ,  on  en  tirera 

(180)  y=±-. 

a 

Donc  le  plan  diamétral  qui  renferme  les  milieux  des  cordes  parallèles  à  l'axe  des  y 
coupe  le  cône  asymptotique  de  la  surface  (170) ,  qui  elle-même  est  rencontrée  par  l'axe 
des  y*  Donc  cette  surface  peut  être  engendrée  par  une  droite,  et  Thyperboloîde  an- 
quel  elle  se  réduit  offre  deux  nappes  distinctes. 

Considérons  enfin  l'équation 

(181)  »•  +  aj*  +  8  «"  +  «7^  +  2ZX  +  %xy  +  x  +^  -j-  r  —  1 . 
Dans  ce  cas,  la  formule  (107)  deviendra 

(i8a)  x*  +  S7*  +  3s'4*3J^  +  2^^+Sû'J  =  o. 
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Or ,  comme  on  tire  de  cette  dernière ,  résolue  par  rapport  k    x , 

(i85)  »  =  — (7  +  «)±(7'  +  "Vv^/ 

il  est  clair  que  les  seules  talenrs  réelles  de  »,  7 »  s  ,  propres  k  Térifier  la  formule 
(18s) ,  seront  des  valeurs  nulles.  Donc  Téquaiion  (iSi)  ne  peut  représenter  ^\iil  ^p* 
solde  réel  ou  imaginaire.  Ajoutons  que»  dans  cet  ellipsoïde»  les  coordonnées  du  centre 
▼érifieront  les  dérivées  de  Téquation  (181) ,  savoir, 

(i84)    2a54-sj^  +  ««f-hi  =  o,  sa;  +  474^»^4-^^o,  ex-j^aj  +  fi^  +  iss^^ 

et  seront  par  conséquent . 

(i85)  «=— —  ,        7  =  0,       5  =  0. 

D'ailleor»,  si  Tnn  tiransporte  rorigine  à  ce  même  centre,  l'équation  (181)  sera  rem- 
placée par  la  suivante 

5 

(186)  «*+  a7'  +  3«*  +  ayz  +  s^a  +  â»^  =7-  » 

c'est-à-dire ,  par  Téquation  d'une  surface  qui  coupera  évidemment  Taxe  des  x  en 
deux  points  dont  les  abscisses  seront  comprises  dans  la  formule 

(187)  x  =  ±J^. 
Donc  la  surface  (181)  est  un  ellipsoïde  réel. 
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SUR  LA  DIVISION 

DTNE   MASSE   SOLIDE  OU  FLUIDE 

EN  COUCHES    HOMOGÈNES. 


mu 


Considéroos  une  masse  solide  ou  fluide  représentée  par  M  ,  et  comprise  sous  un 
certain  volume  f^.  Supposons  d'ailleurs  tous  les  points  de  Tespace  rapportés  à  trois 
axes  rectangulaires  des    x^jr^  z,     et  soit 

la  densité  de  la  masse  M  au  point  {x,j,  z)  •  Si  Ton  divise  cette  maase  en  couches 
infiniment  minces  et  homogènes  par  des  surfaces  très-rapprochées  les  unes  des  autres , 
l'équation  de  chacune  de  ces  surfttces  sera  de  la  forme 

(a)  p  =  con8t. 

Soit  d'ailleurs  p-^  ^p  ce  que  devient  la  densité  p  lorsqu'on  passe  du  point  {x^y»  z) 
à  un  autre  point  très-voisin  et  correspondant  aux  coordonnées  x-^  ^x  ^  y  4~  ^^7  « 
^  4-  As  •  On  trouvera  »  en  regardant  les  quantités  ^x  ,  A^  ,  As  comme  Infiniment 
petites  du  premier  ordre ,  et  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre , 

(3)  ,,  =  ^^a:^±l,y+^^,. 

De  plus ,  si  l'on  désigne  par  r  le  rayon  vecteur  mené  du  point  (aj,  y,  z)  au  point 
(05  +  A» ,  j  4-  A^,  s  +  As)  ,  par  a  ,  p  ,  7  les  angles  que  forme  ce  rayon  vecteur 
avec  les  demi -axes  des  coordonnées  positives ,  et  par     »     la  valeur  numérique  du  rap- 

port    — î-  ,     on  aura 

r  . 

(4)  A«  =  rco8a,  Ajr  =  roo9p,  A2  =  rCOS7, 

(5)  C05«a4-C08»p4-CO»*7=>*  "* 
IIL*  ANNÉE.  l6 
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l  laa  ) 
(0)  .==tii  =  *(gc».  +  Aoo.?+ioo.,). 

EdGq  ,  il  est  clair  que  le  rayon  recteur  r  sera  dirigé  suivant  la  normale  menée  à  la 
surface  (•)  far  le  point  [m,  j,  z) ,  si  les  angloê  a  ^  p  ,  7  sont  déterminés  par  la  for- 
mule 

.    .  CCS  a  C08Ô  COS7  _, 


et  qu'alors  la  valeur  de     «     deviendra 

Or  on  peut  démontrer  que  cette  dernière  valeur  de  m  est  la  plus  grande  de  celles  que 
fournit  l'équation  (6) ,  quand  on  y  substitue  pour  a  ,  ^  ,  7  des  valeurs  propres  à  vé- 
rifier la  condition  (5).  On  y  parviendra  en  effet  de  la  manière  suivante. 

On  a  géttéralement 

(â«°'-*-f~'P+è«"')'  ^ 

=fê)"-fê)--fê)*- 

Donc  la  quantité 

(10)  «.=  (^CO.a  +  iLc08p  +  ^'cOâ7)' 

sera  toujours  inférieure  au  trinôme 

<■•'  fê)*+fê)-+fê)"- 

tant  que  les  angles    a  ,  ^  »  7    ne  vérifieront  pas  les  conditions 

(18)       _C08Y-— COgp  =  0,     -icO.«-j^CO«7  =  0,      ^COtp-^-^COta^O, 


Digitized  by 


Google 


(  125  ) 

oirrce  qui  revient  au  méfna»  la  formule  (7);  tandia  que»  datM  le  cm  contraire»  les 
quantités  (10)  et  (11]  serent  égales  entre  elles.  Donc  le  trimme  diNit  il  s'agit  repnéa^- 
lera  la  valeur  maximum  de  «*,  et  la  racine  carrée  de  ce  trinôme  offrira  le  WMxi- 
mum  de  la  quantité  ».  Or  cette  quantité  sera  plus  ou  moipa  grande,  «uivant  que 
l'accroissement  ou  la  diminution  de  la  densité  p  sera  plus  ou  moins  considérable  dans 
le  passage  du  point  («,  7,  »)  au  point  (a?  +  A(d,  j  + Aj,  z  +  ^z)  séparé  du 
premier  par  la  distance  r.  Gela  posé,  on  déduira  immédiatement  du  principe  ci- 
dessus  établi  la  proposition  suivant^. 

]>  THàoREME.  Si,  après  avoir  divisé  une  masse  solide  ou  fluide  en  couches  homo^ 
gènes  par  des  surfaces  infiniment  rapprochées  les  unes  des  autres,  on  passe  (t un  point* 
{x,j^z)  pris  au  hasard  sur  tune  de  ces  surfaces  à  un  second  point  très-voisin  et 
séparé  du  premier  par  la  distance  r,  C accroissement  ou  le  décroissement  de  la  den- 
sité deviendra  le  plus  grand  possible,  lorsque  la  distance  r  sera  mesurée  sur  la 
normale  à  la  surface  dont  il  s  agit, 

La  quantité  ^  que  détermine  la  formule  (6),  et  qui  sert  à  mesqrer  Tacçroiss^ipenl. 
ou  la  diminution  de  la  densité  à  une  distance  très-petite  du  point  {x,j,z),  est  ce 
que  nous  appellerons  désormais  le  module  de  cet  accroissement  ou  de  cette  diminution. 

U  est  facile  de  pi'ouver  que ,  dans  la  formule  (7) ,  le  double  signe  doit  être  rédyit  au 
signe  +  ou  au  signe  —  ,  suivant  que  la  densité' croit  pu  din](inue  quand  on  passe 
du  point  {ps,jr,z)  à  un  point  très-vçisin  (a?  + Ax,  j -hAj*  5? +>*)  situé  sur  la 
directipp  correspondante  aux  angles  ot,  p ,  y.  En  effet ^  admettons  4'abord  que  la 
densité  croisste  dans  la  direction  dont  il  s'agit.  Les  deux  quantités 

dp 

cosa  et  -~ 

dx 

seront  ioutes  deux  positives  si  celle  direction  forme  avec  le  demi-axe  des  x  ppsiiives 
an  angle  aigu»  et  tout^  deux  négatives  dans  le  cas  contraire.  Donc  alors  le  rapport 

(>3) 


\dœ) 
sert  néeessairemeat  positif,  et  la  formule  (7)  devra  être  réduite  k  la  suivante 


cosa 


COSP  .    ÇOS7 


'"    (â)"fê)    fê)  "THiRIRST" 

Qft  prfvver^  de  loâme  qi^e»  si  la  densité  diminue  quand  ça  passe  ^u  point     (m,j,  z) 
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«^  un  point  très-yoisin  «itué  sur  la  direction  correspondanle  aux  angles     a  »  ^  ,  7 ,     ië 
rapport  (i5)  sera  nécessairement  négatif.  Donc  alors  la  formule  (7)  deviendra 


,    ^.  COSa  COSp  CO87 

(i5) — 


m  Wï  fë)    /ifê)-+fê)-+(è)i 

Lorsque  la  masse  M  est  celle  d'un  liquide  en  équilibre ,  et  que  les  projections  algé- 
briques X  ,  Y ,  Z  de  la  force  accélératrice  7  appliquée  à  la  molécule  qui  ren- 
ferme le  point  [x.y^z)  réduisent  le  trinôme  Xdx-^-  Ydy  +  Zdz  à  une  diflTé- 
rentielle  exacte ,  les  surfaces  qui  divisent  la  masse  M  en  couches  homogènes  sont 
des  surfaces  de  niveau  ,  dont  chacune  est  toujours  coupée  à  angles  droits  par  la  direction 
de  la  force  accélératrice.  Donc  alors,  si  Ton  veut  passer  d*un  point  donné  {XfjfZ) 
à  un  second  point  très-voisin  et  situé  à  la  distance  r  du  premier ,  de  manière  que 
l'accroissement  ou  la  diminution  de  la  densité  obtienne  la  plus  grande  valeur  possible» 
il  suffira  de  mesurer  la  distance     r    sur  la  direction  de  la  force  accélératrice. 

Si  l'on  considère  le  calorique  comme  un  fluide  impondérable  qui  pénètre  les  différents 
corps ,  la  densité  p  de  ce  fluide  en  un  point  donné  {x ,  y^  z)  d*un  corps  quelconque, 
sera  la  mesure  de  la  chaleur  en  ce  point,  et  les  surfaces  qui  diviseront  le  même  fluide 
en  couches  homogènes ,  ou  d'égales  densités  »  seront  ce  qu'on  peut  appeler  des  surfaces 
isothermes,  puisqu'on  retrouvera  dans  tous  les  points  de  chacune  d'elles  la  même  quan- 
tité de  chaleur.  Alors  la  quantité  v  ,  déterminée  par  la  formule  (G) ,  deviendra  pro- 
portionnelle à  l'accroissement  ou  à  la  diminution  que  la  chaleur  subira  dans  le  passage 
d'un  premier  point  {x,  y,  z)  h  un  second  point  très- voisin  (a5  + Aa5,7  +  ^7>  *  +  ^*)» 
séparé  du  premier  par  la  distance  r  tracée  de  manière  à  former  avec  les  demi-axes 
des  coordonnées  positives  les  angles  a  ,  p  ,  y  ,  et  sera  le  module  de  cet  accroissement 
ou  de  cette  diminulion.  Or  il  suit  des  principes  ci-dessus  établis  que  ce  module  acquerra 
la  plus  grande  valeur  possible  quand  la  distance  infmiment  petite ,  désignée  par  r  »  se 
comptera  sur  la  normale  menée  par  le  point  {x,y,  z)  h  la  surface  isotherme  qui  ren- 
ferme ce  poin^.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

3/  TiiiioBÊiiR.  Si,  dans  un  corps  ou  dans  Cespace  onveut  passer  dUin  point  donné 
[x,  y,  z)  à  un  second  point  très-voisin  et  séparé  du  premier  par  la  distance  r  ,  de 
nMnière  que  la  différence  des  quantités  de  chaleur  mesurées  en  ces  deux  points  êoii  la 
plus  f^rande  possible,  on  d^vra  suivre  la  direction  de  la  normale  menée  par  le  premier 
point  a  la  surface  isotherme  dans  laquelle  il  se  trouve  compris. 

Pour  établir  Téquation  qui  sert  h  fixer  les  lois  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  un 
corps  ou  dans  l'espace,  il  suffit  d'admettre,  comme  nous  le  montrerons  plus  tard,  que 
le  calorique  est  un  fluide  dont  chaque  molécule  se  meut  toujours  k  partir  d'un  point  donAé 
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(  »a5  ) 
{^9j»  ^)  ^^^^  'a  direction  suivant  laquelle  le  çlécroisseiïient  de  la  densité  est  le  plus 
considérable 9  et  que  la  quantité  de  chaleur,  qui»  pendant  un  instant  trës-^court  M , 
traverse  un  élément  «.  de  surface  perpendiculaire  à  cotte  direction  ,  est  proportionnelle 
au  module  «  du  décroissement  dont  il  s'agit.  Adoptons. celle  hypothèse  «,  et  concevons 
qu'au  hout  du  temps  t  Ton  désigne  par  »  et  p  la  vitesse  et  la  densité  du  fluid<^ 
correspondantes  au  point  {x^^pz).  Gomme  la  quantité  de  chaleur  qui,  pendant 
l'instant  M  ,  traversera  l'élément  de  surface  s  ,  sera  nécessairement  proporliôn- 
nelle  d'une  part  à  la  densité  p  »  d'autre  part  à  la  vitesse  w  ^  et  par  suite  au  produit 
pu,     on  aura,  en  vertu  de  l'hypothèse  admise, 

(l6)  p«==A:ir,  (17)  w= , 

p 

la  valeur  de  v  étant  déterminée  par  la  formule  (8) ,  et  k  désignant  un  coefficient 
positif  qui  ne  pourra  dépendre  que  des  variables  x  ,  y ,  z^  Ajoutons  que  ce  coef- 
ficient sera  constant  si  le  fluide  se  meut  dans  l'espace  ou  dans  un  corps  homogène, 
tandis  que,  dans  le  cas  contraire,  il  mesurera  la  conductibilité  du  corps  échauffé  au  point 
[x,y,z).  Quant  aux  angles  a,P,y  formés  par  là  direction  dé  la  vïtesie  w  aveè 
les  demi-axes  des  coordonnées  positrvcs,  ris  coîncldert^iit  aVec  les  anj^e'j  "  ài^"'^  ,  V  dé^ 
terminés  par  la  formule  (16)  qui  pourra  s'écrire  bonraieif  suit  '  •  • 

cosa     cosp     ^^    ^cosy     1 

\dxj  \dy)  \dz) 

ei  de  laquelle  on  tirera 

*  ^    dû  ^  i    dû  «.uu 

(19)  COSa  = -/-  ,       eO»p  = -f-  ,     ..'C0B7=.~—  -JL. 

*"  9/    dx  .  M    dy  H    dz 

Cela  posé,  si  l'on  nomme  ti ,  v  ^  tcT  le^  pfOJiBCtions  algébriques  de  la  vitesse"  6> 
sur  les  demi-axes  des  coordonnées  positives ,  on  trouvera 


H 


1. 


h. 


(90)      a  =  wcosa  = -7^,      v  =  »cosP  = 7-.,     tt;  =  wcos7  = î-, 

^     '  p   dx  "  ^  p    dy  '  ^    dz' 

et  par  suite  -'      -.-   - 


Si  l'on  supposait  l'élément  de  surface.    %    p^rpendîoîijalre  non,  plus  h  la|  direction  de 
la  vimse    0» ,    mais  k  une  autre  direçiioli  qiâ  formerait  avec  le^  demi-axes  des  co«r- 
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SUR  LES  ÉQUATIONS  QUI  EXPRIMENT 

LES  CONDITIONS  D'ÉQUILIBRE  OU  LES  LOIS  DU  MOUVEMENT  DES  FLUIDES. 


^«Ooe 


S    1.**   GONSIDÉBATIÔHS   Gint2iALE$. 

Considérons  d'abord  une  masse  fluide  en  équilibre.  Soient  m  une  molécule  infini- 
ment petite 9  prise  au  hasard  dans  cette  masse ,  x,  y,  z  les  coordonnées  de  la  molé^ 
cule  m  comptées  sur  trois  axes  rectangulaires,  p  la  densité  du  fluide  au  point 
(,^»y»  ^)»  P  Ia  pression  hydrostatique  au  même  point»  7  la  force  accélératrice  qui 
sollicite  la  molécule  m,  et  X ,  Y,  Z  les  projections  algébriques  de  la  force  f 
sur  les  axes  coordonnés.  En  choisissant  pour  variables  indépendantes  les  coordonnées 
^  t  J  f  ^  i     on  aura  [yoy.  la  page  s4  du  second  rolume] 


(0 

%-'-■ 

et  par  suite 

(«) 

dp=p{: 

rdas+rdvH 

VZdt). 

Or,  pour  que  Ton  puisse  trouver  une  fonction  p  de  x^  y,  z  propre  à  vérifier  la 
formule  (a) ,  il  est  nécessaire  que  le  second  membre  de  cette  formule  soit  une  difiS&ren- 
tielle  exacte ,  et  que  Ton  ait 

(3) 


rf(pr)  _  rf(pz) 

d{pZ)  _  d{pX) 

à{?X)  _ 

__  rf(py) 

dt               dj      ' 

dx                   dz 

Ay 

dx 

Donc  les  conditions  (3)  devront  être  remplies  dans  le  cas  d'équilibre.  On  peut  ajouter 
que  ces  conditions  sufliront  pour  assurer  Téquilibre ,  si  le  fluide  est  .contenu  dans  un 
vase  fermé  de  toutes  parts ,  pourvu  que  la  paroi  du  vase  soit  capable  de  supporter  en 
chaque  point  la  pression  exercée  contre  elle.  Si ,  au  contraire  •  une  portion  de  la  surface 
qui  termine  la  masse  fluide  ,  est  libre  et  soumise  à  des  pressions  extérieures ,  il  sera  né- 
cessaire, pour  Téquilibre,  non -seulement  que  les  conditions  (3)  se  trouvent  vérifiées» 
mais  encore  que  Ton  puisse  satisfaire  à  l'équation  (2)  par  une  valeur  de  p  qui ,  pour 
chaque  point  de  la  surface  libre  du  fluide,  soit  précisément  équivalente  à  la  pression  ex- 
térieure en  ce  point.  Donc,  si  la  surface  dont  il  s'agit  est  représentée  par  l'équation 
F(^»7,  2)  =  o  ,     et  la  pression  extérieure  par     P^     il  faudra  que  les  formules 
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(  »a9  ) 

(4)  F(x,j,z)=o.  (5)  p  =  P      . 

subsistent  simaltanément ,  c'est4i-dire  que  la  valeur  de  z ,  tirée  de  l'équation  (4) , 
vérifie  l'équation  (5) ,    p     étant  Tune  des  fonctions  que  détermine  la  formule  (2). 

Considérons  maintenant  le  cas  où  la  masse  fluide  est  en  mouvement  :  et  soient ,  au 
bout  du  temps  t,  »  la  vitesse  de  la  molécule  m  correspondante  aux  coordonnées 
^fj»  ^f  "^  là  force  accélératrice  qui  serait  capable  de  produire  le  mouvement  effectif 
de  celte  molécule ,  enfin     u,  v  ,  w    et     SQ»  ç^f  %     '©»  projections  algébriques  de  la 

vitesse  &>  et  de  la  force  accélératrice  4^.  Prenons  d'ailleurs  pour  variables  indépen- 
dantes les  coordonnées  x  ,  y,  z  ,  et  le  temps  t.  Les  formules  (1  )  devront  être  rem- 
placées par  celles  que  Ton  en  déduit ,  quand  on  substitue  à  la  forée  accélératrice  <p  la 
résukante  de  cette  force  et  d'une  autre  qui  serait  égale  mais  directement  opposée  à  ^ , 
c'est4i-dire »  en  d'autres  termes,  quand  on  remplace  les  quantités  X ,  Y,  Z ,  par 
les  différences  X  —  S^,  Y  —  ?T»^  —  2s>-  ^^  ^^^^  ^^^^ f  ^«Q*  1®  c®*  ^"  mouve- 
ment de  la  masse  fluide , 

P  désignant  toujours  la  pression  hydrostatique  au  point  {x,y,  e).  Soit  d'ailleurs  At 
un  instant  très-court  compté  à  partir  de  la  fin  du  temps     t ,    et  représentons  par 

Ax,  AjTt  Az,  àp,  Uu,  At),  ^Wy 

les  accroissements  que  prendront ,  pendant  cet  instant  »  les  valeurs  des  quantités 

X,  y,  -/,  p,  a,  tJ,  w 

relatives  à  la  molécule    m .     On  aura  sensiblement 

{i)  Ax  =  aAr,  ljr  =  vàiy  ^z=.wM. 

De  plus»  la  densité  p  étant  fonction  de  x,  y ,  z^  t^  si  l'on  pose,  pour  plus  de 
commodité , 

on  trouvera  *  -  ' 

Ap  =  f{x  4.  Ax,:r  4-  ^ïf  2  +  A^*  <  4-  ^0  —  /(-^^j^^*  «)  > 

ou  k  très-peu  près 
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~(        rff  "^  rfx         "*■  rfy  "^  rfï  P 

On  aura  donc ,  en  considérant    ^  t    comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre ,  et 
négligeant  le»,  quantités  infiniment  petites  d'un  ordre  supérieur  au  premier 


(8) 


^'=fê+"â+«l+-'.ï)". 


On  trouvera  de  Bénie  •  en  remplaçant ,  dans^  Téquation  (8)  >  la  densité    p    par  le»  viteMes 
Up  V ,  Wf    ifxi  aont  encore  dca  fonctiona  de    x,  j»  t,  $, 


(9) 


(du  .  du  ,  du  ^  du\ 
Idv  .  dv  ,  dv  .  dv\ 
(dm   ,       dm   ,       dm   .       dm\ 


£ofin  ,  comme ,  pour  obtenir  les  projections  algébriques      %  »  ?T>  ^    ^®  '^  f^^^ 

accélératrice     ^,     il  suffira  de  diriser  par     àt    les  accroissements  infiniment  petits 
^u,  ^v,  ^w,    on  tirera  des  formules  (9) 


(iO) 


du    .       du    .       du    .        du  ^       dv    ^       dv    ,       dv    ,        dt 

"^        dt  dx  djr    *        dz  ^        dt     *       dx  dy  dz 

^        dw    .       dm    ^      dw    ,        dw 


et  par  suite  les  équations  (6)  donneront 

dp          i  ^       du  du  du  du\ 

,     .                       }       dp          (  ^        dv  dv  dv  dv) 

dp          {„        dw  dw  dw  dw) 

«s           (             dt  dx  dy  dz  ) 
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Concevons  à  présent  que  Ton  désigne  par  y  et  par  v  (i  -|-  oâI)  le  volume  infi- 
niment petit  sous  lequel  la  masse  m  se  trouve  comprise,  i.""  à  la  fin  du  temps  t , 
9.*  à  la  fin  du  temps  f  +  ^^*  La  valeur  numérique  d^  la  quantité  positive  ou  négative 
e^t  servira  de  mesuré  à  ce  qu^on  doit  nomtner  la  dilatation  t>u  la  condensation  du 
Yolume  V  pendant  l'instant  Ae.  De  plus,  la  masse  m  se  trouvera  exprimée  à  la 
fin  du  temps     t    par  le  produit 

et ,  è  la  fin  du  temps     t  +  àt,     par  le  produit 

Cela  posé ,  comme  cette  masse  ne  saurait  changer  de  valeur  avec  le  temps  »  on  aura 
nécessairement 

et  par  suite 

0  +  — 77=0; 

puis  on  en  conclura  »  en  ayant  ^ard  k  la  formule  (8) , 

D'ailleurs  »  comme  les  trois  produits 

{i5)  uMy         vMy         wM 

représentent  les  déplacements  très-petits  de  la  molécule  m ,  parallèlement  aux  axes 
coordonnés,  pendant  l'instant  M,  il  est  clair  qtt*il  suffira  de  substituer  ces  trois 
produits  aux  quantités  S  ,  »  ,  ^C  dans  la  valeur  de  v  déterminée  par  l'équation  (55) 
de  la  page  (6Ç)  du  second  volume  pour  obtenir  la  dilatation  Oit  du  volume  v.  On 
aura  donc 

dx      ^       dy       '^       dz         * 
ou  plus  simplement 
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Par  conséquent  la  formule  (12)  donnera 

,    _.  dp  dp  dp.  dp  (du         dv    ,    dw\ 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

Enfin,  si  Ton  désigne  par  Vo  et  par  Vo(i  4-^)  =  ^  les  volumes  infiniment  jelils 
sous  lesquels  la  masse  m  se  trouve  comprise  »  i."*  à  l'origine  du  mouvement,  2.''  5  la 
fin  du  temps  t ,  la  valeur  numérique  de  la  quantité  positive  ou  négative  u  servira 
de  mesure  à  ce  qu'on  doit  nommer  la  dilatation  ou  la  condensation  du  volume  de  I9 
molécule     m     pendant  le  temps     t  ;     et  l'on  aura  sensiblement 

(d'j    ,       d'j    .       d'j    .        dM\ 

Av    représentant  l'accroissement  de    v    pendant  l'instant     M  ;     puis  on  en  conclura 

dM    .       d\}    .       fi'^    ,        ^y 
^  ^^  dt  ^     dx^       dy    ^        dt 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

,   ^^  tÎM    .       ^v    ,        dM     .         elxj        du    ^    dv     ,    dw 

^      '  dt  ^^     dx    ^       dy  ^         dz        dof  ^  dy  ^^  dz 

Soient  encore 

a?  — Ç,  y  —  rij  z  —  ^ 

les  coordonnées  initiales  de  la  molécule  m  ,  c'est-à-dire,  de  la  molécule  qui  coïncide 
au  bout  du  temps  t  avec  le  point  {x^j,z).  Les  trois  quantités  H,  u  ,  ;;  servi- 
ront à  mesurer  les  déplacements  de  la  molécule  m  pendant  le  temps  i  ,  parallèle- 
ment aux  axes  des  a; ,  j,  s  ;  et ,  pendant  un  instant  infiniment  petit  \i  compté  à 
partir  de  la  fin  du  temps  t ,  ces  mémos  déplacements  recevront  des  accroissements 
égaux  aux  trois  produits 

{dl     ,        d\  dl     ,         r/Ç\ 
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Or,  en  divisant  ces  produits  par     A(,     on  devra  retrouver  les  vitesses     u,v,  w     pa- 
rallèles aux  axes.  On  aura  donc 

dii    ,       di  dl  di 


(>9) 


dn     ^        dn     .        du     .         du 

dia    .       dK     ^        dK     .         d^ 

Jf  7       ^a;  ^^      dy<  ^    •     dz        .-•<..■ 


Ces  trois  dernières  équations  serviront  à  déterminer  Ç  ,  >i  .  ç  lorsqu'on  sera  parvenu 
à  exprimer  les  vitesses  u  ,  v  ,  te;  en  fonction  des  quatre  variables  indépendantes  x  , 
r,  s,  «. 

Les  formules  générales  que  nous  venons  d'établir  subsistent  dans  toute  l'étendue  d'une 
masse  fluide  en  mouvement.  Mais  il  en  est  d'autres  qui  sont  relatives  aux  surfaces  par 
lesquelles  cette  masse  peut  être  limitée.  Supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  la  masse 
fluide  soit  terminée  par  deux  surfaces,  savoir  %  li^  une  surface  invariable  qui  s*appuie 
contre  la  paroi  d*ùn  vase ,  et  qui  soit  représentée  par  Féquation 

(«o)  f(a?,j^,«)=o; 

2.**  une  surface  libre  soumise  à  une  pressio^i  extérieure  iP  ^  .  et  représentée  à  l'origine 
du  mouvement  par  l'équation 

(ai)  Y[x,y,z)=o. 

Enfin  admettons  que  chacune  de  ces  surfaces  renferme  constamment  les  mêmes  molé- 
cules. Dans  cette  hypothèse ,  une  molécule  située  sur  la  surface  invariable  et  corres- 
pondante aux  coordonnées  x  ^  y  y  z  ^  aura  sa  vitesse  dirigée  suivant  une  droite  tan- 
gente à  la  surface.  Donc  celte  droite  et  la  normale  à  la  surface  comprendront  entre  elles 
un  angle  droit  dont  le  cosinus  sera  nul.  D'autre  part ,  comme  les  demi-axes  des  x^y  ,z 
positives  formeront  avec  la.  vitçsse  de  la  molécule  des  angles  dont  les  cosinus  seront  pro- 
portioQucIs  à 
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^fejfejfe,  gj^^^h^T-  *•  «ng'^  doDirles  cosinus  seront  propor- 
,,h  "y  U  normale  et  la  vitesse  sera  proportionnel  à  la  somme 

:.x  ày  dz 

'k*«<^<^  ^u^aroc  celle  somme.  Donc,  pour  tous  les  points  de  la  surface 
.  «^   K«iM        ^  ^^  ^  mémo  temps  les  deux  équations 

{  dx        ^*         d}  ^  dz 

v^l  «IIS  molécules  comprises  dans  la  surface  libre,  leurs  coordonnées     x,  y,   z 
J^^nMit»  au  bout  du  temps     t ,     vérifier  simultanément  les  deux  équations 

^,y  F(a5  — Ç^jr  — „,«  —  ?)  =0,         p  =  P. 

\\  est  bon  d!observer  que-,  si  Ton  désigne  par  «o  »  v^ ,  Wo  les  valeurs  initiales  d^ 
u  ,  V  ,  tv  p  c'est-à-dire,  les  vitesses  initiales  de  la  molécule  qui  coïncide,  non  pas  au 
bout  du  temps  i ,  mais  à  Torigine  du  mouvement,  avec  le  point  (x,^, s)  ,  on 
Aura  nécessairement  pour  tous  les  points  de  la  surface  invariable 

(»4)  "• — Ji ^"*'* — Ty        ^^"'«      It       -°' 

et  que  l'on  pourra  en  conséquence  remplacer  les  équations  (as)  par  les  suivantes 

Plusieurs  des  formules  qui  précèdent  se  simplifient  dans  le  cas  où  les  déplacenaenU 
S  »  ^  »  2; ,  les  vitesses  u  ,  v  ,  w  ,  et  la  dilatation  v  du  volume ,  conservent  cons- 
tamment des  valeurs  très-petites.  Supposons  en  effet  que  ces  diverses  quantités  »  et  par 
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suite  leurs  dérivées  »  prises  par  rapport  aux  variables    Xy  jfit  z  ,  i,.    soient  considérées 
comme  infinimeot  petites  du  premier  ordre.  Alors  on  tirera  des  formules  (ii),  (i8)  et 
^19),  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre  » 


(a6) 

;:=^i- 

X- 

■7.) 

■    i-'V-i)- 

d*=^ 

(»7) 

d\>         du    ^    dv    ^    dm 
dt        dx"^  dy"^  dt' 

(28) 

di 

dt  ~ 

«. 

dn 

dt  =  "  • 

dX, 
dt 

w , 


Dans  le  même  casj  les  projections  algébrique»  de  la  vitesse  initiale  de  la  liioléQuIe  (|ui 
coïncide  au  bout  du  temps  (  avec  le  point  {x^jr,  z)  différeront  très*pei|  des  pro- 
jections algébriques  Uo  #  Vo  »  w^o  de  la  vitesse,  masurée^  à  TorigiM  du  mouvement  au 
point  (x,  j,  z)  ,  c'est-à-dire,  que  la  diff!érenee  sera  une  quantité  infiniment  petite 
d*un  ordre  supérieur  au  premier. 


§  3.  Sur  VéquUibre  et  U  mouvement  de$  Ufuidcs  oh  fluides  ineompressibUs. 

Considérons  un  liquide  ou  fluide  incompressible^  soumis  à  la  force  accétëratrice  ^ . 
Si  ce  liquide  est  en  équilibre >  la  pression  cori:espondante  au  pqint  {x,j,  z)  sera  dé^ 
terminée  par  la  formule  (d).  Si  aa  contraire  ce^  liquide  est  en  mouvement ,  la  densité  de 
chaque  molécule  devant  rester  invariable,  la  valeur  de  Ap  déterminée  par  l'équation 
(8)  dievra  s'évanouir  ^  et  par  conséquent  on  obtiendra  la  formule 

en  vertu  de.kiqQeUe  HéqmtioD  (i5)  ae-  trouvera  réduite  k  eelte  qui  exprime  qu'an*  été- 
ment  du  vohioM  ne.  varié*  pas  avec  le^empa,  e'est^à^lres  è^ 

^^^  d^  +  ify+7;=''' 

Alors  les  formules  (11),  (29)  »  (3o)  seront  les  seules  qui  subsistent ,  dans  toute  l'étendue 
de   la  masse  fluide  entre  les  cinq  inconnues     p  ,  p  ,  u  ,  v  ,.  vi     considérjée$  comme- 
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fonctions  des  variables  indépendantes     o:  ^  y  y    z,   i.     Dans  le  cas  particulier  oix  les 
vitesses     u,  v,  w    demeurent  constamment  très-petites,  les  formules  (ii)  peuvent 
être  remplacées  par  les  formules  (26). 

Supposons  maintenant  que  le  fluide  incompressible  soit  homogène.  Alors  la  densité  p 
deviendra  constante;  et,  si  l'on  ajoute  les  équations  (26)  après  avoir  différencié  la  pre- 
mière par  rapport  h  x ,  la  seconde  par  rapport  à  y ,  la  troisième  par  rapport  à  z  , 
ou  trouvera  »  en  ayant  égard  à  la  formule  (3o) , 

Telle  est  l'équation  ù  laquelle  doit  satisfaire  la  pression  p  dans  un  liquide  homogène 
et  en  mouvement ,  lorsque  chaque  molécule  a  toujours  une  très-petite  vitesse.  Dans  le 
même  cas»  en  désignant  par  t<o  >  t^o  •  tz'o  les  projections  algébriques  de  la  vitesse 
mesurée  à  l'origine  du  mouvement  au  point  ce,  j,  z^  c'est-à-dire,  les  valeurs  de 
u,  V  ,  Ts     correspondantes  à     f  =  0  ,     on  tirera  des  équations  (2G) 


(3») 


«=«-+/:(^-7è)'"-    — •+i:'(''-r$)'". 
»=..+/:(^-iè)... 

et  des  équations  (98)    . 

(33)  i=Judt,         TizzzCvdt,  X,=  Cwdi. 

Les  formules  (3i)  et  (3a)  se  simplifient  dans  le  cas  où,     X  ^  Y ^  Z    étant  des  fonc- 
tions des  seules  variables    x  ,  jr ,  z  ,     l'expression 

(54)  Xdx+Ydj  +  Zdz 

devient  une  différentielle  exacte.  Alors ,  pour  convertir  l'état  initial  en  un  état  d'équi- 
libre ,  il  suffirait  d'anéantir  les  vitesses  initiales  des  molécules  liquides ,  et  de  remplacer  à 
l'origine  du  mouvement  la  surface  libre  du  liquide  par  une  surface  invariable.  Soit 
^    la  pression  relative  à  l'état  d'équilibre  dont  il  s'agit.  On  aura 

(35)  dq}  =  p{Xdx+ydy  +  Zdz)  , 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 
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d^  rf$  rf$ 

(36)  -^  =  PX,         -r-=,Y,  -r-=,Z, 


et  par  conséquent 

IdX         dY         dZ\d*9         rf'g         rf'g 

Donc ,  si  l'on  lait  pour  abréger 

(37)  9~P=", 

les  équations  (3i)  et  (32)  deyiendront 


dx*  dy*      "^    dz*  ' 

d  f\fdt  d  r^rdi  d  r^dt 

(59)    «  =  „.+  _—__,     „==„.  +  _—_-,     „  =  „.  +  __-_. 
Par  suite  les  formules  (35)  donneront 

d  r  r^rdi'  d  r  r^dr 

1  J    nJ    o  ,1  J    oJ    o 

(4o) 

^  r  r\rdr 

;  =  'i'o«  ^ :3 

p  as 

Ajoutons  que ,  si  la  masse  liquide  est  terminée  par  deux  surfaces  »  Tune  invariable  et  re- 
présentée par  l'équation  (20) ,  l'autre  libre ,  mais  soumise  à  une  pression  extérieure  P, 
et  représentée  à  l'origine  du  mouvement  par  l'équation  (ai)»  on  aura»  pour  tous  les 
points  de  la  surface  invariable,  en  vertu  des  formules  (25)  et  (39) , 


(40 


dî{w,y,z)     d  r^dt  dî{x,y,z)     d  Ç' ^dt  .  dî{x,y,z)      d  f  wdt 

rLi I ±1 i . ±:^ =  0, 

dx  dx  dy  dy  dz  dz 

III.'ANNÀB.  ï8 
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tandis  que  Ton  aura ,  pour  tous  les  points  de  la  surface  libre  ^  en  vertu  des  formules 

(îi5),(37)et(4o), 

(42)  F(a5  — Ç,jr  — „,2  — ç)  =  o,         ^  =  $-/>, 

ou ,  ce  qui  revient  au  môme, 

I 

d\    \  ^dr  dfl  zrdr  dj    I  irA> 

Flx-ttol -T fy-V^t -^ ,  Z'-Wot T (=0, 

(43)  ^  ^  P  ?         y  ? 


zr 


=  f-P. 


Gela  posé ,  pour  obtenir  la  fonction  de  x  ^  y  qï  z  désignée  par  •-  »  il  suffira  d'in- 
tégrer l'équation  (38) ,  en  déterminant  les  fonctions  arbitraires  de  manière  à  remplir  les 
conditions  (40  et  (43).  De  plus»  la  fonction  v  étant  connue»  on  déduira  immédia- 
tement des  formules  (37)»  (39)  et  (4o)  les  valeurs  de  la  pression  p,  des  vitesses  «, 
V  ^  w  ^    et  des  déplacements     £  »  1  »  C. 

Pour  montrer  une  application  des  formules  que  nous  venons  d'établir»  considérons  un 
liquide  homogène  dont  les  molécules»  uniquement  soumises  à  la  force  g  de  la  pesan^ 
leur»  conservent  pendant  toute  la  durée  du  mouvement  des  vitesses  très-petites;  et  con- 
cevons que  »  l'axe  des  z  étant  vertical  »  l'ordonnée  z  se  compte  positivement  de  bas 
en  haut.  Supposons  en  outre  que  le  liquide  repose  sur  un  plan  horizontal  représenté  par 
l'équation 

(44)  z  =  -h. 

que  sa  surface  libre  supporte  une  pression  constante  désignée  par  P»  et  que  cette 
même  surface»  à  l'origine  du  mouvement,  s'écarte  très- peu  du, plan  des  »»  j^» 
Soient  enfin 

(45)  z.=  Y{x,y) 
l'équation  inilîale  de  la  surface  libre»  et 

(46)  Wo  =  i[x.y) 

la  valeur  de  w.  correspondante  à  z  =  o.  Les  fonctions  f{x,y),i{x,y)  auront 
de  très-petites  valeurs  numériques»  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  coordonnées  »,  y  ; 
et  »  comme  on  trouvera 

^  =  0»         y  =  o,        Z  =  — g» 
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la  formule  (35)  donnera 

(47)  d<S  =  ^S9dz. 

Or  cette  dernière  équation  sera  vérifiée  «  si  l'on  prend 

(48)  <S  =  P^gfZ. 

Cela  posé,  les  formules  (40  et  (49)  deriendront 

dr^dt 

(49)  s  =  — A,  ^- =  0, 

et 

(50)  «  — î;  =  F(a?  — Çjj'  — >i),  vr  =  ^gpz. 

De  plus,  les  déplacements     ç,  n     devant  rester   très -petits,   ainsi  que  la   fonction 
F(x,j^)  »     on  pourra,  sans  erreur  sensible,  réduire  la  première  des  équations  (5o)  à 

(5i)  ^-Ç  =  F{a?,y); 

et,  comme  la  troisième  des  formules  (4o)  donnera  à  très-peu  près,  pour  des  valeurs  de 
;;    peu  différentes  de  zéro , 

d  r  f\dî- 

(5«)  ç  =  i^ix.y)  + 1  -^il^^ , 

on  tirera  de  l'équation  (5i) 


.  'fX-'^' 


(55)  z  -  -  -^^^^ =  V{x,y)  +  t${x,y). 

D'ailleurs,  si  l'on  élimine  z  entre  la  formule  (53)  et  la  seconde  des  équations  (5o), 
on  obtiendra  la  suirante 

(54)  '+e        jl =-8(>  in^-y)  +  «/(*.  7)] . 

qui  restera  sensiblement  exacte  pour  de  très -petites  valeurs  numériques  de  z  ,  et  par 
conséquent  pour  z==o.  Donc  l'on  déterminera ,  dans  l'hypothèse  admise ,  la  fonc- 
tion de  X  9  y  »  z  désignée  par  v  ,  en  intégrant  l'équation  (58) ,  de  manière  que  la 
condition  (54)  soit  vérifiée  pour     z  =  o  ,     et  la  condition 
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(  »4o) 

d  fwdt 

(55)  -^V-  =  «' 

pour  s  =  — /i.  On  fixera  ensuite  la  valeur  de  la  pression  p,  en  un  point  quel- 
conque de  la  masse  liquide»  à  l'aide  de  la  formule  (37) ,  ou  plutôt  de  la  suivante 

(56)  pz=P^gpz^^, 

puis  les  valeurs  de  u  ^  v  ,  w  ,  i  ,  ^i  t  ^  à  l'aide  des  formules  (3g)  et  (4o).  Ajoutons 
que  la  surface  libre  du  liquide  sera  représentée ,  au  bout  d'un  temps  quelconque  t , 
par  la  seconde  des  équations  (5o) ,  qui  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

(57)  5  =  —  —  . 

Si,  pour  plus  de  simplicité»  on  supposait  les  vitesses  initiales  Uo ,  Vu  1  vr^  réduites 
à  séro»  la  fonction  jf{x,jr)  étant  alors  nulle»  Téquation  (54)  se  présenterait  sous  la 
forme 


l_  J  oJ  9 

P 

tandis  que  les  formules  (39)  et  (4o)  donneraient 


(58)  tr  +  _ ^^2 =  _  gp¥{x.y) , 


d  i  vdt  d  Cvdt  d  r  vdt 

^  "'  p  dx        *  p  ^y         *  p  dz 

et 

d  \      \    ^dr  d  wdt-  d  irrfP 

(60)     «  =  - TT »  «  =  -- :r .     ç  =  - 


</j;  P  ^  0  dz 

Nous  renverrons  à  un  autre  article  l'intégration  de  ('équation  (38) ,  ainsi  quo  l'expo- 
sition des  lois  qui  s'en  déduisent  pour  la  propagation  des  ondes  à  la  surface  d'un  liquide 
pesant.  On  peut  d'ailleurs  consulter  sur  ce  sujet  un  Mémoire  composé  en  181 5»  qui  a 
été  couronné  par  l'Institut  en  181G»  et  inséré  daus  le  recueil  des  Mémoires  des  savant» 
étrangers. 
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§  5.  Sur  CéquUibre  et  le  mouvement  des  fluides  élastiques. 

Soit  donné  un  fluiile  élastique  soumis  à  la  surface  accélératrice  f.  La  densité  p  , 
en  un  point  quelconque  {os^y,z)  de  ce  fluide»  sera  proportionnelle  h  la  pression  p  , 
c'est-à-dire ,  que  Ton  aura 

(6i)  P  =  kp, 

k  désignant  un  coeflicient  qui  dépendra  uniquement  de  la  température  correspondante 
au  point  dont  il  s'agit.  Gela  posé ,  considérons  un  état  d'équilibre  ou  de  mouvement  de 
la  maAae  fluide»  dans  lequel  la  température,  connue  en  chaque  points  ne  varie  pas  avec 
le  temps,  k  sera  une  fonction  déterminée  de  x  ^  y,  z  ;  et  la  pression  p  ,  si  le 
fluide  est  en  équilibre,  se  déduira  de  la  formule 

(6a)  dl{p)=k{Xdx^Ydz  +  Zdz) 

que  produit  Télimination  de  p  entre  les  formules  (2)  et  (61).  Au  contraire ,  si  le  fluide 
est  en  mouvement ,  les  cinq  inconnues  p  ,  p  ,  u ,  v  ,  iv  devront  vérifier  les  cinq 
équations  (11)»  (16)  et  (61),  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs  attribuées  aux  va- 
riables indépendantes  x ,  y,  z  ,  t.  Dans  le  cas  particulier  ob les  vitesses  u  ,  v  ,  w 
.  demeurent  constamment  très-petites»  les  formules  (11)  peuvent  être  reo^pl^cées  parles^ 
formules  (26) ,  desquelles  on  tire»  en  les  combinant  avec  l'équation  (61) , 


(65)    -^W 


,*(^--)..i^=»(.-^).i^=*(.-5) 


da 
D'aiUeurs,  ai  l'on  élimine    p    entre  les  formules  (16)  et  (61)  »  on  trouvera 

(64)  ^'TF^^di       ^~dP       ^       dz       — ""' 
ou  »  ce  qui  revient  au  même , 

puis  »  en  considérant  les  vitesses     u ,  v  ^  w     comme  infiniment  petites  du  premier 
ordre^  et  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre»  on  déduira  des  équations 

(65)  et  (65)  combinées  mire  eHes 
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(66)      k^  +  k^{Xu-^rv-^Ztv)+J^^^  +  ^^^=o. 

Si  maintenant  on  suppose  que  les  projections  X  ,  Y ,  Z  de  la  force  accélératrice 
?  soient  indépendantes  du  temps,  on  tirera  de  l'équation  (66)  différenciée  par  rapport 
5     < ,     et  réunie  aux  formules  (63) , 


(67) 


Telle  est  Téquation  aux  différences  partielles  du  second  ordre  à  laquelle  doit  satisfaire  la 
pression  p  dans  un  fluide  élastique  en  mouremcnt ,  lorsque ,  chaque  molécule  ayant 
une  vitesse  très -petite,  la  température  et  les  projections  de  la  force  accélératrice  sont 
indépendantes  du  temps.  Alors  aussi ,  en  désignant  par  u^  ,  v»  »  ti;,  les  vitesses  ini- 
tiales ,  c'est-à-dire ,  les  valeurs  de  u ,  v  ,  w  correspondantes  à  t  =  o  ,  on  con- 
clura des  formules  (63)  et  (27) 


(p)\ 


dt. 


(68) 

w 


Quant  aux  déplacements     S  ,  ^  »  C  ,     ils  seront  déterminés ,  comme  dans  le  §  3 ,  par  les 
équations  (33). 

Les  formules  (67)  et  (68)  se  simplifient  dans  le  cas  où ,  la  direction  et  l'intensité  de  la 
force  accéli^ratrice  étant,  ainsi  que  la  température,  indépendantes  du  temps,  le  produit 

(70)  k{Xdx+rdy  +  Zdz) 

devient  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  des  seules  variables     x  ,  y ,  z.     Alors, 
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pour  oblenir  uo  état  d'équilibre  de  la  masse  fluide ,  il  suffirait  de  rendre  inTariables  les 
surfaces  qui  servent  de  limites  au  volume  qui  renferme  cette  masse ,  et  de  la  distribuer» 
entre  les  diverses  portions  du  même  volume,  de  telle  manière  que  la  densité  p-  et  la 
pression  p  correspondantes  à  un  point  quelconque  (aj»7»«)  fussent  propres  à  véri- 
fier les  formules  (61)  et  (6s).  Gela  posé»  désignons  par     $     la  valeur  de  la  pression 

p    relative  à  Tétat  d'équilibre  dont  il  s*agit.     $    sera  une  fonction  des  seules  variables 

^  *  J  *  ^  >    V^  vérifiera  l'équation 

(71)  dim=k{Xdx+rdj  +  Zdz), 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  »  les  trois  formules 

dim  d\m  rfi(Ç) 

(7«)        -^^'=*^'    -37-=*^'     -77-='^^ 

et  Ton  aura  en  conséquence 


*.(j:.  +  y. + z.)  =  A:;r -3^ + *r-^_  +  AZ-^_. 

dikX)  d{kY)  (i{kZ)  rf'l($)  rf'l($)  rfM(cp) 


T*        j_        "r         /#,  //i>i>        "t"         //»i         "r 


ds       ^       df  dz  dœ*       ^       dy*       ^       dt 

Donc,  ù  l'on  fait  pour  abréger 

(73)  I($)-I(f)=«. 

les  équations  (67)  et  (68)  deviendront 


(74)  -d^^l[^'^'d^-^^\^Tx-^^Ty^^-dl]=^-îF' 


(75) 


^     d  f  itdt  d  Cudt 


W  zzz  tTo  +  — 


I   'f',"'' 


k  dz 


Observons  d'ailleurs  que»  la  quantité     a     étant  très-petite»  l'équation  (7 5)  donnera» 
sans  erreur  sensible  » 
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(76)  _=«*=!+•, 

P 

et  que  les  pressions     $ ,  p    mesurées  au  point    {x,jrp  z)     i  ."*  dans  Tétat  d'équilibre  dont 

nous  avons  parlé  ci-dessus  ,  2.'*  dans  l'état  de  mouvement  que  présente  à  la  fin  du  temps 
t  la  masse  fluide,  seront  proportionnelles»  en  vertu  de  la  formule  (6i)  ,  aoK  densités 
correspondantes  à  ces  deux  états.  Donc  la  valeur  numérique  de  la  quantité  positive  ou 
négative  désignée  par  v  mesurera  ce  qu'on  doit  nommer  la  dilatation  ^u  la  con- 
densation du  volume  au  point  {x,y,z)  dans  le  passage  du  premier  état  au  second. 
Ajoutons  que  cette  dilatation  ou  condensation  ne  doit  pas  être  confondue  avec  celle  que 
nous  avons  désignée  par  la  lettre  u  ,  et  qui  se  rapporte  au  changement  produit  dans 
le  volume  d'une  molécule  m ,  tandis  que  la  masse  fluide  passe  de  l'état  initial  de 
mouvement  ou  de  repos  k  l'état  de  mouvement  qui  subsiste  aa  bout  du  temps     l. 

On  pourrait  encore  parvenir  aux  formules  (74)  et  (75}  de  la  manière  suivante. 

On  tire  des  formules  (03)  e\  (66) ,  en  ayant  égard  aux  équations  (72)  et  (76) , 

^")  ''Tt-d^'        ^77-'d^'  dt-li' 

Or,  si  y  après  avoir  différencié  par  rapport  à  t  la  formule  (78) ,  on  la  combine  avec 
les  formules  (77) ,  on  retrouvera  précisément  l'équation  (74).  De  plus,  il  est  clair  que 
les  équations  (75)  se  déduisent  immédiatement  des  formules  (77)  intégrées  par  rapport 
à     f     et  à  partir  de     1  =  0. 

Si  l'on  suppose  que  la  masse  fluide  s'étende  indéfiniment  dans  tous  les  sens»  il  sera 
très-facile  do  déterminer  les  fondions  arbitraires  comprises  dans  l'intégrale  générale  4e 
l'équation  (74)*  En  effet»  ces  fonctions  arbitraires   peuvent  être  réduites  aux  valeurs 

initiales  des  quantités     »     et     ~^  .     Or,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut»  la  valeur 

initiale  de  h  ,  que  nous  désignerons  par  »«  t  représentera  ,  an  signe  près»  la  dila- 
tation ou  la  condensation  que  subit  le  volume  du  fluide  élastique  au  point  («»  j,«)  , 
quand  on  passe  de  l'état  d'équilibre  ci-dessus  mentionné  à  l'état  dans  lequel  se  trouve  le 

fluide  à  l'origine  du  mouvement.  Quant  à  la  valeur  initiale  de     —  ,     elle  se  déduira 

sans  peine  de  la  formule  (78)»  et  sera»  en  vertu  de  cette  formule»  équivalente  au  po»- 

lynome 
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(79)  k{Xu,+  Yvo  +  ZtVo)  +  j 


djku,)         d(kto)         d{kwo)  1 
da      "^      dy       '^       dz       ]' 


Lorsque  la  masse  fluide  est  uoiquemeut  soumise  à  la  force  accélératrice  de  la  pesan- 
teur, alors,  en  supposant  que  l'axe  des  ;;  soit  vertical,  et  que  l'ordonnée  z  se 
compte  positivement  de  bas  en  haut ,  on  trouve 

X  =  o,         y  =  o,         Z  =  — g, 
et  par  suite  l'équation  (74)  se  réduit  à 

(k^\  </»ir      ,      d*ii      ,      d^M  dit  d^M 

Si  Ton  suppose  au  conlraire  que  la  force  accélératrice  s'évanouisse ,  l'équation  (74)  se 
réduira  simplement  à 

^     '  dx^   ^  dy*  ^  dz*  dt* 

Si  Ton  admet  de  plus  que  la  même  température  règne  constamment  dans  toute  l'étendue 
de  la  masse  fluide ,  la  quantité  k  deviendra  indépendante  des  variables  x  ,  y  ,  z  , 
et  la  formule  (78)  donnera 

y«  V  du         du    ^    dv    ,    dw 

(»»)  7F  =  ^  +  Ty  +  7;'' 

puis  on  conclura  des  équations  (27)  et  (82) 

rfy  dit  ^ 

et  par  conséquent 

(84)  U=¥  —  ITo. 

Alors ,  si  l'état  initial  de  la  masse  fluide  est  un  état  d'équilibre ,  on  aura  «0  =  0,  et 
par  suite 

(85)   .  y  =  »; 

ce  qu*il  était  facile  de  prévoir. 

III.^AllHàE.  »9 
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§  4*  Sur  U  mouvement  de  la  chaleur. 

GoDcevons  que  l'on  demande  réquation  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  un  corps 
solide  ou  dans  l'espace.  Supposons  d'ailleurs»  comme  dans  Tartide  précédent ^  que  le 
calorique  est  un  flujde  qui  pénètre  tous  les  corps ,  et  dont  chaque  molécule  se  meut 
toujours  à  partir  d'un  point  donné  {x,j^z)  dans  la  direction  suivant  laquelle  le  dé- 
croissement  de  la  densité  est  le  plus  considérable.  Admettons  enfin  que  la  quantité  de 
chaleur,  qui ,  pendant  un  instant  très-court  M  ,  traverse  un  élément  de  surface  per- 
pendiculaire à  cette  direction,  est  proportionnelle  au  module  du  décroissement  dont  il 
9*agit.  Si  l'on  désigne  par  <^  et  p  la  vitesse  et  la  densité  du  fluide  au  point  ip^y^^) 
au  bout  du  temps  t ,  puis  par  u  ,  v  ,  w  les  projections  algébriques  de  la  vitesse  &> 
sur  les  axes  coordonnés,  on  aura  [v.  la  page  is5] 

(86)    .  P«  =  -A:^.  P— ^^.  P«'  =  -^è. 

k  désignant  un  coefficient  positif,  qui  sera  constant  si  le  calorique  se  meut  dans 
Ttispacc  ou  dans  un  corps  homogène ,  et  qui ,  dans  le  cas  contraire ,  mesurera  la  con- 
ductibilité du  corps  échauffé  au  point  [x^y^z).  Or,  si  l'on  substitue  dans  la  formule 
(16)  les  valeurs  des  produits  ^u  ,  pv  ,  pw  tirées  des  équations  (86)  »  oa.ea  coQçlura 
immédiatement 

^     Jk±]     4k'-;)     4k^) 

dt  dx  '^  dy  '^  dz  ' 

Dans  le  cas  particulier  où  le  coefficient  k  a  une  valeur  constante ,  c'est-à-dire ,  in- 
dépendante  de     œ  ^  y  et  z  ,     l'équation  (87)  se  réduit  à 

^     ^  dt  \dx*  ^  dy^   ^  dz^  j 

Les  formules  (88)  et  (87)  coïncident  avec  celles  qui  ont  été  données  par  MM.  Fourifor 
et  Poisson,  quoique  l'hypothèse  admise  dans  cet  article  relativement  à  la  propagation  de 
la  chaleur  diffère  ^a^entiellçment  de  celles  que  ces  deux  géomètres  ont  afloptées,  et  sui- 
vant lesquelles  le  calorique  serait  un  fluide  qui  s'échapperait  par  rayonnement  dans  toutes- 
les  directions  possibles  de  chacune  des  particules  d'un  corps  échauffé. 

Je  montrerai  dans  un  autre  article  Tanalogie  qui  existe  entre  la  propagation  da  ca- 
lorique  et  la  propagation  des  vibrations  d'un  corps  entièrement  dépourvu  d'élasticité» 
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SUR  LES  DIFFÉRENCES  FINffiS  DES  P^JISSANCBS  ENTIÈRES 

D'UNE  SEULE  VARIABLE. 


aoooc 


Ou  sait  que  la  différence  finie  a^'cb"  d*une  puissance  entière  de  la  variable  x 
s'évanouit  dans  le  cas  oh  l'ordre  m  d^  la  différence  finie  est  inférieur  à  l'exposant 
n  de  la  puissance.  Dans  le  cas  contraire,  A"'a:''  se  réduit  à  un  polynôme  en  x  du 
degré  n  —  m.  Or,  parmi  les  moyens  à  l'aide  desquels  on  peut  déterminer  les  coef- 
ficients des  diverses  puissances  de  x  dans  ce  polynôme ,  l'un  des  plus  simples  est  cc^ui 
que  fournit  le  calcul  des  résidus ,  et  que  nous  allons  indiquer  en  peu  de  mots. 

Gomme  on  a  généralen^ent ,  en  supposant  le  nombrq  n  entier ,  et  le  signe  £ 
relatif  à  la  variable     z  , 


(•) 

on  en  conclut 

(«) 

la  caractéristique     û.     étant  relative  à  la  variable     x  ;     puis ,  en  ppsa(ft  pour  abréger 
^x  =  h ,     on  trouve 

(5)  ^'-x-=r.,.d...nL   \(,„j.))     > 

Concevons  maintenant  que  l'on  développe  les  deux  fonctions 

suivant Jes  puissances  ascendantes  de    z  ,    et  faisons 

iH 1 =r  +  -l    =i+M.z  +  M,z*  +  Mzz'  +  eic.... 

i*a  i.ar5  y 
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Pour  obtenir  le  résidu     O      .,   ^!^^  ^^    ,     il  suffira  de  chercher  le  coefficient  de     r""'" 
dans  le  déyeloppement  du  produit 

et  par  suite  l'équation  (3)  donnera 

(5)  A*"  a?"  — 

n(n-i)...(n-m+i)/i'"a?«-'"+n(n-i)...(n-m)itf,A'«+»a?''-'«-»  +  ...  +  n(n-i)...5.a.i.Af„_„./«". 
On  tirera  d'ailleurs  de  la  formule  (4) 

(6)  M,  =  I:L,         j»f.  =  Jl2^.         M^=^i:^Ç^,         etc., 
et  généralement 

(7)  ^'  =  ^1(7-]    teJ    \TZZI    ii.a.3.4/    •"    (i.a..p)(i.a..^)(i.a..r)(i.2..#)..  j  ' 

le  signe  S  indiquant  une  somme  de  termes  semblables  à  celui  qui  se  trouve  renfermé 
entre  les  accolades ,  et  relatifs  à  toutes  lés  valeurs  entières  positives  de  p  ,  q  ^  r  ,  *.., 
qui  vérifient  les  deux  conditions 

(8)  p4.ç4.r  +  *4....=m,         7  +  8r  +  3*  +  ...  =  /. 
Si ,  dans  l'équation  (5) ,  on  pose  successivement 

n  =  m^         n  =  m-|-i»         n  =  m4-2»         etc...., 
on  obtiendra  les  formules 

^"'x'"=  i.9.3...mA'«, 

^„,jjj«^,_  1.5. 3...  (m  4.  0*'""*"'(y  +  ■^)  • 


\  etc. 
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SUR  LES  INTÉGRALES  AUX  DIFFÉRENCES  FINIES 
DES  PUISSANCES  ENTIÈRES  D'UNE  SEULE  VARIABLE. 


il  —  HUll 


La  méthode  que  nous  ayons  employée  dans  Tartiele  précédent  pour  déterminer  les 
différences  finies  des  puissances  entières  d'une  seule  variable ,  peut  également  servir  à 
former  les  intégrales  aux  différences  finies  de  ces  mêmes  puissances.  Concevons ,  par 
exemple»  que,  la  liéitre  n  désignant  un  nombre  entier»  on  se  propose  d'évaluer  l'in- 
tégrale aux  différences  finies  Zâ?" ,  c'est-à-dire ,  la  valeur  de  y  propre  à  vérifier 
l'équation 

(0  Aj  =  aî«; 

et  soit     w(x)     une  fonction  périodique  de    x ,     déterminée  par  la  formule 

(a)  A»(»)  =  o. 

Op  reconnaîtra  sans  peine  que  l'équation  (i)  de  la  page  1^7»  savoir, 

(5)  x-=i.^.l...nt   ((?.4.;)) 

entraîne  la  suivante 

(4)  .    2a5»=i.2.5...n<l^-^— — ^, 
qpi  peut  être  réduite  à 

(5)  iag^=i.a.5...n<S7nrr    {{l'^^-))   +^^^^' 

En  effet,  pour  vérifier  la  formule  (5)  »  il  suffira  de  prendre  les  différences  finies  des  deux 
membres ,  et  d'observer  que  l'on  a 

Le* 


•  a.  3.«.fi 
III.*  Aififix.  so 
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...  .  -^..^^^  .....   .    --... 

Admettons  maintenant  que  l'on  développe  les  deux  fonctions 

1  1    /     ,      Az      ,     A»*»    •/      \-« 

suivant  les  pûls^aùtïéé  àsèeMlàiitèi  de'    %  ,    et  faisons 

(6)  (i +  -^ +  —.+  ...  j  ""=!+«.«  +  «.«• +  «3*»  + etc.... 
Le  résidu 

ne  «era  autre  choie  que  le  çoe$c«^nt  de    's"**"     dans  le  développement  du  produit 
T  *"(»  +T  + 1:3-+  •••)    =T  (*  +  T  +TT  +  •••)  ('+a»+«.Av+...), 

et  Téquation  (5)  donnera 

(7)  2aj»=-^^^^  +  «,aî»  +  na,fc^^^^ 

On  tirera  d'ailleurt  Ae  ta  fortHule  (^)  % 

a  a       6  ^  i.a.3.4   3o 

et  généralement  ' 

(9)  *«..=o.    ,..=(-0-  ,,t:,^ . 

m     désignant  un  nombre  entier  diftérent^-aéro ,  et     ^^     celui  des  nombres  de  Ber- 
noulli,  qui  correspond  2i  l'indice     2 m.     En  effet,  la  formule  (6)  donnera 

et ,  comtne  on  a  identiquement 
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on  trouvera  encoro  «    ^      '  '"  "^     _, 

(i  i)  «/=—  c-  -r:; — rr  ttttvT  =  o 


:    -''  c"^  -'^  ^••■*^  /"  --^^  :    •■  ■ 


M^   • 


Or  OD  condara  de  la  formule  (i  i)  »  i.*  en  remplaçant    l    par     a  m  —  i  » 


atm-,  =0 ,  '!«»:•  ■  t. 


a."^  en  remplfç^nt    <    jmip     am,    «t    ^    par     sf)/^, 
ou,  ce  qui  revient  au  iftaii ,  ' 


rf.-  '•*"• 


t  .  ^rmt  être  rédilH  k  zéro  apirès  les  Affâ'eMiations  ;  et,  cbmoie  'Fdqaation  (7iiy^«  la 
page 649  ^  plumier  Tolume  ddonera  '  i  • -^  •    -  .é-'u. -r»-.-.    ■ 

(•4)  ^-31^^  =— •"'^' 

il  est  clair  que  la  formule  (i3)  entralpQra  la.açcoAde  4§9  ^quaUoi]\3  (9).  Ajontop^  que.de 
la  formule  (la)  combinée  avec  Téquation  (ai)  de  la  page  3oi  du  8eqoa4  wliux^  W  M^f^r^ 


(i5) 


-'-=(-'^'"*'-(4^(»  +  -^  +  3^+-) 


C^tapdsé,  réqùatiçn  (7).pàfitra  Atra  prA^ànt^  àa ta 'l'nne  dea  ferme» 
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(  i4«) 

(•8)  ^«'"='(*)+-^îTJr-T*" 

.       ,  ■.■'-•    ,  .  ,  '     .  •  )    ■  1  "  ■  '  • .  ■  ' 

Si ,  dans  l'équation  (  1 8) ,  on  attribue  saocessiTement  an  nombre  entier    m    IfM  Talmir» 
1 ,  a  ,  S , ... ,  on  en  conclura  .         .  _  . . . 


<i9) 


2X»  = 


■   >  .,       +  ^(x) ,    etc.... 


4A» 
II  est  bon  d'obserrer  que  de  Téquation  (lo)  on  tire  directement 

(.0)  ..=si(-o^-----"-    rfr^rtr".\  i-Yi-^Yi-hY-A' 

^     '  l  (i.a.3..^)(i.a.3..r)(i.a.5..*)-.  \a/   \a.5/    \a.5.4/        ) 

le  signe  S  indiquant  une  somme  de  termes  semblables  à  .celui  qui  est  renfermé  entre 
les  accolades»  et  deyant  s'étendre  à  toutes  les  yaleurs  entières»  nulles  ou  positives 'de 
f  »  r  ,  s  » ...     qui  yérifient  la  condition 

(ai)  7  +  ar-i-5s-i-...  =f . 

Des  formules  (9]  et  (ao)  comparées  entre  elles»  il  résulte»  i.""  que,  si  l'on  étend  le 

signe.    S  '  à  toutes  les  valeurs  entières»  nulles. ou  positives»  de    q  ^   r,  ê\ qui 

vérifient  té  condition 

(««)  ?  +  ar  +  3s  +  -««  =  «w»+i  >  1  » 

on  aura 

ui)   Q(/-.).^r^.^.-,  i.a.8,..fa^r+f+,.0  /  ly/  ^i.y/.  .1..   \-  vj^;^- 

^     '      (^        '  (i.a,3..^)(i.a.3..r)(i.a.3..*)..   {%}  \a.3J    \a.3.4/'"| 

«.•  que,  si  Fon  étend  le  signef  S  à  toutes  le»  valeurs  entières»  n^lest>u  positive» de 
9  >  «*»  s«  ...     qui  vérifient  la  condition  ^ 
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(  103  ) 
(«4)  ç  +  »r4- 3*  +  '"  =  »»»» 

le  torme  correspondant  h  l'indice     tm     dans  la  série  des  nombres  de  BernooUi  sera 
<«5)  A,^  = 

^     '  P     '  (i.a.3..çr)(i.a*3..r)(i.a*3..*)..  \a/    \2.5/    \a.3.4/      ) 

Oo  a  TU,  par  œ  qui  précède,  comment,  à  l'aide  du  calcul  des  résidus,  on  peut  dé- 
terminer la  valeur  générale  de  l'intégrale  ix".  On  calculerait  avec  la  même  facilité 
la  valeur  de  l'expression 

122. ..a;", 

quel  que  f&t  le  nombre  des  intégrations  indiquées  par  le  signe  2  ;  et  l'on  trouverait , 
en  désignant  ce  nombre  par    m  , 

C     Z22  •••  #'• 

(a6)  .  2ii...g*=i.a.5..an  O   (r^n'^t))    • 

ou,  ce  qui  revient  au  même , 

(«7)  222...a?»  = 

Dans  l'équation  (27),  ^t(x)  ,  ^%{x)  , ...  w^^^{x)  ,  ^^(x)  représentent  des  fonction» 
périodiques  de  la  variable  x ,  qui  peuvent  être  choisies  arbitrairement.  Ajoutons  que , 
ii  l'on  pose 

(18)      fi4.i.4.-2l4....J*'"=i4-7ïl,,z4.7]fj,.««  + 

la  formule  (97)  pourra  être  réduite  à 


222...«*  = 


^^^    j    (»+i)...(n+m)A'"  (n+i)...(»+m.i)A«-« 
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(  i54  ) 
On  tirera  d'ailleurs  de  la  formule  (a8) 

m          ^,^           m(3m-i)          -_^                m'(m-i) 
(5o)        TfTli.  =  — —  ,      7ll)»=       'a4     ^      1fR)S= 48*'     •*^**'* 

et  généralement 

<'om,=sj,-o" ^.:st:^:^:^.^-  {TÏm-mï-\ 

le  signe    S    s'étendant  à  toutes  les  ?aleur8  eDtikres,  nollet  ou  poiilÎTes  de    q  ,  r,  $.. 
qui  Térîfient  la  coodilion  (ai). 
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SUR  LES  DIFFÉRENCES  FINIES 

ET  LES  INTÉGRALES  AUX  DIFFÉRENCES  DES  FONCTIONS  ENTIÈRES 
VmE  OD  DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 


laoojgyw 


A  l'aide  des  fonnnles  que  nous  avons  établies  dans  les  articles  précédents ,  on  déter- 
minera sans  peine  les  différences  finies  e|  les  ioti^iyales  aux  différences  finies  des  fonctions 
entières  d'une  ou  de  plusieurs  yariables.  Pour  j  parvenir»  nous  observerons  d'abord  que, 
si  l'on  fait  usage  des  notations  adoptées  dans  le  second  volume  [pages  161  et  saiv.] ,  les 
formules  (5)  et  (29)  de  l'avant-dernier  et  du  dernier  article  8fi  réduiront  aux  deux  équa- 
tions 

(ê)   2î...ai"=;« ^;^  ■'■  H-3ttr 'J^;;r^^ +..+31U»''-f-3TLi-+.AJ0»''+-. 

4Mt4a  seeen4e  pourra  encore  être  présentée  sous  la  forme 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  sous  la  suivante , 

(4)  A-'*a^"==A-'''D-'«»«  +  0lt,^--«+"D-«+'ir»+..,+JIt,«a?«  +  3f^^ 

Seulement,  pour  que  la  valeur  de  ^^...m"  fournie  par  l'équation  (a) ,  (5)  ou  (4)  de- 
vienne 4a  plus  générale  possible,  il  faudra  remplacer  les  constantes  arbitraires  comprise» 
dans  les  intégrales 

O^m^n—  rr...a?»(/flp'",  D"'"+»r''=  /V...a?»</i»'"-»,  etc.-     ^ 

par  4^  fonctions  périodiques  arbitrairement  choisies.  Quant  ^ux  coeilioienta    Mtp  if»» 
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(  i56  ) 
Mi ,  etc.. ,    STLi  •  JIl/>  f  SïLi  »  ^^c...  »    ils  se  iroaveront  déterminés  par  les  formules 

(4)  et  (aS)  des  poges  i47  et  i53,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  deux  équations 

(5)  (e-—  i)-  =  l'^ii  +M,2+M,«*+Jlf  3s'+etc )  =s~+M,«--^«+M.«'"'^*+etc. , 

Supposons  maintenant  que,  dans  la  formule  (i)  ou  (4)  »  on  remplace  successivement 
Texposant  n  par  les  suivants  n+  i  »  n-|-  t ,  .....  et  que  Ton  combine  par  voie 
d'addition  les  formules  ainsi  obtenues ,  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par  des 
coefficients  donnés    A  ,  B ,  C  ,  ...     Alors ,  en  faisant  pour  abréger 

(7)  tf  =  -rfCB»  +  J?»"*'  +  C»"*»  + ...  , 
on  trouvera 

(8)  A'-a=A'"D'"tt+Jlf.A'«+'D'""*'«tt+Af.A'"+»D'"*»tt+M3A'"+5D'»-^»tt+ctc..., 
et 

Comme  on  peut  d'ailleurs ,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (7] ,  fixer  arbitraik'e- 
ment  le  nombre  des  termes ,  et  réduire  l'exposant  m  h  xéro ,  la  valeur  de  u  que 
cette  équation  détermine ,  pourra  être  une  fonction  entière  quelconque  de  la  variable  x. 
Donc,  pour  développer  les  différences  finies  ou  les  intégrales  aux  diflférences  finies  d'une 
semblable  fonction  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  quantité 
h  =  ekx  ,  il  suffit  de  recourir  aux  formules  (8)  et  (9).  De  plus,  comme  dans  ces  der- 
nières les  coefficients     ilf ,  ,   Jf , ,  ...  SlfCi  *  dTC»  •   etc doivent  étre][déduits  des 

équations  (5)  et  (6) ,  on  trouvera  encore 

.V  .m  f    hD         \m 

(10)  A    u=i[e      — i;     u^ 

el 

(11)  A-«=(/^-i)-%, 

pourvu  qu'après  avoir  développé  les  expressions 

(/»-.}"•«        et  (/^-,)-»« 

en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de     A  ,     et  par  conséquent  en 
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(  i57  ) 
termes  de  la  forme 

on  considère  la  lettre    D    placée  deyant  la  lettre    u    comme  une  Téritable  caractéris- 
liqae. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  suppose  m=  i ,  les  formules  symboliques  (lo)  et 
(il)  se  réduisent  à 

(12)  Att=(/^—l)tt  =  /^tt— tt, 

(i5)  A-»a=(.*^-x)-*a; 

et  Ton  en  conclut 

(i4)  Att  =  AZ)ttH D^uA —D'tt  +  etc... , 

^     '  i.a     '        '     i.a.3 

/  ^^^  k  A3  A 5 

^     '  h  a  6    a  3o  a.3.4  4a   a.5i'4.5.6 

ou ,  ce  qui  reyient  au  même , 

(16)  tt  +  Att  =  tt  +  A— -^ T-r  H 5-  -:ri-+etc., , 

^     '  ^^  ^^     rfa?  ^^  i.a     dx*     '     i.a.3     rfa?'    ^^ 

(»7)     ^««—       ^       ~  a  ^"^  6    a  (/a;        5o    a.3.4    àx^        4»    a.3.4.5.6   rf««        "• 

Il  est  essentiel  de  rappeler  que  la  constante  arbitraire,  comprise  dans  l'intégrale    jud» 

que  renfermç  l'équation  (17),  doit  être  remplacée  par  une  fonction  périodique  »  mais 
arbitraire,  de  la  variable     x. 

Concevons  à  présent  que  la  lettre  u  désigne  une  fonction  entière  »  non  plus  de  la 
seule  variable  œ,  mais  de  plusieurs  variables  indépendantes  as,  y  9  z,  •••;  et  que 
l'on  emploie  les  âractérjstiques 

D,,  DxS  Dx^...  ;        Dj,  Dj*,  D/,.-.;        D„  D.%  D,^...,  etc., 

DU 

Ax,    Ajc*,    Ax',«..;         A^ ,    Aj*,    A^^,..»;  As,    A,*,    A*',..»,  etc., 

III.*  AiiifiB.  ai 
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(  158  ) 

placées  devant  une  foDCtion  de  0,  y^  s,...  pour  indiquer  les  dérivées  partielleé  de 
cette  fonction  ou  ses  différences  finie»  ^partielles  des  divers  ordres  prises  par  rapport  k 
X  9     par  rapport  à    y ,  etc..     Alors >  en  posant 

(18)  ^œ=h,  àyz=zky  Lt  =z  i  ^  etc., 
on  tirera  de  la  formule  (10) 

(19)  A,'"tt=V,«       — ly  Up         A/a;=V,e     ^,— i/a,      etc..., 
et  par  suite 

(«o)  û,«A/.*.ti  =  ^e  )  \t     ^  —  \J  ...tt 

De  même ,  si  Ton  emploie  les  caractéristiques 

Dx-S  D*— ,  Dx-',...;        Dj-S  D^— ,  Dj-'j.-;        D.'S  i>."S  D.-S...;  etc., 
Ax-»,    A,->,    A,-',...;  Ajr—,    A,-»,    A,-S  —  ;  A.-',    A.-> ,   A.-',...  ;  «tC, 

placées  devant  une  fonction  de  cd  ,  ^  »  ^  >  •••  »  pour  exprimer  le  résultat  d'une  ou  de 
plusieurs  intégrations  indéfinies  relatives  à    as,    ou  à   ^,  ou    à    z^  ...     et  do  genre  de 

celles  que  Ton  indique  ordinairement  par  le  signe     /     ou  par  le  signe     z  ,     on  tûmiti 

de  la  formule  (11) 

e      ''^ij     u,         Aj-»a  =  V,c      ^— V     «»    etc., 
et  par  suite 
(sa)  A,--'"A^-»...ii=V,e       —  !>/     ^e       —1^      •••«. 

Il  est  important  d'observer  qu'après  avoir  développé  les  seconds  membres  des  équations 
(19),  (30),  (ai)  et  (22)  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  des  quan- 
tités h, ,  k  ,  etc....»  on  devra  1.*  considérer  D,»  Dj»  ••••  commode  véritables 
caractérisliques;  a.*  substituer  aux  constantes  arbitraires,  comprises  dans  les  intégrales 
indiquées  par  les  exposants  négatifs  de  la  lettre  D  ,  des  fonctions  périodiques ,  mais 
arbitraires. 

Concevons  encore  que  Ton  pose 
(a3)  «  — f(»,j^, »•...)  • 
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(  159  ) 
On  tirera  successivement  de  la  formule  (12) 

etc.... 

Ou  aura  donc,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  indépendantes    x  ,  y,  z  ^  ... 

(t4)  f(a4-^«»J^  +  Ay»«  +  A«»— )=«  •«• 

et  par  suite 

Donc,  si  Ton  désigne  par  au,  Taccroissement  total  que  reçoit  la  fonction  entière 
tt  =  f  (a$,j,z,...)  quand  on  7  fait  croître  simultanément  os  de  A» ,  y  de  A^  ,  z 
de  A«^  ...     on  trouvera 

Qd  aura  de  même 

A*tt  =  Ve  ^  — ij  u, 

A^a  =  V,e  — 'ly  «*» 

etc.  •  •  f 

et  généralement,    m    désignant  un  nombre  entier  quelconque, 

(27)  A'"tt  =  V,C  —  ly    u. 

Les  diverses  formules  que  nous  venons  de  rappeler ,  et  qui  étaient  déjk  connues ,  se 
trouvent  rigoureusement  établies  par  les  considérations  dont  nous  avons  fait  usage  dans 
cet  article,  tant  que  la  fonction  u  reste  entière.  Si  le  contraire  arrivait,  les  mêmes 
formules  subsisteraient  encore ,  mais  dans  certains  cas  seulement.  Ainsi ,  par  exemple , 
quand  la  fonction  u  cesse  d'être  entière,  les  équations  (16)  et  (17) ,  qui  coïncident, 
la  première  avec  la  formule  de  Taylor ,  la  seconde  avec  la  formule  d'Euler,  subsistent 
seulement  sous  certaines  conditions -dont  Tune  est  la  convergence  des  séries  comprises 
dans  les  seconds  membres. 
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SUR  LES  ÉQUATIONS 

QUI  EXPRIMENT  LES   CONDITIONS  D'ÉQUILIBRE, 

OU  LES  LOIS  DU  MOUVEMENT  INTÉRIEUR 

D'UN  CORPS  SOLIDE.  ÉLASTIQUE,  OU  NON  ÉLASTIQUE. 


9000^ 


§  1.*'  Considérations  générales. 

Dans  la  recherche  'des  équations  qui  expriment  les  conditions  d'équilibre  ou  les  lois 
du  mouvement  intérieur  des  corps  solides  ou  fluides ,  ou  peut  considérer  ces  corps  ou 
comme  des  masses  continues  dont  la  densité  varie  d'un  point  à  un  autre  par  degrés  in- 
sensibles ,  ou  comme  des  systèmes  de  points  matériels  distincts ,  mais  séparés  entre  eux 
par  de  très-petites  distances.  C'est  sous  le  premier  point  de  vue  que  les  fluides  ont  été  en- 
visagés dans  Tun  des  articles  précédents  et  dans  les  divers  traités  de  mécanique  publiés 
jusqu'à  ce  jour.  C'est  aussi  sous  le  même  point  de  vue  que  nous  considérerons  ici  les 
corps  solides.  Cela  posé,  soit  M  la  masse  d'un  corps  solide  en  équilibre,  m  une 
particule  ou  portion  infiiiiment  petite  prise  au  hasard  dans  celle  masse,  x  ,  jr ,  z  les 
coordonnées  de  la  particule  m  comptées  sur  trois  axes  rectangulaires  ,  et  p  la  den- 
sité du  corps  solide  au  point  {x,jr,z).  Si  l'on  nomme  p\  p** ,  p'"  les  pressions 
ou  tensions  exercées  au  point  {x^y^z)  et  du  côté  des  coordonnées  positives,  contre 
trois  plans  parallèles  aux  plans  des  /  »  ^  t  des  s  ,  a;  et  des  x  ^  y  ;  les  projec- 
tions algébriques  des  forces  p' ,  p" ,  p'''  sur  les  axes  coordonnés  seront  deux  à  deux 
égales  entre  elles  [voyez  la  page  4?  du  second  volume] ,  et  pourront  être  représentées 
eu  conséquence  par  les  quantités 

/     A.        F,        E, 
(i)  !     F,        /?,        JD, 

£,        />,        C, 
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(  »6'  ) 
Soient  d'ailleon    ?    la  force  accélératrice  qui  sollicite  la  particule    m  ,    cl 

X,        Y,        Z, 

les  projections  algébriques  de  celte  force  accélératrice  sur  les  axes  des  o^  ^  y  ^  z.  En 
prenant  x^y^z  pour  variables  indépendantes^  on  aura»  comme  on  Ta  prouvé  à  la 
page  1 1  ]  du  second  volume, 

/      dA     ,    dF    ^    dE     ,      y 

\      dx  ^  dy  ^   dz   ^^ 

pe  plusj  si»  après  avoir  fait  passer  par  le  point  (x,y,z)  un  plan  quelconque,  on 
porte»  à  partir  de  ce  point»  et  sur  chacun  des  demi -axes  perpendiculaires  au  plan, 
deux  longueurs  équivalentes»  la  première  h  l'unité  divisée  par  la  pression  ou  tension 
exercée  contre  ce  plan  »  la  seconde  à  Tunilé  divisée  par  la  racine  carrée  do  cctlc  force 
projetée  sur  l'un  des  demi-axes  que  l'on  considère»  ces  deux  longueurs  [voyez  le  second 
volume,  page  53]  seront  les  rayons  vecteurs  de  deux  ellipsoïdes  dont  les  axes  seront 
dirigés  suivant  les  mômes  droites.  A  ces  axes  correspondront  les  pressions  ou  tensions 
principales  dont  chacune  sera  normale  au  plan  qui  la  supportera  »  et  parmi  lesquelles  on 
rencontrera  toujours  la  pression  ou  tension  maa:(mt£7n,  ainsi  que  la  pression  ou  len$io(> 
minitnutïi.  Quant  aux  autres  pressions  ou  tensions ,  elles  seront  distribuées  symétri- 
quement autour  des  axes  des  deux  ellipsoïdes.  Ajoutons  que»  dans  certains  cas»  le  second 
ellipsoïde  se  trouvera  remplacé  par  deux  hyperboloïdcs  conjugués.  Ces  cas  sont  ceux 
dans  lesquels  le  système  des  pressions  ou  tensions  principales  se  compose  d'une  tension 
et  de  deux  pressions»  ou  d'une  pression  et  de  deux  tensions.  Alors,  si  Ton  substitue  h  la 
force  qui  agit  contre  chaque  plan  deux  composantes  rectangulaires»  dont  l'une  soit  nor- 
male au  plan»  cette  dernière  composante  sera  une  tension  ou  une  pression  suivant  que  le 
rayon  vecteur  perpendiculaire  au  plan  appartiendra  à  l'un  ou  h  l'autre  des  deux  hyper- 
boloïdcs» et  elle  s'évanouira  quand  le  rayon  vecteur  sera  dirigé  suivant  une  des  généra- 
trices de  la  surface  conique  du  second  degré  qui  touche  les  deux  hyperboloïdes  à  l'infini. 
Concevons»  pour  fixer  les  idées  »  que  l'on  nomme  p  la  pression  ou  tension  exercée  au 
point  {x^y^z)  contre  un  plan  perpendiculaire  à  une  droite  »  qui  »  prolongée  d'un  cer- 
tain côté»  forme  aveo  les  demi -axes  des  coordonnées  positives  les  angles  a»  p»  7. 
Soient  en  outre     S    l'angle  formé  par  cette  droite  avec  la  force    p    qui  agit  contre  le 
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plan  du  coté  que  l'on  considère  ^  et  les  angles     X  ,  ^  »  v     compris  entre  la  même  force 
et  les  demi  -  nxes  des  coordonnées  positives.  On  aura ,  comme  on  Ta  vu  dans  le  second 
volume  (pages  4S  et  49)  » 

/     pcosl  ==  ^  cosa  4-  Fcosp  -|-  JEC0S7 , 


(3) 


(4) 


pcosii.:=Fcosa'^BcosP'^Dcosyj 

p  COSv  =  £cOSa4-  DCOSP  +  CCO87  , 
COS^  =  COSaCOSX  4"  COS^COSfx  4-  C0S7C0Sy  . 


Par  suite ,  la  force    p    et  sa  composante  perpendiculaire  au  plan  seront  déterminéei  par 
les  équations 

(5)  p*  =  (-ico8a+Fco8p+£co87)»  +  (Fco8a+jBcosp+Z)cos7)»+(jEcos«+Z)cosp+Ccos7)*, 

(6)  pco8^  =  ^cos*a+Bcos*p+Ccos*7+:iDco8pco87+a£cos7C08a+aFcosacosp  . 

Il  est  aisé  d'en  conclure  que ,  si  Ton  désigne  par     x^-^x  ,  j-|.jr,    »4->     1®*  coor- 
données d'un  point  situé  sur  le  second  des  deux  ellipsoïdes  ci-dessus  mentionnés ,  on 


aura 


(7) 


A%*  +  By  +  Cz*  +  %Djx  +  5tEzx  +  2Fxy  =  dzi, 


Enfin  les  pressions  ou  tensions  principales  correspondront  aux  valeurs  de     a  t  ^  »   7 
déterminées  par  la  formule 

COSX    COS^    COSv 

cosa  cos^  ces  7 


(8) 


ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  par  la  suivante 
(9)  pco$9  =  dbp  = 

^co8a+Fco8p+£cos7  Fcosa+Bco8p+Dcos7 


ces  a 


cosp 


Ecos«+Z)cosp+Ccos7 
C0S7 


et ,  comme  on  tire  de  la  formule  (9) ,  en  faisant  pour  abréger    ±p  =  «r , 

{J  —  »)C0Sa4-FC0Sp-(- £0037  =  0  , 
FcOSa  4-  (B  —  »)  COSP 4-  ^COS7=:  o  , 

Ecosa 4- Dcosp  4- (C  —  •■)  CO87  =  o  ; 


(10) 
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pois,  en  éliminant    cosa  ,  cos^  »  CO87  , 

(11)     (^  —  »)(^—»)(C  —  »)—Z>»(^  — »)  —  £•(«  — ir)—F»(C—«^)4-a^iï''  =  o, 

il  est  clair  que  les  pressions  ou  tensions  principales  seront  précisément  les  valeurs  numé*- 
riques  des  trois  racines  de  Téquation  (11). 

Pour  tirer  parti  des  équationl  (3) ,  il  est  nécessaire  de  connaître  les  relations  qui  exis- 
tent entre  les  pressions  ou  tensions  A^B^C^DpEpP,  et  les  condensations  ou 
dilatations  linéaires  mesurées  au  point.  {x,jr,z)  dans  la  masse  M.  Ces^  condensa- 
tions ou  dilatations  sont  celles  que  produisent  les  déplacements  des  diverses  particules 
de  la  masse  M  ,  tandis  que  le  corps  solide  passe  de  Tétat  naturel ,  c*est-2i-dire  d'un 
état  d'équilibre  ,  dans  lequel  la  force  accélératrice  7  et  les  pressions  supportées  par  la 
surface  extérieure  du  corps  seraient  nulles ,  à  l'état  d'équilibre  dans  lequel  ces  forces 
cessent  de  s'évanouir.  Gela  posé ,  concevons  que  le  point  matériel  correspondant  aux  co- 
ordonnées (c ,  j  p  z  dans  le  second  état  du  corps  solide  soit  précisément  cdui  qui , 
dans  le  premier  état ,  avait  pour  coordonnées  les  trois  différences 

$  »  n  »  C  seront  des  fonctions  de  ça  ^  y^  z  qui  serviront  à  mesurer  les  déplacements 
du  point  que  l'on  considère  parallèlement  aux  plans  coordonnés;  et,  si  l'on  désigne  par 
f  une  quantité  positive  ou  négative  qui  représente  la  dilatation  ou  la  condensation  li- 
néaire du  corps  solide  mesurée  au  point  {x,y^z)  sur  une  droite  tracée  de  manière  2i 
former  avec  les  demi -axes  des  coordonnées  positives  les  angles  «  »  P  »  7  »  on  aura  , 
comme  on  l'a  prouvé  à  la  page  61  du  second  volume , 

(**^  (TITJ    =tC0S«--  C0S«~  -  COSp-  -  COS7J 

,    I       ^       dm  dn        ^       dn  \" 

-f"lC0SP —  T-COSa --COSS 7-COS7 

\  aa?  dy        ^        as  I 

-f-  IC0S7 — -—cosa --COSp 7-COS7 

\..  dx  dy  d%  I 

Il  en  résulte  que,  si,  2i  partir  du  point  {x^y^z)  on  porte  sur  les  droites  en  question 
une  longueur  équivalente  à  1  +  <  >  l'extrémité  de  cette  longueur  sera  située  sur  la 
surface  d'un  ellipsoïde  dont  la  construction  indiquera  les  rapports  constants  entre  lesdi- 
'  lalatîoBs  ou  condensations  linéaires  mesurées  dans  les  diverses  directions  autour  du  point 
(^f/f  ^)*  Les  dilatations  ou  condensations  correspondantes  aux  trois  axes  de  l'ellipsoïde 
sont  celles  que  nous  avons  nommées  principales.  Les  autres  se  trouvent  symétriquement 
distribuées  autour  des  mêmes  axes.  Ajoutons  que,  si  Ton  désigne  par    »',  c*,  «'''  et  v 
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des  quantités  positives  ou  négatives ,  propres  à  représenter  i.*  les  dilatations  on  conden- 
sations principales,  9.^  la  dilatation  ou  la  condensation  du  volume  au  point     («»r»9)> 
on  aura  [voyez  la  page  65  du  second  volume] 

(i3)  i+v  =  (i  +  0(«  +  0(»  +  «"'). 

Observons  enfin  que ,  si  l'on  désigne  par 

("4)  A=/(jF,jr,r), 

la  valeur  de  la  densité     p     dans  l'état  naturel  du  corps,  la  densité  correspondante  è 
l'état  d'équilibre  sera  évidemment  déterminée  au  point     (a?»/«0     P^^^  '^  formule 

('5)  P- TT^ 

Dans  le  cas  particulier  où  les  déplacements  (  ,  n  ,  S  ont  de  très-petites  valeurs ,  eu 
considérant  ces  déplacements ,  ainsi  que  leurs  dérivées  comme  des  quantités  infiniment 
petites  du  premier  ordre»  et  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre»  on  réduit 
la  formule  (is)  à 


(.6) 


di  .     du  dt 

f  =  -7-  C08*«  4-  T-  CO**P  +  -r-  C0S*7 
dx  dj  ^    ^    dz 


Alors ,  si  l'on  fait  pour  abréger 


^—  dm' 

^-  d,' 

(•7) 


Ifl  valeur  de    <    deviendra 

(l8)      ff  =  c\,C0S*a  +  <xPoCO*'P  +  CC0S"7+a£)C0sPC0S7+9£C0S7C0Sa4-9yC08aCOftp. 

Dans  le  même  cas  »  si  Ton  porte ,  à  partir  du  point     [o^tj»  ^)  t     et  sur  la  droite  qui  forme 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  les  angles    a  »  p  »  7  »     une  longueur  dont 

le  carré  représente  la  valeur  numérique  du  rapport    -^  ,     on  trouvera»  en  désigniinlpar 

X'\-Ti,  y ^y  f  z^i    les  coordonnées  de  l'extrémité  de  cette  longueur ,\ 
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09)  <A,x'  +  ^y  +  Gï*  4-  a<2)yï  +  a£zx  +  «^xy  =  ±  i . 

Donc  celte  eitrémité  sera  siluée  sur  la  surface  d'uD  ellipsoïde  qui  pourra  se  changer  en 
un  système  de  deux  hyperboloîdes  conjugués^  Il  est  d'ailleurs  évident  que  les  trois  axes 
de  cet  ellipsoïde  correspondront  aux  dilatations  et  condensations  principales.  Quant  aux 
formules  (i3)  et  (i5) ,  elles  donneront,  dans  Thypotlièse  admise»  [voyez  la  page  66  du 
second  volume] 

dx        dj        d% 
et 

^-^•\  /  \  A       «?  ^^  d^  d^ 

(«1)  p=(l_u)A  — 5- n- ç— . 

dx  dy  dz 

Ajoutons  que  les  condensations  ou  dilatations  principales  seront  déterminées  en  grandeur 
et  en  direction  par  la  formule 

cHoCosa+^cosp-f^cosv        ^co8«  +  f^)i,cosp+^cos7        <î^co8a+^oosp+Gcos7 

{%%) ^^ ■ ^ ^^ 

ces a  cos^  CO87 

de  laquelle  on  tirera 

(«5)      u-O(ia>-O(e-O-<0'U-'O-£*(ifi>-O-/*(c-O  +  a^£/=o. 

Si  la  densité  A  ,  relative  à  l'état  naturel  du  corps ,  était  supposée  constante ,  c'est-à- 
dire,  indépendante  de     x  ^  y  ^  z  ^     l'équation  (ai)  donnerait  simplement 

(a4)  p  =  (i  — u)A. 

A  l'aide  des  formules  que  nous  venons  de  rappeler,  on  peut  déterminer  les  condensa- 
tions ou  dilatations  linéaires  correspondantes  au  point  donné  {p^j^z)  d'un  corps 
solide ,  quand  on  connaît  les  déplacements  $,»»(•  Donc ,  si  l'on  parvient  à  exprimer 
les  pressions  ou  tensions  A  ,  B  ,  C  ^D  ^  E y  F  à  l'aide  des  condensations  ou  dilata- 
tkmf  linéaires ,  on  pourra  les  exprimer  aussi  en  fonctions  des  déplacements  ( ,  12  »  C . 
Mrif,  comme  les  relations  qui  existent  entre  les  pressions  et  les  condensations,  ou  les 
tensions  et  dilatations ,  ne  sont  pas  les  mômes  pour  le>s  corps  élastiques  et  pour  les  corps 
uoD  élastiques ,  nous  renverrons  la  recherche  de  ces  relations  aux  paragraphes  suivants. 

IIL^ANNiE.  s  9 
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Si  les  diverses  particules  du  corps  solide  que  Ton  considère ,  au  lieu  d'offrir  un  état 
d*équilibre ,  sont  en  mouyement;  alors ,  en  désignant  au  bout  du  temps  l  par  •*  la 
vitesse  de  la  particule  m  correspondante  aux  coonlonnées  x  ,  y  »  z  »  par  ^  la 
force  accélératrice  qui  serait  capable  de  produire  le  mouvement  effectif  de  cette  particule, 
par    u,  Vf  w    les  projections  algébriques  de  la  vitesse    »,     enCn  par     3Ci9  ^9  % 

celles  de  la  force  accélératrice    >p  «     on  reconnaîtra  sans  peine  que  Ton  doit  aux  équa- 
tions (9)  substituer  les  suivantes 

dA    ,    dF    ,    dE    ,     ,^  , 

+--7r+p(^-5(;)=o. 


dx  dy  dt 

dE    .    dD     .    dC    ,     ,„       ^.        ^ 

puis ,  en  prenant  pour  variables  indépendantes  x  ^  y  ^  z  ^  %  ^  on  établira  »  comme 
dans  un  précédent  article»  entre  les  quantités     ^,^,  ][^»tt,v,w,E,n,;»    les 

formules  (10)  de  la  page  i3o  et  les  formules  (ig)  de  la  page  i33.  Si  Ton  suppose  que 
les  déplacements  E ,  »  ,  C  et  les  vitesses  u  ,  v  ,  tv  conservent  Constamment  des 
valeurs  très-petites ,  les  formules  dont  il  s'agit  pourront  être  réduites  à 

V  —  ^® 


d\ 
dt 


/,8^  v-ili  -f-^  y-^ 

Nous  remarquerons,  en  terminant  ce  paragraphe,  que  la  formule  (16)  de  la  page  iS> 
subsiste  dans  le  mouvement  intérieur  d'un  corps  solide  aussi  bien  que  d'un  corps  fluide  ; 
mais  qu'on  doit  la  considérer  comme  une  combinaison  des  formules  (i5)  et  (i5),  on 
(so)  et  (si).  Ainsi ,  en  particulier,  si ,  entre  l'équation  (21)  et  l'équation  (16)  de  la  page 
i3a,  on  élimine  p  ,  alors,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  drdre>  on 
obtiendra  la  formule 


(86) 

T  -  '"* 
^       dt  ' 

^-  dt 

(«7) 

dn 
''  =  dt 

et  l'on  en  conclura 
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...  dyj         du    ,    dv    ,    dm 

<*9^  ^  =  ^  +  57"^^' 

qui  s'accorde,  en  vertu  des  équalions  (37)  »  avec  U  formule  (20). 


S  s.  Sur  l'équilibre  et  le  mouvement  intérieur  dHun  corps  solide  élastique. 

Considérons  un  corps  solide  placé  sous  le  récipient  d'une  machine  pneumatique  après 
qu'on  y  a  dit  le  vide ,  et  supposons  que  la  température  de  Tespace  qui  environne  ce  corps 
soit  partout  la  même.  Ce  que  nous  nommerons  l'élat  naturel  du  corps  solide ,  ce  sera 
l'état  d'équilibre  auquel  il  pourra  parvenir  si  les  diverses  parties  de  sa  masse  et  les  divers 
éléments  de  sa  surface  ne  sont  soumis  à  aucune  force  extérieure  autre  que  Taclion  du 
calorique.  Concevons  maintenant  que  le  corps,  étant  transporté  dans  un  milieu  quel- 
conque, et  sollicité  au  mouvement  par  des  forces  extérieures ,  vienne  à  changer  de  forme , 
mais  que  la  température  de  chaque  molécule  conserve  sa  valeur  primitive.  D'après  les 
notions  généralement  admises  sur  l'élasticité ,  le  passage  de  l'état  naturel  à  un  nouvel 
état  produira ,  en  chaque  point ,  si  ce  corps  est  élastique ,  des  pressions  ou  tensions  in- 
dSpendantes  des  états  intermédiaires  et  du  temps  pendant  lequel  le  changement  de  forme 
aura  pu  s'effectuer.  Lorsque  pour  chaque  point  d'un  semblable  corps  l'élasticité  reste  la 
même  dans  tous  les  sens ,  la  pression  ou  tension  exercée  contre  un  plan  passant  par  un 
point  donné  (^»/y2^]  dépend  uniquement  des  condensations  ou  dilatations  linéaires 
autour  de  ce  point  «  ensorte  que,  le  système  de  ces  condensations  ou  dilatations  étant 
eonnu  «  on  peut  en  déduire  le  système  entier  des  pressions  ou  tensions  exercées  contre 
les  divers  plans  qui  renferment  le  point  (0^9/9  -)  •  Alors  c'est  évidemment  autour  des 
mêmes  axes  rectangulaires  que  les  deux  systèmes  de  quantités  dont  il  s'agit  se  trouvent 
symétriquement  distribués.  Par  conséquent  trois  directions  perpendiculaires  entre  elles, 
•t  que  l'on  peut  nommer  directions  principales,  correspondent  en  même  temps  aux 
trois  pressions  ou  tensions  principales  et  aux  trois  condensations  ou  dilatations  principales. 
De  plus,  il  semble  naturel  de  supposer,  du  moins  quand  les  déplacements  des  molécules 
sont  très -petits ,  que  les  pressions  ou  tensions  principales  sont  en  chaque  point  du  corps 
élastique  respectivement  proportionnelles  aux  condensations  ou  dilatations  principales. 
AdiODettons  d'abord  cette  hypothèse  dont  l'adoption  facilite  la  recherche  des  formules  qui 
«xpriment  les  lois  de  l'équilibre  ou  du  mouvement  d*un  corps  solide  ;  et  désignons  par 
w' ,  w"  t  w'"    les  trois  valeurs  positives  ou  négatives  de  a  variable 

(5o)  »^  =  /jcos^  =  ±:p, 
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t)ui  seront  propres  à  représenter  les  condensations  ou  dilatations  principales.  Les  trois 
rapports 

auront  la  mémo  valeur  numérique ,  et  seront  tous  les  trois  positifs .  attendu  que  les  deux 
termes  de  la  fraction 


seront  l'un  et  l'autre  positifs  quand  il  y  aura  dilatation»  et  négatifs  dans  le  cas  contraire. 
Gela  posé,  si  Ton  nomme  k  une  quantité  positive  égale  aux  rapports  dont  il  s*agit» 
k    sera  la  mesure  de  l'élasticité  du  corps  au  point     {x,  y^  s)  ,     et  Ton  aura 

(32)  ir  =  Al, 

toutes  les  fois  que  les  angles  a  ,  ^  ,  7  correspondront  à  une  direction  principale;  d'où 
il  suit  que  la  formule  (9)  pourra  être  réduite  à 

A cosa+Fcosp+£co87  Fcosa+^cosp+Dcosy  JScosa-HDcosp+Ccosy  

^       '  cosse  COSp  COS7 

Or,  en  divisant  cette  dernière  par  la  formule  (s s)  »  ou  obtiendra  la  suivante 

^7cosa+Fco9f>+Ecos7 Fcosa+Bcosj3+Dcos7 £cosa+Dcosp+Ccos7 

'    ./îjCosa+ j'cosp+<rco.s7        /cosa+.^cos?+£)cos7        ^cosa+^cosp+Gcos7  ~     ' 

de  laquelle  on  tirera 

/       (/i— *4,)C08a+  (F— A:^)C08p+(B  — A'£)C0S7  =  0  , 


(35) 


(F  — A^')co8a4-  (B  — Ai(î,)cosP4-  (Z)  — A;^)cos7=o  , 
{JE  —  /:^,)cosa  4-  (D—  A:^)cosp  +  [C  —  A:G)co57=  o  ; 


et ,  comme  les  équations  (35)  devront  subsister  pour  les  trois  systèmes  de  valeurs  de 
«  ,  f) ,  7     correspondants  aux  trois  directions  principales ,  on  en  conclura  évidemment 

(36)       A  =  k^,    B  =  h^\,     C  =  ke,    D  —  kS),    E  =  kC.     F  =  kg. 

En  effet,  la  première  des  équations  (35)  »  si  elle  n'était  pas  identique ,  exprimerait  que 
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la  direction  déterminée  par  les  angles    œ  »  [^ ,  7    est  perpendiculaire  à  une  droite  tracée 
de  manière  à  former  avec  les  demi -axes  des  coordonnées  positives  des  angles  donl  les 
cosinus  soient  proportionnels  aux  différences 

(57)  A  —  k.X.        F  — kg,        E  —  k£,; 

ou ,  en  dVutres  termes  »  qu^  celte  direction  est  parallèle  à  un  certain  plan.  D'ailleurs 
les  trois  directions  principMles;  étunt  perpendiculaires  entre  elles,  ne  sauraient  devenir 
panllèles  il  un  même  plan.  Donc  la  première  des  équations  (35)  qui  subsiste  pour  cha- 
cune des  directions  principales ,  sera  nécessairement  identique,  et  les  différences  (57)  se 
réduiront  à  zéro.  On  peut  en  dire  autant  des  différences  comprises  dans  la  seconde  et  la 
troisième  des  équations  (55)  ;  d*oii  il  résulte  que  les  formules  (36)  seront  toutes  vérifiées. 

On  parviendrait  encore  facilement  aux  formules  (36)  par  une  autre  méthode  que  nous 
allons  indiquer. 

L'équation  (3a)  étant  vérifiée  par  hypothèse  toutes  les  fois  que  les  angles  a ,  ^ ,  7  .f^ 
correspondent  à  une  direction  principale;  il  en  résulte  que,  dans  le  cas  où  les  équations 
(7)  et  (19)  représentent  deux  ellipsoïdes,  les  axes  principaux  du  premier  ellipsoïde  sont 
proportionnels  à  ceux  du  second.  Donc  ces  deux  ellipsoïdes  sont  semblables  l'un  à  l'autre  ; 
et,  puisqu'ils  offrent  non-seulement  le  même  centre,  mais  encore  des  axes  principaux 
dirigés  suivant  les  mêmes  droites ,  il  est  clair  que  les  coefficients  des  carrés  des  coordon^ 
nées  X  ,  7 ,  z  et  de  leurs  doubles  prodoits  devront  varier  dans  un  rapport  constant , 
lorsqu'on  passera  de  l'équation  (7)  k  l'équation  (19).  Donc,  si  l'on  désigne  par  k  ce 
rapport,  on  trouvera 

• 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer,  i.""  que ,  si  chacune  des  équations  (7) ,  (19)  représente 
non  plus  un  ellipsoïde ,  mais  un  système  d'hyperboloïdes  conjugués ,  les  hyperboloîdes 
représentés  par  la  première  équation  seront  semblables  aux  deux  autres,  et  qu'en  consé- 
quence la  formule  (58)  ne  cessera  pas  d'être  exacte ,  s.""  que  la  quantité  k  sera  tou« 
jours  positive.  Ajoutons  que  la  formule  (38)  comprend  évidemment  les  équations  (36). 

Les  équations  (36)  étant  une  fois  établies ,  on  tirera  de  ces  équations  »  combinées  avec 
les  formules  (6) ,  (18)  et  (5o) ,     v  =  Ac ,     ou  »  ce  qui  revient  au  même, 

fiJg)  /?cos^  =  Ai, 

quels  qne  soient  d'ailleurs  les  angles  a,  p,  7.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition 
suivante. 
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Lorsque  dans  un  corps  élastique  on  suppose  les  déplacements  des  moléeuUs  très-petiUt 
et  les  pressions  ou  tensions  principales  proportionnelles  aux  condensations  ou  dilatations 
principales  »  la  composante  perpendiculaire  à  un  plan  de  la  pression  ou  tension  eœerciê 
contre  ce  plan  conserve  toujours  le  même  rapport  avec  la  condensation  ou  dilatation 
qui  a  lieu  dans  le  sens  de  cette  composante. 

Le  rapport  dont  il  est  ici  question  ou  la  quantité  positive  k  qui  mesure  l'élasticité 
du  corps  solide  au  point  (ce,  y,  z)  dépend  de  la  nature  du  corps  en  ce  point.  Si  Ton 
suppose  les  différentes  parties  du  corps  solide  formées  de  la  même  matière ,  la  yaleur  de 
k  ne  yariera  pas  lorsqu'on  passera  d'un  point  à  un  autre;  mais»  dans  la  supposition 
contraire ,  k  deviendra  généralement  une  fonctiou  des  coordonnées  x  ^  y  ^  z.  Ob- 
servons en  outre  que,  dans  la  première  hypothèse,  si  la  loi  de  proportionnalité  dea  ten- 
sions aux  dilatations  s'étendait  à  des  dilatations  quelconques ,  il  suffirait ,  pour  déterminer 
la  quantité  h  ,  de  chercher  la  tension  capable  de  produire  une  dilatation  représentée 
par  l'unité,  c'est-à-dire,  capable  de  doubler  l'une  des  dimensions  du  corps  solide.  On 
j  parviendrait ,  en  composant  avec  la  matière  du  corps  un  cylindre  droit  à  base  circulaire 
et  d'une  hauteur  très -petite,  puis  en  fixant  la  base  supérieure  de  ce  cylindre  dans  un 
plan  horizontal ,  et  suspendant  à  la  base  inférieure  un  autre  cylindre  de  même  diamètre , 
mais  formé  avec  une  matière  inextensible  dont  la  densité  serait  équivalente  à  la  densité 
naturelle  du  corps.  Alors,  en  supposant  la  hauteur  k  du  second  cylindre  tellement 
choisie  que  celle  du  premier  cylindre  se  trouvât  doublée  en  raison  de  la  dilatation  pro- 
duite par  le  poids  du  second ,  on  pourrait  prendre  le  poids  dont  il  s'agit  pour  mesure 
de  la  pression  totale  exercée  contre  la  base  du  premier  cylindre,  et ,  en  divisant  ce  même 
poids  pnr  la  surface  do  la  base ,  on  obtiendrait  la  pression  en  chaque  point,  et  par  con- 
séquent la  valeur  de  la  constante  k.  D'ailleurs,  si  l'on  désigne  par  A  la  densité 
naturelle  du  corps ,  par  s  la  surface  de  l'une  des  bases  dans  l'un  des  cylindres,  et  par 
^     la  force  accélératrice  de  la  pesanteur,  le  poids  du  second  cylindre  sera 

et ,  en  divisant  ce  poids  par    s ,     on  trouvera 

(Vp)  k  =  gk\. 

Concevons  à  présent  que  l'on  considère  la  loi  de  proportionnalité  des  tensions  aux  di- 
latations comme  uniquement  applicable  aux  cas  où  les  dilatations  sont  très-petites.  Alors, 
])(>ur  déterminer  la  constante  k  à  l'aide  de  l'expérience  indiquée,  on  devra  disposer 
de  la  hauteur  du  second  cylindre  de  manière  à  produire  seulement  dans  celle  du  premier 
une  dilatation  représentée  par  une  très-petite  fraction,  par  exemple ,  une  dilatation  do 

f     ',    f  etc. Mais  alors  aussi,  pour  obtenir  la  quantité     k  , 

1000  10000  100000  '^  ^ 
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01}  defra  maltiplier  par  looo ,  par  loooo  »  par  looooo  h*«  la  hauteur  du  second  cylindre. 
On  pourrait  d'ailleurs  remplacer  le  second  cylindre  par  un  poids  quelconque  P ,  et , 
si  ce  poids  produisait  dans  la  hauteur  du  premier  cylindre  une  dilatation  mesurée  par  Ia 

fraction    —  ,     on  aurait ,  pour  déterminer  la  quantité     k  ,    l'équation  suivante 

(40  k  =  n  —  . 

Enfin»  au  lieu  de  fixer  la  hase  supérieure  du  premier  cylindre  et  de  suspendre  le  poids 
9    à  sa  base  inférieure ,  on  pourrait  fixer  cette  dernière  et  charger  du  poids     $    la 

base  supérieure.  La  pression  qui  en  résulterait  produirait  non  plus  une  dilatation ,  mais 
une  condensation  qui  serait  encore  mesurée  par  la  fraction    —  . 


Si  la  quantité  k  ,  au  lieu  de  conserver  la  même  valeur  dans  toute  l'étendue  d'un 
corps  solide ,  variait  d'un  point  à  un  autre  •  cette  quantité  deviendrait  »  comme  on  l'a 
dit,  fonction  de  x ,  jr ,  z  ,  et  pourrait  même  renfermer  le  temps  t ,  si  le  corps 
était -en  mouvement.  Alors  la  valeur  de  k  devrait  être  donnée  en  chaque  point  dans 
l'état  naturel  du  corps,  et  déterminée  dans  cet  état  par  une  équation  de  la  forme 

(4«)  k  =  f{x.y,z). 

De  plus,  comme 9  dans  l'état  d'équilibre  ou  de  mouvement  du  corps,  la  molécule  cor- 
respondante aux  coordonnées  x  ,  jr ,  z  serait  précisément  celle  qui^^dans  l'état  naturel, 
avait  pour  coordonnées  les  trois  différences 

il  est  clair  qu'on  aurait  »  dans  Tétat  d'équilibre  ou  de  mouvement  » 

(43)  k  =  f{x-li,y^yi,t^i). 

Or  cette  dernière  valeur  de  k  ,  lorsqu'on  y  regarde  S  »  «  ,  C  comme  infiniment 
petits  du  premier  ordre,  est  sensiblement  égale  à  celle  que  fournit  l'équation  (4s). 

Revenons  maintenant  aux  équations  (36).  Si  l'on  y  substitue  les  valeurs  do  «A) ,  tfL  > 
^  >  S)  f  C  ^  ^    données  par  les  formules  (17) ,  on  en  tirera 

^=-r.-  "-'%■  ^=*î' 

''''  '  o^H't^^]-    «=7*(5+ê)-     -=T*(f+è)  = 
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puiit ,  en  coiiiLinant  ces  dernières  avec  les  équations  (3) ,  on  trouvera  pour  les  projections 
algébriques  de  ia  tension  ou  pression  supportée  au  point     {Xpjr,z)     par  un  plan  perpen- 
diculaire au  demi-axe  qui  forme  avec  ceux  des  coordonnées  positives  les  angles     a,  p ,  y. 


(45) 


;,C08;.  =  *|-(-  +  _Jcosa4-^CO»P+-(_4-^)c0.vj. 
,  {i  (dl        di\  ,1  /rfç    ,    dn\       „   ,    rfç 


On  devrait  y  à  la  rigueur»  dans  les  équations  (44)  ^^  (45)*  supposer  la  valeur  de  h 
déterminée  par  la  formule  (43).  Mais ,  si ,  en  considérant  i  $  n  ,  K  comme  infiniment 
petits  du  premier  ordre ,  on  néglige  les  infiniment  petits  du  second  ordre»  on  pourra 
remplacer  la  valeur  en  question  par  celle  que  présente  la  formule  (4s). 

Pour  obtenir,  dans  l'hypothèse  que  nous  avons  adoptée»  les  équations  d'équilibre  d*un 
corps  solide  parfaitement  élastique ,  mais  dont  les  molécules  seraient  très-peu  écartées 
des  positions  qu'elles  occupaient  dans  l'état  naturel  du  corps  »  il  suffira  de  combiner  les 
équations  (44)  a^^c  les  formules  (2)  »  et  la  formule  (20)  avec  la  formule  (ai).  On  trou- 


vera amsi 


dz 


dy 


dz 


(46) 


V  lu  +       Ty —  +  T 71 H  P*'  =  o  • 

1  \    dx    ^       dz 


dx 


I  \     dy^      dz)       ,  \     dz)       . 

+  T d} + Tz — +P^=<»' 


cl 

(47) 


^  dx 


_fl[^^_    </(U) 
dy  dz 


Les  quatre  formules  précédentes  sont  les  seules  qui  subsistent  dans  toute  l'étendue  du 
corps  solide  entre  les  quatre  inconnues  Ç,  „,  ç.  p  considérées  comme  fonction»  des 
variables  irfdépendantes     x,  y  ,  z,  1.     Mais,  outre  ces  formules,  il  y  en  aura  d'autres 
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qui  seront  relatives  aux  surfaces  par  lesquelles  le  corps  peut  être  terminé.  Supposons , 
pour  fixer  les  idées,  qu'il  soit  terminé  par  deux  surfaces  «  savoir,  i."*  une  surface  rigide 
et  invariable ,  assujettie  de  manière  à  ne  pouvoir  changer  de  forme ,  et  représentée  par 
l'équation 

(48)  f(aj.7,«)  =  o, 

s.*  une  surface  libre  soumise  à  une  pression  extérieure  P,  et  représentée  dans  l'étal 
naturel  du  corps  par  l'équation 

(49)  F(a,j,z)=o. 

Admettous  d'ailleurs  que  la  pression  extérieure  P  soit  normale  en  chaque  point  à  la 
surface  contre  laquelle  elle  agit.  On  aura  en  même  temps ,  pour  tous  les  points  de  la 
surface  invariable , 


(5o) 

et  y  pour  tous  les  poil 

(50 


{{x,y,z)=o, 
ç  =  o .  iï  =  o ,  i;  =  o  ; 

les  points  de  la  surface  libre , 

pCOSX  =  —  PcOSa  ,  pCOSpi  =  —  PCOS^  ,  pCOSv  =  —  PcoSy  / 


le^  valeurs  de    pcosl ,  pcosft ,  pcosv     étant  déterminées  par  les  formules  (45) ,  et  les 
angles     «  >  ^  »  7    par  l'équation 

.-        cosa cosp  __  ^ COS7 

[  dw  1  \  dj  I  \  dz  1 

à  laquelle  on  pourra,  sans  erreur  sensible,  substituer  la  suivante 

cosa  COSp  CO87 


(53) 


[         dai        }  \         dy        j  [        dz        j 


Cela  posé,  les  équations  (5i)  se  réduiront  à 

III.*  ÀNHÈE.  s3 
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P  rfF(ar,/,«) 

k         dx 

P  dT{x,y,t) 

k          dy 

P  dnx,7,z) 

(  174  ) 

d^  df{x,y,z)       \_ldl^     drA(iY(x^j^    J_/^     dK\d¥{x,y,z)  _ 
\dx         dx  ^\djr     dx)         dy  ii\dz     dx)        dz 

LlÛl     dl\d¥[x,y,z)      dm  dY{x,y,z)      i^fdri^     </a  dYjx.y^z)  _ 
2\dx      dy)        dx  dy         dy  2\dz      dy)         dz 

L{^     f^\^£(fi2lfl     ll^      dyi\dY{x,y,z)      dtj  d¥{x,y,z)  _     P  d¥{Xjy,t) 
i2\dx      dz)        dz  ^\dy      dz)        dy  dz         dz  k  dz 

Il  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que ,  dans  les  formules  (46) ,  la  quantité  désignée  par 
h  conservera  généralement  une  valeur  très  -  considérable ,  et  qu'en  conséquence  on 
pourra ,  dans  ces  mêmes  formules ,  remplacer»  sans  erreur  sensible  »  la  variable  p  par 
sa  valeur  approchée     A. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  quantités  k  et  à  deviennent  constantes ,  alors,  en 
ayant  égard  aux  équations  (20)  et  (34)9  on  tire  des  formules  (4o)  et  (46),  divisées  par    p, 

rf'Ç     I     ^'5  d*li         d^j         2 

1^  ^HP'^HT^'^d^^JTi—''* 

,      d^Yi      .     d'm      .     d^n      ,    rfu    ,      2    ,^ 


dx*  dy*  dz*  dz         gh 

Dans  le  même  cas ,  si  1  on  ajoute  les  formules  (55) ,  f  près  avoir  différencié  ta  première 
par  rappoft  à  œ  ,  la  seconde  par  rapport  h  y ,  la  troisième  par  rapport  è  z  , 
on  trouvera 

f-r\  '''^     ,    d*rj         d^^,  i   (  dX    .    dY    ,    dZ\ 

On  pourrait  douter,  au  premier  abord ,  que  les  formules  (55)  et  (56) ,  dans  chacune  des- 
quelles tes  quatre  premiers  termes  restent  très-petits  par  hypothèse»  fussent  applicables 
i^  des  cas  0(1  les  forces  accélératrices  X  »  Y ,  Z  ne  seraient  pas  elles-mêmes  très-pe- 
tites. Mais,  pour  dissiper  ce  doute,  il  suffit  d'observer  que  la  quantité  h  est  généra- 
lement très-considérable ,  et  qu'eu  conséquence  chacun  des  produits 
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h     g   '  h     g    '  h     g 

différera  très-peu  de  zéro ,  si  le  rapport 

n*a  pas  une  très -grande  valeur. 

C<mceTons  maintenant  que  les  molécules  du  corps  élastique  ne  soient  pas  en  équilibre , 
mais  en  mourement.  On  devra  »  dans  les  équations  (46) ,  (55)  et  (56)  »  remplacer  les 
quantités    X  ^  Y ,  Z    par  les  différences 

-A  —  5G  »        •* — cT»        ^  —  Jo  » 

les  valeurs  de    X  »   cT»  3&    ^^^^  déterminées  par  les  formules  (s8).  On  trouvera 
ainsi»  1.*  en  supposant    i  et  A    variables  avec    x,  j^  z, 

\   dxj  1        \    dy^     dx)  l        \    dt  ^    dxj      ,      „__     rf»Ç 

dm     +7 Tj ""T T* -^f^-f-dT' 


(57) 


I     ^\   dx^     dy)      .         \    dy]      ^    i        \    ds^    dy)       .    ^  d*n 

a  di  • ^  ^T  T,  •"P'  — PrfïT-' 

\    I      ^\   dw   ^       dzj       ,     I         \    dy^      dzj      ^         \    dzj      ,  d*^ 

\T  di  "♦•T  d^  + — Tz f"P^  =  ^:3r' 

9.*  en  supposant    A  et  à     constantes , 

d^i  rf'g  dn         dy,  a     y_   a    i/«6 

rf«*   "'"   ify>    "*"   i/x»   "^  </j?  ■*"  ^A  gh   dt*- 

^     l  \      da*  dj^    ^   dz*    ^  ay^  gk  gh   dt*    * 

d*K  d*i  d*K         rfu  a    ^  _   ^    ^*S 
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Si  Ton  a)outo  ce8  dernières  formules  après  avoir  difTérencié  la  première  par  rapport  à 
.r .     la  seconde  par  rapport  à     7,  la  troisième  par  rapport  à     s  ,     on  en  conclura 

d'j  d^j  d^yj  i    I  dX  dY  c/Z  \  _     i_    d^ 

Dans  le  cas  particulier  où  la  force  accélératrice      9     s'éiranouit,  cl  où  l'on  a  eu  consé- 
quence    .Y  =  o  ,  y  =  o  ,  Z  =  o  ,     les  formules  (58)  et  (Sg)  donnent  simplement 

dx*  "^  d>>  "^  r/z'  "^  dx         g  h     dl^    ' 
,^   ,  ,       d^Tï  d^T,  d^n  d'j  a      d^n 

^/j;>  ■*"  rfjr.  "r--;7;r+  'di~  gh    dn  ' 

r.  d^j  d^M   ^,     d^yj   1      d^M 

dx-"  "^  dy^  "^  dz^         'gh    df 

On  arriverait  encore  aux  mêmes  résultats,  si  la  force  accélératrice    v    était  supposée  cons- 
tante cl  constamment  parallèle  à  une  droite  donnée. 

Il  est  bon  d'observer  que,  dans  ces  diverses  équations,  les  quantités  S  •  »  ,  ^  et  -j 
représenteront  les  déplacements  d'un  molécule  m  du  corps  élastique ,  mesurés  paral- 
lèlement aux  axes  des  x  ,  y  ,  ;  ,  et  la  dilatation  ou  condensation  du  volume  de  cette 
molécule ,  tandis  que  le  corps  solide  passera  de  l'état  naturel  à  l'état  de  mouvement  qui 
subsistera  au  bout  du  temps  t.  Il  en  résulte,  i.^'que  les  valeurs  initiales  de  ( ,  1:  , 
ç  ,  '^  ne  seront  pas  nulles  ici  comme  dans  les  formules  que  nous  avons  employées  pour 
déterminer  le  mouvement  des  fluides;  2.°  que  la  quantité  désignée  par  u  dans  l'équa- 
tion (61)  est  à  très-peu  près  celle  que  nous  avons  désignée  par  »  dans  l'équation  (81) 
de  la  page  i45-  D'ailleurs,  si  Ton  adopte  la  théorie  précédente,  il  suffira,  comme  nous 
le  montrerons  plus  tard ,  do  recourir  d'une  part  à  l'équation  (81)  de  la  page  \t\h ,  d'autre 
part  à  l'équation  (Gi),  qui  est  de  même  forme  que  la  première,  pour  déterminer  les  lois 
de  la  propagation  du  son  dans  l'air  et  dans  un  corps  élastique.  Donc  les  lofe  dont  il  8*agit 
demeureront  les  mêmes  dans  l'air  et  dans  les  corps  élastiques.  Ainsi,  par  exemple,  la 
vitesse  du  son  sera  constante  dans  un  corps  élastique  comme  dans  l'air*  Seulement  elle 
dépendra  de  la  quantité  k  ,  et  par  conséquent  de  la  matière  dont  le  corps  sera  corn* 
posé. 
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La  plupart  des  équations  établies  dans  ce  paragraphe ,  et  particulièrement  les  formules 
(59) ,  (44)  »  (5^)  »  (56)  >  (58)  >  (59)  sont  extraites  du  Mémoire  que  j'ai  présenté  à  l'A- 
cadémie des  Sciences  le  5o  septembre  i8ss.  Ces  mêmes  équations  seraient  remplacées 
par  d'autres  du  même  genre ,  si  Ton  modifiait  l'hypothèse  précédemment  admise.  Ainsi , 

par  exemple,  les  formules  (44)»  (4^) ,  (46)»  etc acquerraient  de  nouveaux  termes, 

et'  deviendraient  plus  générales ,  si ,  pour  un  point  donné  d'un  corps  élastique ,  on  sup- 
posait chaque  tension  ou  pression  principale  composée  de  deux  parties^  dont  l'une  serait 
proportionnelle  à  la  dilatation  ou  condensation  linéaire  mesurée  dans  le  sens  de  cette 
force ,  l'autre  étant  uniquement  dépendante  de  la  position  du  point*  Admettons  main  - 
tenant  cette  dernière  hypothèse,  et  soient  en  conséquence 

(6a)  t'  =  A.'  +  /?  ,  v'  =  ki"  +  R,  t:r'"  =  Al'"  +  &  , 

k ,  B  désignant  des  quantités  qui  ne  pourront  être  que  des  constantes  ou  des  fonctions 
de    26-—$,  j  —  n,    z  — ç.     On  devra  remplacer  l'équation  (55)  par  la  formule 

,^,,    ^co8a+Fcos6+£cos7         Fcosa+BcosS+Dcos7         -Ecosa+jpcosô+Ccosv        .,      .    -, 

(65)  I     ^= T ■  = i.z=Ari  +  fl, 

^     '  ccfca  cosp  CO87  ■ 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  suivante^ 

(64)  At  = 

(^-Jt)co8a4-Fcosp+JBco87  Fco8a+(Jg-/^)cosp->-Dco87  Ecosa'f Dcosp-f  (C-/^)c0SY 

COSa  COSp  CO87  * 

Or,  en  combinant  celle-ci  avec  l'équation  (22) ,  et  raisonnant  comme  à  la  page  168,  on 
obtiendra ,  au  lieu  des  formules  (56) ,  les  six  équations 


/     A  =  kji^  +  B.        B  =  h^  +  B,        C  =  kQ  +  B, 
(65) 

D=kS).  E  =  h£^,  F  =  kg. 


On  trouvera  par  suite  ,  au  lieu  des  formules  (59) ,  (44)  et  (4<^)  f 
(66)  pcosS  =  kz  +  R, 
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(67) 


(  »78) 
dx  dy  dz 


(68)     j  ,co.f  =  «co.p  +  *jj(£  +  ^)co..+  ioo.p  +  j(^+^)cot,j  . 

On  peut  conclure  des  équatious  (68)  que,  dans  la  nouyelle  hypothèse,  la  pression  p  , 
exercée  au  point  (cb»j,£)  contre  un  plan  quelconque  ,  sera  la  résultante  de  deux 
autres  forces  »  dont  Tune  représentée  par  B  restera  perpendiculaire  h  ce  plan ,  tandis 
que  la  seconde  coïncidera  en  grandeur  et  en  direction  ayec  la  pression  que  déterminent 
les  formules  (45).  Quant  aux  équations  qui  exprimeront  l'équilibre  ou  le  mouvement  du 
corps  solide ,  on  les  déduira  immédiatement  des  formules  (46)  et  (67)  en  ajoutant  aux 
premiers  membres  de  ces  formules  les  termes 

dK  dh  dR 

(^9)  -5^'        W       "^" 

Conceyons  à  présent  que  la  partie  R  commune  aux  trois  pressions  principales  soit 
proportionnelle  à  la  quantité  u  qui  mesure  la  dilatation  ou  la  condensation  du  volume 
an  point     (05,7,2).     On  aura 

(70)  il  =  K«  , 

K  désignant  un  coefficient  qui  sera  constant,  si  le  corps  est  homogène,  et  que  l'on  pourra 
considérer  comme  fonction  des  seules  variables  x  ,  jr ,  t  dans  le  cas  contraire.  Cela 
posé ,  les  expressions  (6g)  deviendront 

rf(J[v)  d(K^j)  djKy») 

^""'  dx       '  dy       •  dz        ' 

Par  conséquent  on  trouvera  ,  si  le  corps  élastique  est  en  équilibre , 
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(  «79) 


(7») 


dx  ^  dj  """a  dz  '^     dx    "^^ 


a  dx  dy  % 


dz 
rfT 


0 


. ''(4+4)^.''(*|+4)^4S) 


rf(iCu) 


\   a  ^a?  ^^  a  dy  ^^       dz         ^       dz 

et,  si  le  corps  est  en  mouvement. 


+  eZ  =  o 


d(K^) 


dx 


dy 


dz 


dx 


'^^=f-dF' 


(75)|.4£+g).4.T)..4S-^^T)- 


^â; 


rfj' 


^r 


^^^=P^' 


I       \    da?^     i/^y    ,     1       \    dy^     £/«/     ,       \    dzj    ^    d[Kyi)    ,     ^         £f»Ç 

-—      ^^         +- t: h— X 1 — 5; — ^•P^=P-^' 


^s 


^J. 


£/2 


Il  est  essentiel  d'obseryer  qu'aux  formules  (72)  et  (75)  on  devra  toujours  réunir  les 
équations  (ao)  et  (47).  Ajoutons  que  des  formules  (6a) ,  (66)  et  (70)  combinées  entre 
elles  on  tirera 

(74)  w'  =  k%'  +  Au  ,  ^^  =  kt"  +  jKu  ,  ••'"  =  kl"'  +  ICu  , 

(75)  pcos^  =  A«  +  iCu. 

Quant  aux  équations  qui  se  rapporteront  à  la  surface  extérieure  du  corps  solide,  elles 
seront  semblables  à  celles  que  nous  avons  déjà  données  (page  173).  Seulement  on 
devra,  dans  les  équations  (5i),  supposer  les  valeurs  de  pcosX,  pcosii,  pcosv 
déterminées,  non  plus  par  les  formules  (4&)»  u^iis  par  les  formules  (68). 

Lorsque  les  quantités  k  ,  K  ,  ^  deviennent  constantes,  les  formules  (7a)  et  (73) , 
divisées  par    p  ,     se  réduisent  aux  suivantes  : 
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(  «8o  ) 
_*  fin  4-  m  4-  ili\  4.iî2iL  ^  ^  Z  =r 

A  /_£!   .    £11  i_  Jlli\  4.  ^  +  '-'^  £i  4- AT—  £1 

^''^  1      aA  Irfa:'   "*"  rfy*  "*"  rfs*  /"^      aA       rfj  ""  rf/'   ' 

A  /rf'i;  rf'Ç  <^'g\    .     ^^"^  «^"  4_2  =  £li 

aAUaî*  "•"  dy  "•" 'rf2>  /  "*"      a&      </«  "*"  dt' 


Or ,  si  l'on  combine  par  voie  d'addition  les  trois  formules  (76)  ou  (77) ,  après  les  avoir 
respectivement  différenciées  par  rapport  à  x,  y  ,  t ,  et  en  ayant  égard  k  l'équation 
(•io) ,  on  trouvera 

,  „,  k  +  K.  /rf'n     ,     rf'«     ,     d'yj\    ,    dX    ,    dY    ,     dZ 

('«)  -T-lrf^  +  -^  +  -rf7^) +  "5^  +  17 +  "57="' 

k-\-K    Id-y,  d^yj      ^      d-^j\  dX  dY  dZ    _    r/'u 

^'9^  ^    A       \dx-    "^    dy-    '^    dz-)^    dx'^   dy    '^    dz    ~  dn     * 

Dans  la  nouvelle  hypothèse  que  nous  avons  adoptée»  on  déterminera  sans  peide  In 

valeur  du  rapport     compris  dans  les  formules  (78)  et  (79).  Pour  y  parvenir, 

il  suffirai  de  recourir  à  une  expérience  du  genre  de  celles  que  nous  avons  déjà  in- 
diquées  [  page  8  ]•    Concevons   en  effet  qu'après  avoir  composé  avec  la  matière  du 
corps  un  cylindre  droit  à  base  circulaire  et  d'une  très- petite  hauteur,  on  renferme  ce 
rylindre  dans  une  botte  de  même  diamètre ,  mais  formée  d'une  matière  inextensible,  et  ^ 
que  l'on  pince  sur  la  base  supérieure  du  cylindre  un  poids     <$    capable  de  produire  une 

diminution  de*  hauteur  et  par  conséquent  une  condensation  mesurée  par     — •     Si  Ton 

nomme     a     la  surface  de  l'une  des  bases ,      —     représentera    la    pression   principale 

s 
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(  i8i  ) 
que  la  base  supérieure  supportera  eD  chaque  point,  et»  en  posant  dans  la  première  des 
formales  (74) 


•  —  ^  —  —  , 

s  n 


on  trouvera 


On  aura  donc 


l  =  (ft+i8:)T 


(&o)  kJ^K  =  n^ 


s 


Si  maintenant  on  pose 

(81)  n^  =  g/iA. 


S 


^  désignant  la  densité  naturelle  du  corps ,  et  g  la  force  accélératrice  de  la  pesanteur, 
—  sera  la  hauteur  qu'il  faudrait  attribuer  à  un  cylindre  inextensible  de  même  diamètre 
que  le  premier ,  et  d'une  densité  égale  à  ^  ,  pour  produire  dans  le  premier  cylindre 
la  condensation  mesurée  par    —  .     D'ailleurs  on  tirera  des  équations  (80)  et  (81] 

(8«)  -^  =  gA,- 

puis,  en  substituant  dans  les  formules  (76)  et  (79)   la  valeur  précédente  du  rapport 
'9  on  se  trouvera  de  nouveau  ramené  aux  formules  (56)  et  (Sg).  Il  est  permis  d'en 


conclure  que  la  propagation  du  son  à  travers  les  corps  solides  suivra  précisément  les  mêmes 
lois  dans  les  deux  hypothèses  que  nous  avons  successivement  adoptées ,  pourvu  qu'on 
détermine  toujours  la  hauteur     k    à  l'aide  de  l'expérience  q^ie  nous  venons  de  décrire. 

Supposons  à  présent  qu'au  lieu  de  renfermer  dans  une  boite  inextensible  le  cylindre 
dont  nous  avons  parlé,  on  se  contente  de  le  placer  sur  un  plan  horizontal.  Il  sera 
facile  d'assigner  la  dilatation  qu'éprouvera  le  diamètre  »  lorsqu'on  chargera  la  base  su- 
périeure d'un  poids  capable  de  produire  dans  la  hauteur  de  ce  cylindre  une  condensa- 
tion mesurée  par  —  •  En  effet ,  dans  la  supposition  dont  il  s'agit ,  la  tension  princi- 
pale que  supportera  en  chaque  point  la  surface  latérale  du  cylindre  sera  évidemment 
nulle ,  et  Ton  pourra  en  dire  autant  des  tensions  qui  seront  exercées  en  un  point  quel- 
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conque  du  cylindre ,  contre  des  plans  parallèles  à  l'axe.  Donc  des  trois  quantités  v' , 
v" ,  v^\  il  y  en  aura  toujours  deux,  par  exemple,  «•",  v'[' ,  qui  s'évanouiront,  et 
Ton  trouvera  par  suite 

(85)  A:*''+iî[u=Afi"'  +  iî[u  =  o. 


:i'4_e"  +  f''\ 


Comme  on  aura  d'autre  part 

(84)                               «'  =  - 

I 

n 

on  tirera  de  la  formule  (85) 

(85) 

e^=:«^" 

et 

(86) 

u       ■  ^, 

A+2JÏ     n   ' 


A-+2£     n 


Il  résulte  des  équations  (85)  et  (8G)  qu'à  une  condensation  de  la  hauteur  du  cylindre 
mesurée  par    —     correspond  une  dilatation  du  diamètre  mesurée  par  la  fraction 


A:  +  2  JK     71  2  n 

et  une  condensation  du  volume  mesurée  par  la  fraction 


1 
<  — 


k+2K     n  71 

Lorsque  dans  les  formules  (76)  et  (77)  on  suppose  h=:2K  ,  elles  coïncident  avec 
celles  que  M.  Navîer  a  données  pour  déterminer  l'équilibre  ou  le  mouvement  des  corps 
élastiques  dans  un  Mémoire  présenté  h  l'Académie  des  Sciences  le  i4  mai  1821,  et  que 
M.  Poisson  a  reproduites  en  les  établissant  d'une  autre  manière  dans  un  Mémoire  qui 
n'est  pas  encore  publié.  Alors  les  équations  (85)  et  (8G)  donnent  simplement 

(87)  c'  =  s-  =  A,  u  = L. 

Au  reste,  je  reviendrai  sur  les  formules  (76)  et  (77)  dans  un  second  article,  qui  sera 
consacré  h  la  recherche  des  équations  d'équilibre  ou  de  mouvement  des  corps  solides 
considérés  comme  des  systèmes  des  points  matériels  distincts  les  uns  des  autres ,  mais 
séparés  par  des  distances  très-petites ,  et  qui  contiendra  les  formules  générales  que  j'ai 
données  à  ce  sujet  dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le  i.*  oc- 
tobre 1827. 
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Je  remarquerai,  en  terminant  ce  paragraphe,  que  les  équations  (7a),  (70),  (;6]^ 
(77^»  (7S)  et  (70)  ne  devraient  subir  aucune  modification,  si  Ton  attribuait  aux  pressions 
désignées  par  A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E  ,  F ,  non  plus  les  valeurs  que  déterminent  les 
formules  (67)  et  (70) ,  mais  ces  mêmes  valeurs  augmentées  de  constantes  arbitraires. 


§  3.  Sur  le  mouvement  intérieur  (Cun  corps  solide  non  élastique» 

Dans  un  corps  solide  non  élastique,  les  pressions  ou  tensions  ne  dépendent  pas  seu- 
lement du  changement  de  forme  que  le  corps  éprouve  en  passant  de  l'étal  naturel  à  un 
nouvel  état,  mais  aussi  des  états  intermédiaires  et  du  temps  pendant  lequel  le  chan- 
gement de  forme  s'effectue.  Dans  un  semblable  corps  l'élasticité  disparaît  entièrement , 
lorsque  les  pressions  ou  tensions  deviennent  indépendantes  de  l'état  naturel  du  corps , 
et  peuvent  être  déduites,  à  la  fin  d'un  temps  quelconque  désigné  par  t  ou  t  + A<  , 
du  changement  de  forme  que  le  corps  vient  de  subir  dans  un  instant  très-court  ^t. 
Alors  le  système  des  pressions  ou  tensions  exercées  à  la  fin  du  temps  t  contre  les 
divers  plans  qui  renferment  un  point  donné  (a;,  j,c)  dépend  uniquement  des  conden- 
sations ou  dilatations  linéaires  qui  ont  lieu  autour  de  ce  même  point,  pendant  l'instant 
^t  y  c'est-à-dire,  des  condensations  ou  dilatations  instantanées  que  déterminent  leé 
formules  (17)  et  (18) ,  quand  on  substitue  aux  déplacements  absolus  ç  ,  r,  ,  ç  d'une 
molécule  les  déplacements  infiniment  petits  et  instantanés 

dl  du  dt 

(88)  —^t  =  u^ty  —£it  =  v\t,  —ûit  =  tv^t 

que  cette  molécule  éprouve  parallèlement  aux  axes  des  x  ,  j  et  z.  Par  suite ,  les  con- 
densations ou  dilatations  instantanées  et  principales  doivent  être  dirigées  suivant  les 
mêmes  droites  que  les  pressions  ou  tensions  principales ,  et  ces  deux  systèmes  de  quan- 
tités doivent  être  liés  entre  eux  d'une  certaine  manière.  Parmi  les  hypothèses  que  l'on 
peut  faire  à  ce  sujet ,  l'une  des  plus  naturelles  consiste  à  supposer  quojes  trois  pressions 
ou  tensions  principales  sont  en  chaque  point  proportionnelles  aux  trois  condensations  ou 
dilatations  instantanées  et  principales.  Si  l'on  admet  cette  hypothèse;  lés  pressions  ou 
tensions  exercées  contre  trois  plans  perpendiculaires  aux  axes  des  x  ,  j  ,  z  ,  et  les 
projections  algébriques  de  ces  pressions  ou  tensions  sur  les  axes ,  c'est-à-dire,  les  quan- 
tités (2)  seront  déterminées,  dans  un  corps  solide  entièrement  dépourvu  d'élasticité,  non 
plus  par  les  formules  (44)  »  niais  par  les  formules  semblables 


du 

dv 

^       .   dw 

A  =  k-~-, 

B  =  k  _,    , 

C  =  k  — 

dx  ' 

dy' 

dz 

(89) 

^         1    ,   tdv    ,    dw\  ^         1    ,   fdw    ,    du\  i       [du        dv\ 

^=tM^+^)'    ^=-t^[t.+i;)'   ^=tH^+5ï) 
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que  ToD  déduit  des  #ix  praDièret ,  en  s olMCitiuiDt  au  déplacemesU  ;  «  n  •  ;  les  quan- 
tités ^88)^  et  an  prodait  kM  ose  nonveDe  f9BCti<m  k  des  différences  0—- S» 
jr  —  n  »  z  —  ^.  Ilest  essentiel  d*obserrer  qne  cette  fonction  k  se  réduira  simple- 
meot  k  ane  constante ,  si  les  direrses  parties  da  corps  solide  sont  fermées  de  la  même 
matière.  Si  maintenant  on  combine  les  équations  (89)  arec  les  formules  ys3) ,  on  trouvera 


\     dy  dxj 


dx 


+  T 


5ï 


+  ?-ï  =  p3&. 


'"T  dy  ^ 


'^t) 


dx 


dz 


+?z=pi. 


les  râleurs  de  .%  »  7  «  ^  <^^  ^^  u  »  v  ,  w  étant  liées  à  celles  de  l .  r, ,  l  par 
les  formules  (10)  do  la  page  i5o  et  les  formules  (19)  de  la  page  i53.  Quant  aux  quan- 
tités V  et  p  qui  représentent  i.*la  dilatation  du  volume  d*une  molécule ,  tandis  que  le 
corps  passe  de  l'état  naturel  à  l'état  de  mouvement  qui  subsiste  au  bout  du  temps  t , 
2.^  la  densité  du  corps  h  cette  époque»  elles  seront  toujours  déterminées  par  les  équa- 
tions (]3)  et  (i5). 

Dans  le  cas  particulier  ob  l'on  suppose  les  déplacements  S  ,  u  »  C  très-petits  pen- 
dant toute  la  durée  du  mouvement  »  et  où  les  quantités  k  ,  A  deviennent  constantes, 
les  équations  (i5)  et  (i5)  doivent  être  remplacées  par  les  équations  (so)  et  (s^)»  et  les 
formules  (C4)  peuvent  étro  réduites  aux  suivantes: 


(9«) 


/ 


d*u  r/'a 

dx^    "^    dy* 


\      dx^ 


d^u 


dx* 


d^m 


+ 


d^t 


dy* 


d^w 


dz* 


dz* 


d^m 


(-1 

\dtl     ,    2A  y aA   rfg 


f-1 

\dtl    _.    2A       aA  dv 

1 «"  "T~  ■*    —  T"  TT  * 


dy 


i^ 


dy* 


dz* 


dz 


k     dt 


aA       2^  dw 
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Si  PoD  ajoute  eelleHrî,  après  ardîr  différencié  la  première  par  rapport  à    es  ^    la  seconde 
par  rapport  à    j ,    la  troisième  par  rapport  S     z  ;     on  en  tirera ,  en  ayant  égard  à  Té- 
qaation  (29) , 

Enfin»  si  la  force  accélératrice  s'évanouît  avec  ses  projections  algébriques     X ,  Y ^  Z  , 
les  formules  (91)  et  (92)  deviendront 


d^u    .     d*u     .     d*u 


■fâ 


ifx^  dy\  dt\  dx 

(S) 


(95)  {      d^v  rf'c  d-v     , 


dx^   ^     df^*  ^2»   ^         rf/ 


d'^w    .     <f'i»    .     rf'w 


-fê) 


f/a;»  /(y*  rfz*  </« 


aâ 

da 

k 

dt 

2A 

dv 

T 

dt 

aA 

dm 

k 

dt 

et 


-©  ^  -(S) ,  "•©  .  4ï) 


^^^  dx^       ^       dy-       ^       ^:î"       ~k        dt 

Il  importe  d'observer  i.^que  la  quantité  —  comprise  dans  l'équation  (94)  est  propor- 
tionnelle à  la  dilatation  du  volume  pendant  un  instant  très -petit  Al  1  2**  que  Téqua^ 
tien  (94)  est  semblable  à  la  formule  (88)  de  la  page  t^6,  c'est-à-dire-,  à  ceHe  qui  dé- 
termine le  mouvement  de  la  chaleur  dans  un  corps  homogène  ou  dans  l'espace;  d'où 
résulte  une  analogie  remarquable  entre  la  propagation  du  calorique  et  la  propagation  des 
vibrations  d'un  corps  entièrement  dépourvu  d'élasticité. 

Les  formules  (89) ,  (91)  »  (92) .  (O^)  »  (94)  sont  extraites  du  Mémoire  que  j'ai  présenté 
à  l'Académie  des  Sciences  le  3o  septembre  1822.  Ces  formules  devraient  être  rem- 
placées par  d'antres  du  même  genre  ,  si  Ton  modifiait  fhypolbèse  précédemment 
admise.  Ainsi,  par  exemple,  si,  pour  un  point  donné  d^ua  corps  non  élastique,  on  sup- 
posait chaque  pression  ou  tension  principale  composée  de  deux  parties  ^  dont  Time  serait 
proportionnelle  à  la  condensation  ou  dilatation  instantanée ,.  mesurée  dans  le  sens  de- 


Digitized  by 


Google 


(  »86) 
cette  force,  tandis  que  l'autre ,  désignée  par     R»     dépendrait  uniquement  de  la  posi^ 
tion  du  point,  on  devrait  aux  formules  (89)  substituer  les  suivantes: 


(95) 


^  =  .,4'+R. 


5  =  k^+R. 


C  =  t'^+R, 


I      Idn        dw\  „         1  ,  fdvo    ,    du\  1      '(du    .    dv\ 


Concevons  à  présent  que  la  partie    R    commune  aux  trois  pressions  principales,  devienne 
proportionnelle  à  la  quantité 


(96) 


dj 

dt 


qui  mesure  la  dilatation  ou  la  condensation  instantanée  du  volume  au  point     {x^y^z) . 
On  aura 


(97) 


^--^T.- 


K  désignant  un  coefficient  qui  sera  constant  si  le  corps  est  homogène ,  et  fonction  des 
différences  x  —  Ç,j  —  »ï,  s  —  t  dans  le  cas  contraire.  Cela  posé ,  on  tirera  des  for- 
mules (25)  cqjnbinées  avec  les  éqaalions  (95)  et  (97) 

m ,  ■  4^1+^^) , .  "Kt+^i  ,  "(4) , ,  ^, 

[—inr-^i^ Ty -^T T. +-X— +''^=p-^-' 

A^         ^ — :â:: — r— t, ' — x hp^  =  Pî>  » 


\i 


■  ■'(4+4)  ,  .  "(^.7+4)  ,  ¥i) ,  "(4) 

2  dx  a  f/j'  ^z  r/^ 


»^  =  PJ& 


Enfin,  si  l'on  suppose  que  les  déplacements  S  ,  >i  ,  (  restent  très -petits  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement,  et  que  les  quantités  k,  K,  A  deviennent  constantes  , 
les  formules  (98)  pourront  être  réduites  à  celles  qui  suivent  : 


Digitized  by 


Google 


(  187) 


(99) 


i_ (Jl!L 4-  *^'"  4_ .fillX  _L.  .'^^aK         \dt)     ■    V _  ^ 

di—\ 
i^\dx' '^  dy  "^  dz'l'^       ;r~      <<y      "•"  <ff' 

iT.) 


k   /^'w  ^'tp        y»tP\  k4-2K         \dt)     ,     y  _^. 


2A  rf  2  ^^ 


et  Ton  en  Conclura 


(,00)    __|___+_2__  +  ___J+._  +  _.4._- __. 

Les  formules  (98),  (9g)  et  (100)  subsisteraient  encore  sans  aucune  modification,  si  l'on 
attribuait  aux  pressions  ou  tensions  désignées  par  A  ,  B  ,  C  ^  D  ,  E  ,  F ,  non  plus 
les  valeurs  que  déterminent  les  équations  (96)  et  (97),  mais  ces  mêmes  valeurs  augmentées 
de  constantes  arbitraires. 
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SUR  L'ÉQUIUBRE  ET  LE  MOUVEMENT  . 

D'UN  SYSTÈME  DE  POINTS  MATÉRIELS 

SOLLIGIïte  PAR  DES  FORGES  D'ATTRACTION  OU  DE  HAlPULSICNf  MUTUELLE. 


IMM 


Considérons  un  très-grand  nombre  de  molécules  ou  points  matérieb  distribués  arbi- 
trairement dans  une  portion  de  Tespace  »  et  sollicités  au  mouvement  par  des  forces  d'at- 
traction ou  de  répulsion  mutuelle.  Soient  m  la  mastfe  d'une  de  ces  mdlécules,  m  ,  m', 
m%  ...  .les  masses  des  autres;  ot  supposons  qu'à  une  certaine  époque 
a  9  b  ,  c  désignent  les  coordonnées  de  la  molécule  m  ,  rapportées  k  trois  axes  rec- 
tangulaires Aeu  X,  y,  ût  z  , 
a-^^a,  b'^^b,  e  +  Ac    les  coordonnées  d'une  autre  molécule    m  » 

r    la  distance  des  molécules    m  et  m  ^ 

a,  p  ,  1/    les  angles  formés  par  le  rayon  vecteur    r    avec  les  demi-aies  des  coordon- 
nées positives. 

Admettons  d'ailleurs  que  l'attraction  ou  la  répulsion  mutuelle  des  deux  masses     m    et 

m  ,     étant  proportionnelle  à  ces  masses  et  à  une  fonction  de  la  distance     r ,     soit  re- 
présentée par 

(i)  mfnf{r)  . 

La  résultante  des  attractions  ou  répulsions  exercées  sur  la  molécule    m    par  les  molé- 
cules   m ,  m^...     aura  pour  projections  algébriques  sur  les  axes  coordonnés 

(a)  mS[±:mco8a/'(r)] ,        inS[±mcos?/'(r)] ,        mS[±:mco87A^)]  » 

la  lettre     S     indiquant  une  somme  de  termes  semblables ,  mais  relatifs  aux  diverses 
molécules    m  ,   m\ ,     et  le  signe     db     devant  être  réduit  au  signe    +    ou  au 

signe    -— ,    suivant  que  la  masse    m    sera  attirée  ou  repoussée  par  la  molécule    m . 
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(  »89  ) 
Ajoutons  que  les  quantités    ^a ,  a6  ,  âc    pourront  être  exprimées  en  fonction  de    r, 
et  des  angles    a ,  ^  ,  y    par  les  formules 

(3)  Aa  =  rcos«,         A^  =  rcosp,         Acrzircosy. 

Supposons  maintenant  que  l'état  du  système  de  points  matériels  soit  changé,  et  que 

les  molécules    ta»  tn  .   m\ se  déplacent  dans  l'espace,  mais  de  manière  que  la 

distance  de  deux  molécules  tn  et  m  varie  dans  un  rapport  peu  différent  de  l'unité. 
Soient 

des  fonctions  de  a ,  b ,  c ,  qui  représentent  les  déplacements  très-petits  et  parallèles 
aux  axes  d'une  molécule  quelconque    m  ; 

les  coordonnées  des  molécules    m  »  m    dans  le  nouvel  état  du  système, 

la  distance  des  molécules  m ,  tn  dans  ce  nouvel  état,  t  exprimera  la  dilatation  très- 
petite  de  la  longueur  r  dans  le  passage  du  premier  état  au  second ,  et  l'on  aura  évi- 
demment 

(4)  a;  =  a+Ç,         y  =  b+nj         «  =  c  +  Ç, 

IAâ;=Âa-4- Ag  =  rcosa-f- AÇ  , 
Aj  =  A^-|- Au  z=rcosp-f- Au  , 
A2  =  Ac-|-AÇ=:rC0S7  +  ^^  '» 

(6)  r»(i  +  f)»  =  Aa?'  +  Aj»  +  A«^»=r»  +  ar(cosaAÇ+COSpAu  +  coS7AÇ)+AÇ»  +  A>j'+AÇ>. 

(7)  •  l+«==y/    l4.y(C0SaAÇ  +  C0SpA>l4-C0S7AÇ)  +  -J^(A|»4.Aîï"  + 

De  plus,  le  rayon  vecteur  mené  de  la  molécule    m    à  la  molécule    m    formera,  avec 

les  demi-axes  des  coordonnées  positives ,  des  angles  dont  les  cosinus  seront  représentés , 
non  plus  par 

III.*  ANNÉE.  a 5 
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(8) 
mais  par 

(9) 


C08a  =  —  #  COSÔ  =  — 

r  ^         r 


ÙiX 


»•(>+•)  ' 


A7 


'•(i+«)     ' 


CO87  =  — 
r 


En  conséquence,  les  projections  algébriques  de  la  résultante  des  attractions  ou  répul- 
sions exercées  par  les  molécules  m  ,  m' ^  *..  sur  la  molécule  m  deviendront  res- 
pectivement égales  aux  trois  produits 


mS 


(10) 


dbm 


La 


r(i  +  .) 


/[r  (!  +  .)].         «S 


dbm' 


Aj' 


rCi+O 


•f[r(>  +  «)]    . 


titS 


Donc»  si  Ton  po5e 


(") 


')=«l*">^^'^i  • 


les  trois  produits 
et  les  trois  quantités 


3  =  S|d=mIfî^A, 


tn  JC  »        tnt)  f        mB  >■ 


X, 


représenteront  les  projections  algébriques  i.^  de  la  résultante  dont  il  s'agit  »  s.*  de  cett« 
résultante  divisée  par    m  ,     ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  force  accéféralricc  qui 

sollicitera  la  molécule     tn  ,     et  qui  sera  due  aux  actions  des  molécules    m  ^  ni\  etc....^ 

Dans  rhypothèso  que  nous  avons  admise^  c'est-à-dire,  lorsque  les  déplacements 
$  9  )}  9  (  sont  très-pelits;  alors,  en  considérant  ces  déplacements  comme  infinimeni 
petits  du  premier  ordre ,  et  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre ,  on  tire  do. 
Téquation  (7) 
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(it)  «rs  — (coSaAÇ  +  COspAn-j-cosyAi;). 

Dans  la  même  hypothèse ,  on  aara  encore  à  très-peu  près 

„,N              r[r(i  +  01    _f.        ,.    nr)+*rnr)    _  f{r)             rr{r).f{r)  . 
(*5>  r(i+«)  ^'        ^  r  —     r     ^*  ;: ' 

pois  on  coQcIora  des  formules  (ii) ,  combinées  avec  les  équations  (5)  et  (i3). 

Lorsque  le  premier  état  du  système  des  points  matériels  est  ua  état  d'équilibre,  il 
suflU  de  remplacer  Ç  »  >i  »  C  »  <  par  zéro  dans  les  formules  (i4)  »  potir  faire  évanouir 
JC  •  1)^  3*     On  a  donc  alors 

(i5)     S[d=mcosa/'(r)]  =  o,         SCdbmcosp/'Mlrizo,        S[±mcos7^(r)]  =  o, 
et  par  suite  les  formules  (i4)  se  réduisent  à 

af  =  s|±m[(rnr)-A'-))*C08«  +  -^Aç]|  . 
(i6)  j  l)  =  s[±m[(rnr)-A'-))»C08P+-^Aj}, 

3=:S|±m[(rnr)-/'(r)).C087+-^Aç]|.. 
oo«  ce  qui  rerient  au  même ,  à  •' , 
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'  jf  ==  S  {±m[  (M  +  :^:^COS-a)  .Ç  +  Ii:^(C0SaC0S?A,  +  C0»c*087A;)]  j  , 
(.7)     î)  =  S  jdbn[  (M  +  £(±£W  C08«P)  A>.  +  -îffllûl(c08Pc087AÇ+CO8pcO8«^l)]  j  . 

Concevons  à  présent  que  l'action  de  m  sur  m  et  la  fonction  f{r)  ne  conser- 
vent do  valeurs  sensibles  que  pour  de  très-petites  valeurs  de  la  distance  r.-  Alors  on 
pourra,  sans  inconvénient,  dans  les  formules  (12),  (i4)  et  (17)»  substituer  aux  quan- 
tités AÇf  an  ,  AC  les  valeurs  approchées  qu'on  obtient  lorsqu'après  avoir  développé 
chacune  do  ces  quantité^  suivant  les  puissances  ascendantes  des  différences  finies 

Aa  =  rco8ay        AA=rcosp,        Ac  =  rcos7, 

on  réduit  chaque  développement  à  un  petit  nombre  de  termes.  Ot  on  tirera  de  la  formule 
de  Taylor  étendue  à  plusieurs  variables 

i.a^rfa*  '    db^  '    de*  *        dbdc  *       dcda  dadb  j 

+  etc , 

dri  ^       ,    dn      I    .    dvi 

A>î  =  — —  Aa-I tAoH — ;— Ac 

da  do  de 

+  etc , 


+  etc , 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 
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r»  /«/>E  rf«E  rf»E  rf»E         „  rf»Ç  rf*Ç  \ 


-f-elc. 


pisi^'^'''  ^■*':?F^^*  ^■*'57^^'''  ^""'^^ 


1+  etc. 


I  r«  /i^'Ç  i/*Ç  rf'Ç  rf'Ç       ^  rf'Ç  e/*Ç  \ 

i.aWa'  «^^  ^^  ^^^^  ^^^<*  ^'ûc^  / 

\+elc ; 


et,  8!,  dan8  les  seconds  membres  des  formules  (18) ,  on  néglige  les  içrmes  qui  renfer- 
ment des  puissances  de  r  supérieures  au  carré ,  il  est  clair  que  les  valeurs  de  X  » 
1J,  3  déterminées  par  les  équations  (i4)  ou  (17)  se  réduiront,  comme  la  valeur  de 
f    fournie  par  Téqualion  (12) ,  à  des  fonctions  linéaires  des  quantités 


(»9) 


rfÇ«<Çrf£  rf^rfflrfn  rfÇdÇrfÇ 

da'     db'     de'  da  '     db  '     de'         là'     7b'     de' 


(«0) 


da'    ' 

rf'Ç 
db'   ' 

d'i 

de    ' 

d'% 
dbdc   ' 

d'I 
dcda   ' 

d'% 
dadb   ' 

d'r, 

da'    ' 

d'n 
db'  ' 

d'y, 
de    ' 

du 
dbde  ' 

d'n 
dcda   ' 

d'n 
dadb  ' 

rf'Ç 

d'^ 

d'X, 

d'n 

d'n 

d'y, 

da*    '      db*    '      de*    '      dbdc   '      dcda    '      dadb 
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Cela  posé,  n  Tob  fait ,  poar  pla*  de  commodilé , 

dl  ,    rf!        .  ,    di 

(21)  {      «-  =  5f7^o««+^^^*P+^<^7.        . 

rfç  </ç  </ç 

C.  =  — C08«i+^C0»P  +  -co.y; 

</>Ë  J'E  d*\  d*l  d*l  d*l 

on  trooTora  simplement 

(«3)        AÇ=:r(ç,  +  -l|.)  ,  Afl  =  r(«.  +  -lJ,  AÇ  =  r^ç.  +  -^ç,) 

(«4)  c  =  Ç.COSa  +  a,CO»p  +Ç,  C0«7  ^ (Ç.COia  +  n.COSp  +  (.COSt)  ; 

et  par  suite  les  équations  (i4)  donneront 

(«5)     X=X.^\■X^■^^I^,      t)  =  l),  +  î).  +  t)..       3  =  3.  +  3.+3.. 

pourra  que  l'on  pose 

(«6)      I.=SC±mcos«Ar)].    |),  =  S[d=incospf(r)],    3.=«S[d:incoi7fW].- 

Jf .  =  S  [dzmÇ.Ar)] +S  [±m  (Ç.  co8«+i,.  oosp +Ç.cosy)  cos«.  (rrW — AO  )]  » 

(»7)       {     t).  =  Stimn.AOl+S  [d:m  (Ç.  cosa+n,  cosp+Ç.  cosy)  cosp.  {rf^r)  —f{r)  )] , 

3.ssS[±mÇ,/'(r)]+S[d:m(Ç.C08«+».C08p+Ç.C0S7)c0S7.(r/'(r)— /"(r))]. 
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(s8)     1).  =  S  f  db  ^«./(r)!  +  s|db^(Ç,CO«a+«,co«p+ç,co«7)CMp.[rf  (r)  — A')])  • 
3.  =  s|=fcî^Ç,Ar)|  +  s|±î^(Ç.C08a+«.,C08p+Ç.C087)c087.[rf(r)  — f(r)]|. 

Faisons  de  plus,  poor  abréger, 

(«9)  ±[rnr) -/(»•)}  =  /('). 

Oq  Urera  det  fonnules  (27) 


/ 


+  S  SEm/(r)co8»«]  +  ^  S[m/(r)cos»«c08p]  +  ^  S[m/(r)cd8»ciC08y] 


db 


de 


l  +  ;j-S[m/(r)co»'«co8P]  +^  S[m/(r)co8«co8*P]  +— S[m/(r)co8aeospco87l 


da 


db 


de 


Jm  Jy  ^Y 

l4-  —  S  [m/(r)co»*aco87]  +  ^  S  \mf{T)  cosacospcos-/]  +  7-  S[m/(r)  co8acos*7] , 


da 


(5o) 


£/^ 


</s 


|-h  :;^  S[m/(r)C0S>aC05Ô]  +  ^7^  S[m/(r)C0»aC08'p]  +  -^  S[m/(r)c08aC08PC087] 
'      an  tt£^  ar 


f4-ês[m/(r)co8«co8«p]  +  ^S[m/(r)co85p]  +^  S[m/(r)co8«pco87] 


i/a 


de 


4-  J^  S[m/(r)co6«co8pco87]  +^  S[m/(r)co8*Pco87]  +  ^  S[m/(r)co8pco8*7]  1^ 
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et  des  formules  (28) 

rf'E  rf*Ç  //"H 

+  jj^S[±mrco8?cos7f  (r)]+  ^^S[±Tnrcos7C08af(r)]-i.  ^^S[d=mrcosacospf  (r)] 

4-^7jS[mr/(r)co8»acospcos7]4-j-|-S[mr/(r)co83acos7]+r-^S[mr/(r)c^^ 
/+~s[^/(r)co»Vosp]+J^S[^/(r)co.«co»'p]+ll^S[^/(r)co5cKK>sP^^^ 
J4-57jS[mr/(r)co8aco8*pcos7]+r5^S[mr/(r)co»'aco 

— S[mr/(r)cosacos?cos»7]+— S[mr/(r)cos*acos»7]+-— S[?rir/(0 

Ijs  zis  etc*  •  •  •  ^ 

\3»  =  elc 

Les  formules  (00)  et  (3i),  étant  réunies  aux  équations  (tS)  et  (26),  fournissent  le  moyen 
d'exprimer  les  forces  accélératrices    X  »  11  '  3  >     ^^^^  ^^^  actions  des  molécules    m  , 

m\...     sur  la  molécule    m ,     en  fonctions  des  quantités  (19)  et  (20). 

Gomme,  pour  obtenir  les  sommes  qui  servent  de  coefficients  aux  expressions  (so) 
dan»  les  seconds  membres  des  formules  (3i)  »  il  suffit  de  multiplier  successiTcment  les 
quantités  renfermées  sous  le  signe  S  dans  les  seconds  membres  des  formules  (s6)  et 
(3o)  par  les  trois  facteurs 

rcosa ,  rcosp ,  rcos7 , 

ou  par  les  moitiés  de  ces  facteurs,  et  que  chacun  de  ceux-ci  diUibre  très-peu  de  zéro, 
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quandonatlribue  au  rayon  vecteur  r  une  valeur  très-petitb;  il  semble,  au  premier  abord, 
qu'on  pourrait,  dans  les  équations  (aS), négliger  Jf^,  fj,,  3,  vis-à-vis  des  quantités  Jto, 
X).9  3»  »  Xi*  1)m  Sx  •  Mais  on  doit  observer  que  chacune  des  sommes  comprises  dans  les 
formules  (01)  se  compose  de  termes  qui  sont  tous  aflectés  du  même  signe ,  tandis  que  cha- 
cune des  sommes  comprises  dans  les  formules  (26)  et  (3o)  se  compose  de  termes  qui  sont 
'  affectés  de  signes  contraires  quand  ils  correspondent  à  des  molécules  situées  de  part  et  d'au- 
tre du  point  {a,  b,  c)  sur  une  droite  quelconque  menée  par  ce  même  point.  Il  en  résulte 
que  les  dernières  sommes  peuvent  s'évanouir  dans  beaucoup  de  cas ,  mais  qu'il  n'en  est 
pas  de  même  des  autres.  Donc  il  peut  arriver  que,  dans  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (s5) ,  les  termes  jta ,  ))>  ,  3»  soient  non-seulement  ceux  qui  offrent  les  plus 
grandes  valeurs  numériques  ,  mais  encore  les  seuls  qui  différent  de  zéro. 

Les  valeurs  de  X  »  ï)  »  S  ^^n^  déterminées  par  les  formules  (s5) ,  (26) ,  (3o)  et 
(3i)  en  fonction  des  quantités  (19)  et  (20),  on  établira  sans  peine  les  équations  qui 
expriment  l'équilibre  ou  le  mouvement  du  système  des  masses  m  ,  tn  ,  fn\...  sou- 
mises non  -  seulement  à  leurs  attractions  ou  répulsions  mutuelles,  mais  en  outre  à  de 
nouvelles  forces  accélératrices.  En  effet,  supposons  qu'au  bout  du  temps  1,  l'état 
d'équilibre  ou  de  mouvement  de  système  coïncide  avec  l'état  dans  lequel  les  coordonnées 

de  la  molécule    m    se  trouvent  représentées  par    x  ,  jr,  z;     et  soient  à  cette  époque 

X.      y,      z 

les  projections  algébriques  de  la  nouvelle  force  accélératrice    7    appliquée  h  la  molé- 
cule   m     sur  les  axes  coordonnés.  On  aura  évidemment,  si  le  système  est  en  équilibre , 

(32)  x  +  X  =  o,        1)+y  =  o,        3  +  2  =  0, 

Au  conti'aire ,  si  le  système  se  meut ,  en  désignant  par    ^    la  force  accélératrice  qui 

serait  capable  de  produire  à  elle  seule  le  mouvement  effectif  de  la  molécule    m»   et  par 

X,t  Sf  9  %    1^  projections  algébriques  de  cette  force  sur  les  axes  coordonnés ,  on  devra 

dans  les  éqaattons  (32) ,  remplacer  les  quantités      X  ,    JT,    Z     par  les  différences 
J^  —  3G  f  1^—  ^9  Z  —  3&  •     Comme  on  trouvera  d'ailleurs ,  en  prenant    a  ,  6     ^     ^ 

pour  variables  indépendantes ,  et  ayant  égard  aux  formules  (4)  » 

w^;       ^—  rfp— "5F'        ^""SF^^r'        ^~7F~7F' 
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il  est  clair  que  le  mouvement  d'une  molécule  quelconque     m     sera  déterminé  par  les 
équations 

(54)      'x+x=^.     rs+y^^.      3+z=^. 

Les  valeurs  de  JE  »  l)  »  3  .  déleriûinées  par  les  formules  (aS),  (26),  (3o)  et  (3 1),  se 
simplifient  dans  plusieurs  hypothèses  dignes  de  remarque  »  et  que  nous  allons  successi- 
vement examiner. 

D'abord  on  peut  supposer  que  les  sommes  comprises  dans  les  formules  (26)  et  (3o) 
s'évanouissent.  C'est  ce  qui  arrivera  en  particulier,  si»  dans  l'état  primitif  du  système» 
les  masses  m  ^  m' ,  m" »...  étant  deux  à  deux  égales  entre  elles  »  sont  distribuées  sy- 
métriquement de  part  et  d'autre  de  la  molécule     m»     sur  des  droites  menées  par  le  point 

(a,  6,0)  avec  lequel  cette  molécule  coïncide.  En  effet,  comme  chacun  des  termes  ren- 
fermés sous  le  signe  S  dans  les  formules  (2G)  et  (3o) ,  offrant  un  nombre  impair  de 
facteurs  égaux  aux  cosinus 

cosa  ,  cosS  ,  ces  7, 

change  nécessairement  de  signe  avec  ces  mômes  facteurs ,  ces  termes ,  comparés  deux 
à  deux,  seront  évidemment,  dans  le  cas  dont  il  s'agit ,  équivalents  au  signe  près,  mais 
affectés  do  signes  contraires.  Alors  les  formules  (i5)  seront  vérifiées,  c'est-à-dire  que 
l'état  primitif  du  système  sera  un  état  d'équilibre;  et,  comme  on  aura  d'ailleurs 

(35)  JE.  =  0 ,         l)«  =  o  ,         it  =  o , 

les  valeurs  de     JE  »  J)  »  3     se  réduiront  à  celles  de     JEt ,  I)a ,  3a' 

On  peut  supposer  encore  que ,  parmi  les  sommes  comprises  dans  les  formules  (26)  > 
(3o)  et  (3i),  toutes  celles  qui  renferment  des  puissances  impaires  de  cos» ,  de  cosp  , 
ou  de     COS7    s'évanouissent.  C'est  ce  qui  arrivera  en  particulier,  si,  dans  l'état  primitif 

du  système,  les  molécules    m,   m',    m^, sont  distribuées  symétriquement  par 

rapport  h  chacun  des  trois  plans  qui ,  renfermant  le  point  (a,  6,  c)  ,  sont  parallèles  aux 
plans  coordonnés  des  J  *  ^  »  des  z  ,  x  et  des  x  ,  y  ,  et  si  deux  molécules  sy- 
métriquement placées  h  l'égard  d'un  des  trois  premiers  plans  offrent  toujours  des  masses 
égales.  Dans  la  supposition  dont  il  s'agit,  non-seulement  les  formules  (i5)  et  (35)  seront 
vérifiées;  mais  de  plus  lt'<  valeurs  de  JE»  \),  3>  équivalentes  à  celles  de  JE*»  l)^»  3«  > 
se  réduiront  à 
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+-^  S[mrco8»acos'p/(r)]  +  ^S[mrco8»«co8'7/W]  , 

t)  =  elc 

\3  =  etc 

Donc  alors,  si  l'on  fait  pour  abréger 

(37)<;  =  S[±î^co8>«Ar)],    //  =  S[±î^cos"p/'(r)],  I  =  s[zt^co»*7f(r)], 

(38)  L  =  S[—  C08««/(r)]  ,      M=  S[^  C08«p/(r)]  .     iV  =  S[^  coi*yf{r)]  . 

(59)  P  =  S[^eo8«pco8'7/(r)],  Q  =  s[^co»'ycos*<:^f{r)],  R  =  S[^C08«c<C08«p/(r)], 
on  trouvera  simplement 

(40)     x\=(G  +  B)^+(H+M)^  +  {l+P)^+'P^  +  'B^. 
3=(c+0)^+(«  +  P,i^+(;+^±i+.<?-S,+./.^. 

Si  l'oD  sopposaîl  les  molécules    m  ,  m\  m^, primitivement  distribuées  de  la 

même  manière  par  rapport  aux  trois  plans  menés  par  la  molécule    m    parallèlement 

aux'plans  coordonnés ,  les  valeurs  des  quantités  G  ,  H  ,  I ,  L  ,  M  ,  N  ,  P,  Q  ,  R 
devraient  rester  les  mêmes  après  un  ou  plusieurs  échanges  opérés  entre  les  trois  angles 
«  ^  P  ,  7  ;     et  Ton  aurait  par  suite 

C4i)  -  G=ja  =  I,        L  =  M  =  N.        P=Qz=B. 
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Donc  alors  les  équations  (5o)  donneraient 


/ 


(42) 


,=  <,.  +  .,^  +  „  +  <;,(i^  +  ili)  +  ,«(-. 


rf'S 


dtdaj  ' 


\ 


Les  formules  (ii),  (is)»  (i4)>  (^6),  (17)»  (18)  çt  (42)  sont  extraites  du  Mémoire  que 
j'ai  présenté  à  TAcadémie  des  sciences,  le  1.*'  octobre  1827,  sur  l'équilibre  et  le  mou- 
vement intérieur  d'un  corps  solide  considéré  comme  un  système  de  molécules  distinctes 
les  unes  des  autres. 

Supposons  enfin  les  molécules  m»  m\  m^,....  primitivement  distribuées  autour 
de  la  molécule  m  ,  de  manière  que  les  valeurs  des  sommes  comprises  dans  les  équa- 
tions (37) ,  (38) ,  (39)  deviennent  indépendantes  des  directions,  assignées  aux  axes  des 
X,  y  et  z.  Alors,  non-seulement  les  conditions  (40  devront  être  satisfaites;  mais  de 
plus^  si  l'on  nomme  s.  «  Pt  ,  7.  ;  «, ,  p,  »  7,  ;  «3  »  Ps  »  73  »  les  angles  formés  par 
trois  demi-axes  perpendiculaires  entre  eux  avec  les  demi-axes  des  x  ,  y  ci  z  positives, 
on  n'altérera  pas  les  valeurs  des  sommes  G^UflfL,  MfNfP^Q.R  en  y 
remplaçant  les  trois  quantités 


cosa , 


cos^, 


CO87 , 


par 


les  trinômes 


COS»COSa,+COSf.COS3,+COS7C087,,    COSaCOSaa+C05ScOS|^a+COS7COS7a,    COSaCOSa3+CO«^OSp3+C087COS7î. 

On  aura  donc  par  suite 


'C=S    ±:--  (cOSaCOSa,  +  COSSCOSf^,  4-  C0S7C0S7.)Y(^) 

I     " 

U.^)  /L  =  S|  — (cOSaCOSa.  +  COSfiCOSfJ.  +  COS7C0S7t)^/(r)      , 


,\7nr 


\B  =^S\ (<:OSaCOSz,  +  C0Si-C0Sp;,  +  C0S7C0S7,)'(C0SaC0Sai 


.+cospcosp,+cos7COS7,)»/(r)  j  • 
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Or ,  si  Ton  développe  le  second  membre  de  chacune  de  ces  dernières  équations  en  une 
suite  de  termes  proportionnels  aux  sommes  comprises  dans  la  formule  (3i) ,  et  si  Ton 
remplace  par  zéro  celles  des  sommes  en  question  qui  renferment  des  puissances  impaires 
de  cosa  ,  de  cosp  ou  de  C0S7 ,  on  trouvera ,  en  ayant  égard  aux  formules  (37) , 
(38),  (39)  et  (40, 

y  G=G(cos'a,+co»*pi4-<^O8*70> 

£==L(cos^a,  +  cos^Pi+cos^7i)+6/î(cos*p,cos*7,4-co*'7iC08'««4"C08*a,cos»p,), 

(44)    {    iJ  =  iR  (cOS*p,C08'7a+CO»'PaCOS*7x+COS*7,COS»aa+COS*7aC08»a,+C08*axCOS'Pa+C08'a,CO»'Pi) 
+  ^R  (cOSPi  COSp, COS7,  C0S7a  4"  COS71  C0S7a COSa,  COSa,  +  COSa,  COSa, 008^1  COSpa) 
-|-  L  (COS'  a,  ces'  a,  -J-  COS' p,  008* p,  +  COS'  7i  COS'  7,)  . 

Gomme  on  aura  d'ailleurs 

008' a,  +  COS'P,  4"  C08*7,  =  I  ,  COS'a,  +  COS'P,  +  C0S*7a  =  1  , 

008 a.  008 a.  +  008^»  008 f»  +  0087x0087,  =0  , 

et  par  conséquent 

1  —  cos^a.  —  COS^p,  —  008^7i  =  (008*a,  -}"  COS'P,  -|-  C08»7,)'  —  OOS^a,  —  OOS^Pj  —  008*7, 

=  a(C0S*Pi0O8'7,  4-C08"7,OOS'ai-|-C08»ai008*Px)  , 

1  —  (00S*Px008'7>  +  C08'P,OOS^7i  +  COS'7,0OS*a,  4"  C08'7aC0S'ax  -|-  OOS'axOOS'p,  -J-  COS'ajOOà'P.) 
=  (C0S'a, +  OO8'px  +  CO»'70(^^^*'*«  +  C^8'Pa  +  ^^Si'70  —  (0OS'Pi008'7,4"CO8'P,0OS'7i-|-elC.) 
=  (COS'ax008*aa4-COS'P,COS'Pa  +  C08'7x008'7a) 

=  —  a(cO8PxCO8pa00S7xCOS7a  +  COS7i0OS7a0OSax0OSaa-j-C0Sa,CO8aaCO3Px0O8Pa)  , 

il  est  clair  que  la  première  des  équations  (44)  sera  identique»  tandis  que  la  seconde  et  la 
troisième  donneront     2L  =  6/Î,     ou 

(45)  /.  =  S/?. 

Gela  posé ,  on  tirera  des  fornuiles  (42) 
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(40,  j    ,=  ,«  +  c,(4|:  +  Jl+±f)+.i,S. 

la  valeur  de    u     étant  déterminée  par  l'équation 

(^7)  ''=â  +  è  +  S- 

GonceTons  maintenant  que ,  dans  l'état  primitif  du  système  des  molécules     m  ,  m' ... , 
et  du  point     (a»6,c)     comme  centre  avec  un  rayon     l     convenablement  choisi,  on 

décrive  une  sphère  qui  renferme  toutes  les  molécules  dont  l'action  sur  la  masse     m     a 

une  valeur  sensible..  Divisons  le  volume     t^     de  cette  sphère  en  éléments  très-petits 

V  ,  v'»   v',   etc ,     mais  dont  chacune  renferme  encore  un  très-grand  nombre  de 

molécules.  Soient    3JC    ^^  somme  des  masses  des  molécules  comprises  dans  la  sphère , 

et 

m  ^'"^' 

£nfîn  supposons  que  les  sommes  des  masses  comprises  sous  les  volumes  élémentaires 

V  ,  y\  v', ...  soient  proportionnelles  à  ces  mêmes  volumes ,  et  représentées  en  con- 
séquence par  les  produits  va  ,  v^A  ,  v^A  , ....  Alors,  si  la  fonction  f{r)  est  telle 
que^  sans  altérer  sensiblement  les  sommes  désignées  par  G  et  par  R ,  on  puisse 
faire  abstraction  de  celles  des  molécules     m  ,   m' ,  m* , ...     qui  sont  les  plus  voisines 

de  la  molécule    m  ,     les  valeurs  de     G  ,  B  ,     fournies  par  les  équations  ifiy)  et  (Sg) 

différeront  très-peu  de  celles  que  déterminent  les  formules 

IC  =  ~  SLdt  rcos-a^r) .  V]  , 
B=  —  S[rcos*acos»p/(r) .  v  ] , 
quand  on  étend  le  signe     S  ,     non  plus  à  tous  les  points  matériels     m  ,  m\  m",  •.., 
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mais  à  tous  les  éléments     y  ,  y\  y" , ...      du  Tolume     tp.      Or,  dans  cette  dernière 

hypothèse ,  le  second  membre  de  chacune  des  expressions  (49)  pourra  être  remplacé 
par  une  intégrale  triple  relative  à  trois  coordonnées  polaires  dont  Tune  serait  le  rayon 
vecteur  r ,  tandis  que  les  deux  autres  représenteraient  les  angles  formés  1 .®  par  le  rayon 
vecteur  -  r  avec  l'axe  des  x  ,  2.®  par  le  plan  qui  renferme  le  même  rayon  et  l'axe 
des  X  avec  le  plan  des  x  ,  y.  Soient  p  »  q  les  deux  angles  dont  il  s'agit.  Cha- 
que intégrale  triple  devra  être  prise  entre  les  limites 

p=o,  p=7r;  ^  =  0,  ^  =  a7r;  r  =  o  ,  r  =  /; 

et  l'on  pourra  même»  sans  erreur  sensible ,  remplacer  la  seconde  limite  de  r  ou  le 
rayon     l    par  l'infini  positif.  Cela  posé ,  on  trouvera 

C     G  =  ±:—C     r^''r''r\f{r).cos^a$mpdpdqdr, 
(5o)  ) 

I     B  =  —  III      r^f{r).cos^oLco^*psinpdpcUjidr; 

et,  comme  on  aura  généralement 

(5i)  co8a  =  co5p,  005^=  sinpcos^ ,  COS7  =  sinpsin^  9 

on  en  conclura 

/       /     cos^(xsmpdpdqz=:2n  j     cos^pBiapdp^z  —  , 

J  J  ^^**"^^**P«*°P^P^=  r^'^cos'î^  r''cos*p(i-cos'p)sinpc/;a==7rfY--|-J=-^  . 
Par  suite  les  formules  (49)  donneront 


(5») 


\ 

D'ailleurs  ,  si ,  pour  des  valeurs  croissantes  de  la  distance  r ,  la  fonction  f[r)  dé- 
croît plus  rapidement  que  la  fraction  —r-  ,  si  de  plus  le  produit  r^f{r)  s'évanouit  pour 
r  =  o  ,   on  trouvera,  en  supposant  la  fonction  f\r)   continuoi^t  en  intégrant  par  parties 
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(55) 

On  aura  dooc  alors 
(54) 


%'    O  «/    O 


R  =  -'G, 


et  par  conséquent  on  tirera  des  formules  (4G) 


(55) 


X  =  iB 


da  ' 


dh  de 


Lorsque  les  quantités  »  désignées  dans  les  formules  (4o)  et  (48)  par  les  lettres  G , 
Il  ^  I ,  L^  M  f  N ,  P  ,  Q  9  R  et  a,  deviennent  constantes ,  c'est-à-dire  »  indépen- 
dantcs  des  coordonnées     a  ,  b  ,  c  ,     ou ,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  place  qu'occupe 

la  molécule     m  >    alors  ,  en  faisant,  pour  plus  de  commodité , 


(56) 


A  = 


B  = 


C  = 


(z:  +  c)g  +  (5_c)ii  +  (Q-C)5A. 


(/,«/,)  g+(i,f+^)^  +  (P-./,)^ 


«2-^)S  +  ('*-^)S  +  <^  +  ^)S 


A, 


A; 


(57) 


"= 

(P+i,j+(P+fl)« 

E  = 

(Q  +  C)«+«J  +  ;,^ 

F  = 

1 

(8+/,)J  +  (B  +  0£l 

^ , 


à, 


a; 


on  réduit  les  équations  (4o)  aux  trois  suivantes 
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*        A  Wa  "*"  rf*   "*■  rfc  j  ' 

^\da   "^  db    "^   de  )  ' 
Dans  le  cm  particulier  où  les  conditions  (4i)  et  (45)  sont  remplies,  il  suffit  dé  poser 

(59)  (lî4.C)A=-ift,  (fl  — C)A  =  /S:. 

•pour  ramener  les  équations  (56)  et  (57)  à  la  forme 

aa  ab  ac 

*=T*(^+4)-  ^-H^+^)-  ''=T»(l+4rj- 

Si ,  de  pluB  >  la  condition  (54)  est  Térifiée ,  on  aura    A:  =  o  ,     et  par  suite 

(61)  Az=:JB  =  C  =  Kv,  D  =  E  =  F=^o. 

Jusqu'à  présent  nous  avons  considéré  comme  variables  indépendantes  les  quatre  quan- 
tités a ,  b  ,  c  ,  t .  Mais  il  est  facile  de  reconnaître  comment  on  devrait  modifier  les 
■diverses  formules  auxquelles  nous  sommes  parvenus ,  si  l'on  voulait  prendre  pour  va- 
riables indépendantes,  avec  le  temps  t ,  les  coordonnées  x  ,  y  9  z.  Soient  effecti- 
vement» au  bout  du  temps  t ,  et  dans  le  cas  où  l'on  regarde  a^  b  ,  c  comme  va- 
riables indépendantes 

(62)  Ç  =  F(a,^,r), 

(63)  g  =  *(a.6,c)  ,  g  =  x(a,6,c)  ,  ^  =  ^{a,b,c) . 

On  iîrera  des  formules  (4)  et  (62) ,  en  considérant     x ,  j ,  z     comme  variables  indé- 
pendantes , 

.^..       da  ^    (/Ç        db  dYi  de  __^    rfÇ 

da  dx  *  dx  dx  '  dx  dx  * 
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(65)  S  =  *(«.*.'')è+M«.6.c)^  +  n«.Mg 

=  *(a.6,c)  — |*(a,6.c)^+X(a,6,c)^+Y(a,6,c)gj. 

Or ,  si  l'on  contioue  de  regarder  >i ,  n  ,  K  et  leurs  dérivées  comme  des  quantités  in- 
finiment petites  du  premier  ordre ,  on  conclura  de  l'équation  (65) ,  en  négligeant  les  in- 
finiment petits  du  second  ordre , 

g  =  *(a.6.o). 
En  raisonnant  de  la  même  manière ,  on  établira  successivement  les  trois  formules 

^^^^  ^=*(«'^*^)'  ^=x(a,6,c),  ^=T(a,6,c), 

De  ces  dernières,  comparées  aux  formules  (63) ,  il  résulte  que»  si  Ton  prend  pour  va^ 
riables  indépendantes ,  au  lieu  de  a ,  b  ,  c ,  les  trois  coordonnées  x  ,  j  f  z  ,  on 
devra  aux  dérivées  partielles 

fi  ^  £1 

da*  db'  7^ 


substituer  les  trois  suivantes 


ri^  di  dl 

dâ*  7y  '  Tt 


D'ailleurs»  si,  dans  les  calculs  que  nous  venons  de  faire,  on  remplace  la  fonction 
\  =  F{a,  6,  c)  par  Tune  des  fonctions  *  (a,  6,  c) ,  x  (a,  6,  c) ,  y  (a,  6,  c) ,  on  prouvera 
encore  que  les  dérivées 


d^{a^b,c)                 d^{a,byc)                  rf»(fl,^,c>  dx{ayby.c) 

dâ          '                   db          '                   de  '                   da 

sont  respectivement  égales  aux  suivantes 

d^{a,bjc)                 d^{a,byc)                 d^ja^b^c)  d\{aybyc) 

7x          •                   dy          '                   dz  '                    dx 

et  l'on  en  conclura  que  les  ^pression» 


eiCf  •  • , 


elc.a^  i 
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d^i  rf^S  d-lj  d^l    . 

rfST'  -dM  '  lÛidT'  Ib^'  ®*^'-' 

peoTent  être  rempbcées  par 

</*S  ^'S  rf>g  d^ij 

dx*    *  dxdj    '  dxdz    '  rf/*    ' 

Enfin  les  remarques  précédentes  ne  sont  pas  seulement  applicables  à  la  fonction  ç , 
mais  encore  aux  fonctions  u  »  ç  »  et  à  toutes  les  quantités  que  l'on  peut  considérer 
comme  infiniment  petites»  par  exemple  »  à  la  quantité  u«  Donc  en  définitive,  si  Ton 
reut  prendre  pour  yariables  indépendantes,  avec  le  temps  t»  les  coordonnées  x^  y^  z, 
il  sufiira  d'écrire  partout,  dans  les  formules  (3o) ,  (5i) ,  (4o) ,  (47)  »  (56) ,  (57)  et  dans 
celles  qui  s'en  déduisent,  x  au  lieu  de  a,  y  au  lieu  de  6,  z  au  lieu  de  c. 
Quant  aux  valeurs  de     dG  »   cT»    %*    elles  continueront  d'être  représentées  [voyez  les 

formules  (98)  de  la  page  166]  par  les  trois  expressions 

</*£  ^'n  rf'C   ^ 

//P   '  dt^    '  dt*    ' 

et  par  conséquent  on  n'aura  point  à  modifier  les  seconds  membres  des  formules  (34)  • 
Cela  posé»  admettons  que,  dans  les  formules  (26),  (5o)  et  (3i),  les  sommes  qui  renferment 
des  puissances  impaires  de  cosa»  de  cosp  ,  ou  de  C0S7  s'évanouissent;  on  tirera  des 
équations  (Ss)  et  (4o) ,  si  le  système  des  molécules    m ,  m' ...     est  en  équilibre, 

$i,  au  contraire,  le  système  est  en  mouvement,  on  tirera  des  formules  (34)  et  (4o^) 
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Si  de  plu»  les  valeurs  de  G,H,I,L,M,N,P,Q,R  deyiennent  indépen* 
dantes  en  chaque  point  des  directions  assignées  aux  axes  des  x  ,  y  et  z^  le^  con* 
ditions  (4i)  et  (45)  seront  vérifiées,  et,  en  supposant  la  quantité  u  déterminée  par 
Téqualion  (47),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  suivante 

/r   x  d^         dn         (/Ç 

t*^9)  ''=rfJ  +  57  +  ^' 

on  réduira  les  formules  (67)  et  (68)  à 

età  •• 

(71)        [    (^  +  <^)l^:;r  +  7F-+-rfFj  +  »^^+^=-57^' 

^     ^^\dx^   ^  dy^  ^  dz^l^        dz^  dt^ 

Enfin,  si  la  condition  (54)  est  elle-même  remplie,  on  aura,  dans  le  cas  d'équilibre  du 
système  des  molécules    m ,  m' , .,. , 
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(  aog  ) 


(7«)        -^+»*è=<>' 


Y  +  .S^^o, 


d-j 


Z+afl  — =0, 


et ,  dans  le  cas  du  mouvement , 


w    ^+'«£=-S- 


JK+27Î-— =  — T-, 


Z+2/Î— -=— — 


On  doit  observer  que  la  quanlilé  v  ,  dclermince  par  la  formule  (69) ,  représente  la 
dilatation  qu'éprouvo  un  volume  très-pelit ,  mais  choisi  de  manière  à  renfermer  avec  la 

molécule  m  un  grand  nombre  do  molécules  voisines ,  tandis  que  ces  molécules  chan- 
gent déposition  dans  l'espace.  Ajoutons  que  les  formules  (72)  et  (73) ,  étant  semblables 
aux  formules  (63),  (72)  et  (77)  des  pages  i4i,  i43  et  i44>  paraissent  convenir  à  un 
système  de  molécules  qui  seraient  disposées  de  manière  à  constituer  un  fluide  élastique. 

Concevons  maintenant  que  les  quantités  désignées  par  les  lettres  G  ,  II ,  I ,  L  , 
M  p  N 9  P,  Q ,  R  et  A  deviennent  constantes,  c'est-à-dire,  indépendantes  des 
coordonnées  a  ,  6  ,  c  ou  x  ,  y^  z;  alors,  en  supposant  les  valeurs  de  A  ,  B  , 
C ,  D  ,  E ,  F  déterminées  par  les  équations  (56)  et  (57),  ou,  ce  qui  revient  au 
même ,  par  les  formules 


(74) 


A  = 


B^ 


,  ^=[(Q-^)â+(''-^)^+(^+^)Sh 


(75) 


D  = 


(P+/)^  +  (P  +  /y)|L 


^=|(^+^)ê+«?+^)S 


A, 


F  = 


(^+//)f +(«  +  C)SÎa; 


on  réduira  les  équations  (67)  aux  trois  suivantes  : 
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dA    ,dF  .dE  .    „ 

5^  +  <7  +  ^  +  '*^'  =  ''' 

(76)  \    rf^  +  ^  +  rf7+^^  =  ''' 

rfE       rfD      rfC      - 

Ces  dernières  et  celles  qu'on  en  tire ,  quand  on  7  remplace    X ,  Y,  Z    par 

^-SG*     y-^f    z-%^ 

sont  semblables  aux  formules  (s)  et  (a 5)  des  pages  161  et  166.  Ainsi ^  en  vertu  des  sup- 
positions admises ,  les  équations  d'équilibre  ou  de  mouvement  du  système  des  molécules 
m,  ni\  m' ,  etc..  ,  coïncident  avec  celles  qu'on  obtiendrait,  en  considérant  une 
masse  homogène  et  continue  »  dans  laquelle  les  pressions  ou  tensions ,  exercées  au  point 
{^yjf^)  >  ^u  c^^^  d®^  coordonnées  positives,  contre  trois  plans  perpendiculaires  aux 
axes  des  œ  ,  des  7  et  des  2; ,  offriraient  des  projections  algébriques  sur  ces  axes  res- 
pectivement égales  aux  quantités 

F.        B,        D, 
E.        D,        C, 

que  déterminent  les  équations  (74)  et  (75).  Si ,  de  plus,  les  conditions  (4i)  et  (45)  sont 
vérifiées,  alors,  en  posant  comme  ci-dessus 

(iî  +  C)A=— ft,         (B  — C)A  =  i5:, 

on  réduira  les  formules  (74)  >  (76)  à 


(78) 


-=iKs+i).  -=tKS+s)'  ^-H^-^è) 
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et  en  même  temps  l'on  fera  coïncider  les  équations  (70) ,  (71)  avec  les  suivantes  : 


dt')^ 


k+iK    dx)    ,    „ 

— .  +  ^  =  0, 


179;      ^   3A  ^rta,.  "n  rfj» 

ib  /  rf'g         d*l 


aA  Vrf»*        «'y*. 


3A        </« 


*+2X    dv    ,    _, 


— u 


aA        rfjr 


aA      d* 


+  Z=Oi 


1/2 


aA      Cita?"*"      ~    Étt» 


aA      <(r  ^«* 


^2 


aA       d% 


dV 


c'est-à-dire 9  ayec  les  formules  (76)  »  (77)  de  l'article  précédent. 

Il  importe  d'obserrer  que  les  formules  (67) ,  (79)  et  (80)  coïncideraient  encore  ayec 
les  formules  (76) ,  si  l'on  attribuait  aux  quaalilés  désignées  par 

Ar    B,     C,    D,    E,    F 

non  plus  les  valeurs  que  déterminent  les  équations  (74)  $  {jS)  et  (78) ,  mais  ces  mêmes 
valeurs  augmentées  de  constantes  arbitraires. 

Pour  réduire  les  équations  (7g)  et  (80)  &  celles  qui  ont  été  données  par  M.  Navicr 
comme  propres  à  déterminer  les  lois  d'équilibre  et  de  mouvement  des  corps  élastiques , 
il  faut  supposer  «  ainsi  qu'on  l'a  déjà  remarqué. 


(81) 


ft=aK. 


Or,  pour  que  les  vateurs  de    Ji    et  de    £  ,  tirées  des  formules  (5g)  ,  vérifient  la  con- 
dition (81),  il  sui&t  d'admettre  que  la  quantité  désignée  par     G     peut  être  néglig 
vis-à-vis  de  la  quantité  désignée  par    B^    ou ,,  en  d'autres  termes ,  que  le  rapport 


(aa> 


R 
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(  ai«  ) 
a  une  valeur  sensiblement  nulle. 

On  voit  au  reste  que ,  si  l'on  considère  un  corps  élastique  comme  un  système  de 
points  matériels  qui  agissent  les  uns  sur  les  autres  à  de  très-petites  distances ,  les  lois  de 
l'équilibre  ou  du  mouvement  intérieur  de  ce  corps  seront  exprimées  dans  beaucoup  de 
cas  par  des  équations  dlflerentes  de  celles  qu'a  données  M.  Navier.  Les  formules 
(67)  et  (G8)  paraissent  spéciaiement  applicables  au  cas  où^  Félasticilé  n'étant  pas  la 
même  dans  les  diverses  directions ,  le  corps  offre  trois  axes  d'élasticité  rectangulaires 
entre  eux,  et  parallèles  aux  axes  des  x  ,  des  y  et  des  z.  Les  formules  (70)  et  (71) 
au  contraire  semblent  devoir  s'appliquer  au  cas  où  le  corps  est  également  élastique  dans 
tous  les  sens  ;  et  alors  on  retrouvera  les  formules  de  M.  Navier,  si  l'on  attribue  à  la  quantité 
G  une  valeur  nulle.  Ajoutons  que  si,  dans  les  formules  (67)  et  (68) ,  en  réduit  à  zéro 
non-seulement  la  quantité  G  ,  mais  encore  les  quantités  de  même  espèce  H  ci  I , 
ces  formules  deviendront  respectivement 

dx^   ^         dy^     *         dz^  dxdy  ^    dzdx     ' 


et 


dx^  dy\  dz^  dydz  dxdy 

dx*  ^      dy\  ^      ds'  ^    ^  dzda>  ^         dydz 


^  ^'       »         dx^  ^^       dy*  di*  dydz  ^^  dxdy  dt* 
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DE  LA  PRESSION  OU  TENSION 

DANS  UN  SYSTÈME  DE  POINTS   MATÉRIELS. 


iiiBiiinwiii 


Dans  Tarticle  précédent ,  après  avoir  établi  les  équations  générales  d'équilibre  ou  de 

mouvement  d'un  système  de  molécules    m  »  m  »  m\  m",  etc.     qui  agissent  les  unes 

sur  les  autres  &  de  très-petites  dislances ,  nous  ayons  recherché  ce  que  deviennent  ces 
mêmes  équations  quand  leurs  coefficients  vérifient  les  conditions  qui  seraient  remplies , 
si  tout  plan  passant  par  une  molécule ,  et  parallèle  à  Tun  des  plans  coordonnés  divisait 
le  système  en  deux  parties  symétriques.  Nous  sommes  ainsi  parvenus  aux  formules  (67) 
de  la  page  207 ,  et  nous  avons  observé  que  ces  formules  coïncident  avec  celles  qu'on 
obtiendrait  en  considérant  une  masse  homogène  et  continue ,  dans  laquelle  les  tensions 
ou  pressions  exercées  au  point  {x,j,z)  ,  du  côté  des  coordonnées  positives»  contre 
trois  plans  parallèles  aux  plans  des  y^s,  des  z,x  et  des  x^jr^  offriraient  des 
projections  algébriques  respectivement  égales  aux  valeurs  de  A  »  F  p  E  ;  F ,  B  9  D  ; 
E  ,  D  9  C  déterminées  par  les  équations  (74)  ot  (75) ,  ou  à  ces  mêmes  valeurs  aug- 
mentées de  constantes  arbitraires.  Nous  allons  maintenant  faire  voir  comment  on  peut 
calculer  directement  les  tensions  ou  pressions  exercées  dans  le  système  des  molécules 

ta  ,  m  ,  fn\  •••     contre  un  plan  perpendiculaire  &  l'un  des  axes  coordonnés ,  quand  on 

suppose  que  ce  plan  devient  rigide ,  çt  qu*on  lie  par  des  droites  m7;ir!l!Î?]e8  les  points 
qu'il  renferme  avec  ceux  des  points  matériels  m ,  m', ...  qui  sont  situés  d'un  même 
côté  de  ce  plan. 

Soient  toujours ,  à  une  certaine  époque , 

x=^a,  jr=zb  ,  z  =  c    les  coordonnées  de  la  molécule    tn  » 

a'-\' ^a ,  b  +  àb  ^  c-^  ^o    les  coordonnées  d'une  autre  molécule    m ., 

r    la  distance  des  molécules     tn     et    m , 

tt ,  p  ,  y    les  angles  formés  par  le  rayon  vecteur    r     avec  les  demi-axes  des  coordonnées 
positives  «  et  liés  aux  quantités     Aa  »  a6  »  A^;    par  les  formules 

(0  Afl  =  rcosa,  àb  =zr cosp  9         t^^Hirooî^ , 
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ujiij  [f]  rallracll«*n  ou  la  répulsion  niulucllc  des  deux  masses  m  cl  m,  propor- 
tionnelle d'une  part  à  ces  masses ,  d'aulre  part  à  une  fonction  de  la  distance  r. 

St/icnl  (le  plus  0  ,  0',  0^  trois  points  quelconques  du  plan  mené  par  la  molécule 
m     perpendiculairement  à  l'axe  des     x  , 

m  ,  in\  m" ,  les  molécules  situées  par  rapport  au  plan  OCO*  du  côté  des  coor- 
données positives , 

T?Y,  ,  m,  ,  etc..  les  molécules  situées  par  rapport  h  ce  même  plan  du  côté  des  coor- 
données  négatives, 

/  une  longueur  très -petite,  mais  supérieure  au  rayon  de  la  sphère  d'activité  sensible 
d'une  molécule , 

s  un  élément  de  la  surface  du  plan  OO^'O'',  dont  les  dimensions  soient  très-petites, 
mais  supérieures,  ainsi  que  la  longueur  / ,  au  rayon  de  la  sphère  d'activité 
sensible  d'une  molécule  , 

V)  '  le  volume  d'un  cylindre  droit  qui  ait  pour  base  la  surface  élémentaire     s  ,     et  pour 

hauteur  la  longueur     /     mesurée  à  partir  du  plan     00^0'     du  côté  des 
coordonnées  négatives , 
;^Xi^     la  somme  des  masses  des  molécules    fn.  ,   tii, ,  etc..     comprisC'S  dans  ce  même 

cylindre ,  et 

le  rapport  qui  exprime  ce  qu'on  peut  nommer  la  densité  du  cylindre. 

Soient  encore 
/     une  portion  de  la  hauteur  du  cylindre,  mesurée  comme  cette  hauteur,  h  partir  du 

plan     ÛO'0%     cl 
n     le  nombre  des  molécules  comprises  dans  la  partie  du  cylindre  qui  aurait    s    pour 

base,  et     t    pour  hauteur.  Enfîn  désignons  par 

A,        F,        E, 

(5)  \     F.        B,        D, 

E.        D,        C\ 

les  projections  algébriques  des  tensions  ou  pressions  qu'il  s'agit  do  calculer;  en  sorte 
que  A  ,  F ,  E  représentent ,  aux  signes  près-,  les  composantes  rectangulaires  de  la 
pression  ou  tension     p'     exercée  au  point     {a,b,c)     et  du  côté  des     x     positive» 
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contre  le  plan  OO'O*,  dans  le  cas  où  Ton  suppose  les  différents  points  de  ce  plan 
liés  par  des  droites  invariables  avec  les  points  matériels     m,  ,   m, ,  etc....     Le  produit 

.     />'* 

de  la  pression  ou  tension  /i'  par  la  surface  élémentaire  s  ne  sera  autre  chose  que 
la  résultante  des  actions  exercées  par  les  molécules  m  ,  m',  m"  ,  etc.  sur  les  mo- 
lécules comprises  dans  le  plan  OO'C,  et  sur  celles  des  molécules  m,,  t/ia  ,  etc.. 
qui  seront  situées  tout  près  de  la  surface     s.     Par  conséquent  les  produits 

(4)  As,        Bs,         Cs 

représenteront  à  très-peu  près  les  projections  algébriques  de  la  résultante  dos  actions 
exercées  par  les  molécules  m  ,  m' ,  m/', ...  sur  les  molécules  comprises  dans  le  vo- 
lume    \9.     Quant  aux  projections  algébriques  de  la  résultante  des  actions  exercées  sur 

la  molécule  m  par  les  molécules  m  ,  m\  m," , ....  ,  elles  seront  équivalentes  aux 
sommes 

(5)  S[±mmcosa/'(r)] ,         S[±mmcosp/i;r)] ,         S[±:mmcos7/'(r)] , 
ou ,  ce  qui  revient  au  même  »  aux  produits 

(6)  tnS[ifcmcosa/'(r)] ,        inS[±:mcospf(r)] ,        mS[±mcos7/'(r)] , 

pourvu  que  l'on  se  contente  d'étendre  le  signe  S  aux  molécules  m  ,  n\\  m" , ... 
situées  par  rapport  au  plan     OO'O*     du  côté  des     x    positives,  et  que  Ton  réduise  le 

double  signe    ±    au  signe     + ,     si  les  molécules     m  »   m     s'attirent ,  au  signe     — 

dans  le  cas  contraire.  Supposons  maintenant  que  les  diverses  molécules  offrent  des  masses 
égales,  et  se  trouvent  distribuées  à  très-peu  près  de  la  même  manière,  soit  autour  de 

la  molécule  m,  soit  autour  do.  chacune  des  molécules  m,,  ma,  etc Si  cha- 
cune des  sommes  (5)  renferme  un  certain  nombre  do  termes  correspondants  à  des  mo- 
lécules    tn  ,  fn\  ...     pour  lesquelles  la  condition 

(7)  rcosa=< 

uni  vérifiée;  les  expressions  (4)  renfermeront  les  termes  dont  il  s'açit,  répétés  chacun  au- 
iaot  de  fois  qu'il  y  aura  dans  le  volume     ^    de  molécules    m/,  m\  , ...     séparées  du 
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plun  00^0'  par  une  distance  égale  ou  inférieure  &  t.  Donc,  pour  déduire  fet 
expressions  (4)  des  expressions  (5) ,  il  suffira  de  multiplier ,  dans  chacune  de  ces  der- 
nières ,  la  quantité  comprise  sous  le  signe  S  par  le  nombre  n  des  molécules  com^ 
prises  dans  la  portion  du  cylindre  dont     t     est  la  hauteur.  On  trouTera  ainsi 

(8)     ^*  =  S[±:nmmcosa/'(r)],    B#=S[dinmmcosp/'(r)]  ^     C*=S[±:nmmcoS7f('")]r 

ou  f  ce  qui  revient  au  même , 

(g)     ^j  =  mS[±:7imcosa/'(r)]  ,    j&j  =  mS[dz  nmco8p/'(r)]  ,     C^=mS[±:nmc087/Xr)]  , 

D'ailleurs  t  en  vertu  des  notations  et  des  suppositions  admises ,  le  nombre  total  des  mo- 
lécules comprises  dans  le  cylindre  dont  la  hauteur  est    l    sera  représenté  par  le  rappori 

(lo)  = A  = A; 

tn  w  tn 

et  par  suite  on  aura  »  sans^  erreur  sensible  > 

(il)  n  = =  — A; 

m      /        tn 

puis  on  en  conclura,  en  ayant  égard  &  la  formule  (7)  » 

«rcosoK 

(12)  »  = :: —  A, 

m 

Donc  les  formules  (8)  ou  (g)  donneront 

% 

(i3)     ^  =  A.S[±mrcos»a/'(r)],  jf=A.S[±:mrco8acosp/'(r)],  jE^A.S[±:mrCQ8«C0S7/^r)]r 

Les  sommes  que  renferment  ces  dernières  équations  doivent  être  étendues  seulement  aux 
molécules  m  ,  m\  m' , ...  situées  par  rapport  au  plan  00^0!  du  côté  des  x 
positives. 

Concevons  à  présent  que  Foa  désigne  par    p.     1»  pressba  ou  teiiMOO  exercée  aa 
point    (a,  b,c)^    et  du  côté  des  coordonnéea  négative»»  contre  le  plan    0  0' 0' ,    daiia> 
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le  cas  où  l'on  suppose  les  dlfTérents  points  de  ce  plan  liés  par  des  droites  invariables  avec 
les  points  matériels    m^ ,  m^  ^  etc....     Le  produit 

PtS 

de  la  pression  ou  tension  pt  par  la  surface  élémentaire  s  ne  sera  autre  chose  que 
la  résultante  des  actions  exercées  par  les  molécules  m,  ,  m, , ...  sur  les  molécules  com- 
prises dans  le  plan  OO'O''  et  sur  celles  des  molécules  m,  m\  m".,,  qui  seront  situées 
tout  près  de  la  surface  s .  D'ailleurs  les  actions  exercées  par  les  molécules  m. ,  m.  » .  •  • 
sur  les  molécules  m  ^  in\  m^, ...  sont  égales  et  directement  opposées  aux  réactions 
exercées  par  les  dernières  sur  les  premières  ;  et  il  est  clair  qu'on  n'altère  pas  sensible* 
ment  la  résultante  deces  actions  ou  de  ces  réactions  »  lorsqu'aux  molécules  m  »  m^  m^, ,.. . 
ou  m.  y  f^a ,  ms ...  on  joint  celles  qui  se  trouvent  précisément  situées  dans  le  plan 
00^0'.  Gela  posé,  les  pressions  ou  tensions  p^s  ,  ptS  supportées,  dans  les  deux 
hypothèses  successivement  admises ,  par  la  surface  élémentaire  s  ,  pourront  être  con- 
sidérées comme  deux  forces  égales,  mais  directement  opposées,  et  l'on  devra  en  dire 
autant  des  pressions  p\  pt  9  exercées  au  point  {a,  b,e)  contre  les  deux  faces  du 
plan  00^0^.  Donc  la  pression  ou  tension  p,  aura  pour  projections  algébriques 
sur  les  axes,  non  plus  les  trois  quantités    A  ,  F ,  E ,    mais  les  trois  suivantes 

—  A,        —F,        ^E. 

Si  maintenant  on  applique  à  la  détermination  de  ces  projections  algébriques  Tes  raisonne- 
ments par  lesquels  nous  avons  établi  les  équations  (i3} ,  on  sera  conduit  &  reconnaître 
que  ces  équations  subsistent  encore  dans  le  cas  où  l'on  étend  le  signe  S  ,  non  plus 
aux  molécules  m  ,  m\  m' , ...  situées  par  rapport  au  plan  OO'O''  du  côté  des 
X  positives,  mais  aux  molécules  m.  ,  m, ,  r.r  situées  par  rapport  à  ce  plan  du  côté 
des  œ  négatives.  Donc,  par  suite,  les  sommes  comprises  dans  les  équations  (i3)  sont 
équivalentes  aux  moitiés  de  celles  qu'on  obtiendrait ,  si  l'on  supposait  le  signe  S  étendu 
à  toutes  les  molécules  m,  m\  m",...  m^ ,  m,,  mj ,  •••  situées  par  rapport  au  plan 
PO^O''  soit  du  côté  des  x  positives ,  soit  du  côté  des  x  négatives,  c'est-à-dire, 
à  très-peu  près ,  aux  moitiés  de  celles  que  l'on  obtiendrait  en  étendant  le  signe  S  à 
tontes  les  molécules  du  système  proposé.  On  aura  donc ,  en  interprétant  le  signe  S 
comme  on  vient  de  le  dire , 

A  —  —  S[dbfnrcos*a/*(r)] ,  J?=  —  S[=bmrcosacospf(r)],. 

€=  —  S[±C0SaC0S7f(r)]  r 

21- 
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(  2i8  ) 
En  appliquant  des  raisonnements  du  même  {;enrc  à  la  recherche  des  projections  algébri- 
ques    F  t  B ,  D    ou   E  ,  D  ,  C     de  la  pression  ou  tension  exercée  au  point     {a,b,c) 
et  du  côté  des  coordonnées  positives  contre  un  plan  perpendiculnire  à  l'axe  des    j    ou 
h  Taxe  des     z  ,     on  trouvera  définitivement 


(>4) 


/     A  =  —  S[d=  mrcos'af(r)]  ,  B=  —  S[±  mrcos'pf{r)-\ , 

C=  —  S[± mrcos'7/*(r)] , 
A  A 

/)=:  —  S[±mrcos?cos7/'(r)] ,  i?=  —  S[±mrcos7COsa/'(r)] , 

\  ^  ==  "7  ^^^  mrcosacosp/*(r)] , 

le  signe     S     devant  être  étendu  à  toutes  les  molécules  du  système  proposé. 

Supposons  maintenant  que  l'état  du  système  4o  points  matériels  soit  changé»  et  que 
les  molécules  m  ,  m  ,  m\  ..,  m^ ,  m, ,  •••  se  déplacent  dans  l'espace,  mais  de  ma- 
nière que  la  distance  de  deux  moléctiles  m  et  m  varie  dans  un  rapport  peu  différent 
de  l'unité.  Soient  d'ailleurs ,  comme  dans  l'article  précédent , 

des  fonctiops  de    a ,  b  ,  c    qui  représentent  les  déplacements  très-petits  et  parallèle^ 
aux  axes  d'une  molécule  quelconque     tn  $ 

les  coordonnées  des  molécules     tn  ,  m    dans  le  nouvel  état  du  système,  et 

r(i  +  0 

la  distance  des  mêmes  molécules  dans  ce  nouvel  état.  Enfin  désignons  par     u     la  dila- 
tation qu'éprouve,  pendant  le  changement  d'état  du  sptème ,  un  volume  très-petit     v  , 

mais  qui  pourtant  renferme  avec  la  molécule     m     un  grand  nombre  de  molécules  toî- 

ëînes     m  ,  m', ...  m,  ,  m, ...  ;     et  soit    p     la  nouvelle  densité  du  volume  élémentaire 


Digitized  by 


Google 


(  «»9  ) 
V .     Les  quantités     x  ,  j ,  z  ,    ts.x  ,  l^y ,  ^z  ,    •     seront  déterminées  par  les  formules 
(4)  '  (5)  »  (7)  de  Tarticle  précédent ,  et  la  quantité    y     par  l'équation  (69)  ou  plutôt  par 
l'équation  (47}  du  même  article ,  en  sorte  qu'on  aura 

/  tx  rfç        rfS        rfS 

Oa- trouvera  d'ailleurs 

(16)  P  =  -~-' 

puis»  en  considérant  u  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  on  tirera  de  la 
formule  (iG) 

(t)  P  =  (i  — u)A. 

Cela  posé,  les  valeurs  de  A  ,  B  ,  C ,  D  ,  E  ,  F,  relatives  au  nouvel  étal  du  sys- 
tème seront  données  à  trcs-peu  près»  non  plus  par  les  équations  (i4)  •  noiais  par  celles 
qu'on  en  déduit  quand  on  substitue  la  densité  p  à  la  densité  A^  le  produit  r(i-f-c) 
au  rayon  vecteur ,  et  les  rapports 

^x  ày  \z 


(18) 


aux  cosinus  des  angles    a,  ^  ,  y.     On  trouvera  ainsi 

a      (  r(i  +  6)  )  a  (  r(i  +  e)        ^    ) 

a      (  '•(1  +  .)  ) 

a     {  '•(>+«)  )  a  (        •      r(i+t)  J 

puis,  en  considérant  les  déplacements     Ç  ,  u  •  C    comme  infiniment  petits  du  premier 
ordre  »  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre ,  et  faisant  pour  abréger 

(•9)  ^irfir)^f{r)]  =  f{r), 
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(  sto  ) 

on  conclura  des  formules  (18)  combinées  arec  les  équations  (5),  (is)  et  (i3)  de  Tartic 
précédent 


-m 


.  +  a. 


^n 


rcos^ 


^cos*p.f{r)\. 


- — VH icospcosvffr)}  , 


ou ,  ce  qui  revient  au  même , 


C") 


/    ^  =  psi±:^[co8'«  +  aco««^)/"(r)j 

+  pS|^ (cosa  tl  +  co»p -y  +  co«y  ^J co$'a/(r) |  . 

+  PS|^[C08«  A_  +  C08p  ^  +  C0»7  — j  CO»»p/(r)|  , 
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(    221    ) 


(20) 


/     /)  =  pSJit:  — fcosj5COS7  +  cos7  —  +  coSj6  — ^|/'(r)! 

+  pS|  —  [cosa  — +  cosS  —  -4-COS7 jC0S?C057/(r)  J  , 

^  =  p S|± ( C0S7C0Sa  +  COSa  -^  +  COS7 j  f{r)  > 


+  pS< fcOSa l-COS? I-C0S7 j  C0S7C0Sa/(r)  >  , 


P=,s{d=ir(, 


AÇ 
COSacOS^  +  COS? 1-  COSa 


:^)fWÎ 


+  pS|  —  fcosa l-coftp  — -1-C0S7  — jcosacosp/(r)| 


D'aillfeurs  les  attractions  ou  répulsions  mutuelles  des  molécules     m  ,   rn  ,  m\  ....  m, , 

m, , ...  n'étant  sensibles  par  hypothèse  qu'à  de  trèsr-petites  distances»  on  pourra  »  sans 
inconvénient»  dans  les  formules  (22)  et  (20)»  substituer  aux  quantités  Ag ,  A»  ,  ,aC 
les  premiers  termes  de  leurs  développements  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  r,  c'est-à-dire ,  des  développements  que  fournissent  les  équations  (18) 
.de  la  page  1  go  »  et  supposer  en  conséquence 


(«4) 


AÇ  rf?  rfÇ  rfS 

—  =  _COSa+—  C08?+  — COSV. 


A>ï  dri  .     ^'ï  ^    ,     ^1 

=  — -  COSa  +  -—  COS?  +  -—  COS7  , 

r  da  '    db         ^        de 


—  =  -—  COSa  +  -—  COSP  +  -—  CO87  j 
r     da  do  de 


:D6nc  les  formules  (22)  et  (23)  donneront 


«9 
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(  "»  ) 

(»5)  ^  =  pS(±^co8V('')) 

M   gs(±^co8'aAr))  +  gs[±î^cos«cosS/'(r))  +  gs(±î^co8acosvA'))| 

+  P  (  +  j-  S 1— cos*acos3/(r) )+  ^ s  I — co8»aco8'p/(r) j  +  -^  s f — cos'acospcosy/ (r)j 
+ —  s  ( — cos  '  «cos7/(r)  I + -^  S  { -—  cos'acos.'î  cosy  f{r)  ) + t^  S  [ —  C08'stC08»7/(i*)  J  , 

.,p{    g  S(d=  ^%08aco8?Ar))  +  Ss(±^cos-pAr))  +  ^  S(±^%08?C08,A-))  | 

-^   i^S  S(^c08ac083p/(.)),^S(^^C084?/W)4s(^^0.'pc0.7/W) 

^  S  |^cosacos*?cos7/(r) j  +  ^  Sf  ^ cos'pco87/(r)j  +  ^  S  J^ C08'pC08»7/(r)j , 

(27)  C  =  pS(d=^C08«7/'W) 

+»p{    gs(±^%08.co87Ar))+^,s(±^co.pco87/tr))  +  ^s(±^%08'7/'(r))j 

^  S (^  co8-«co»-7/(r))  +  ^^  S  (^  cosacos?cos-//W)  +  s  s  (t-  CO''«C08»7/(r)  j 

+  p   \  +  ^  s  (-^'  C08«C08?C08«7/(r))  +  ^  s  (-î^  C08-pC08'7/(r))  +  ^^  s  (^  C08pC08  VW) 

gs(i^C08aco.37/(r))  +  gs(^^08pco8'7/W)  +  ^s(^^CO.«7/(r))> 
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(  8*3  ) 
(«8)  Z)=pSf=b^cospcosy/:(r)j 


I—  S  f — cos*acos?cosv/(r)  j  +  —^S  f — cosacos'Pcos7/(r)  j  +--S  ( — cosacos|5cos*7/(r)  J 
dn     [mr  ^  ^.    \     dn  ^  fmr       ,^  ^,  .\     dn  ^  fmr         ^  ^,  A 

+  —  S I  —  cosacos'Pcos7/(r)  )  +  -^  s  1  —  cos^pcos7/(r)  ]  +  t-  S  —  cos'pcos*7/(r) 
+  ~  S  f— cosacos?cos»7/r)  j  + —  S  f— cos'?cos»7/(r)J  +  —  S  f — cosPcos'7/(r)  J   , 

(29)  J?  =  pSf— C0S7C0sa/(r)j 

^  s  fdb  ^  co8«cos7/"(r))+  ^  s  (=b  ^  cospcosy^r))  +  ^  s(^  cos'vrw) 


t  + 


-? s  (--COSÎaC087/r)\  +  ^S  |— COS'aCOsPcOS"// W)  +  ^CO»»«C08»7/(»')  j 

*P  j+î^s  (— co8'«cospcos7/(r)]  +Î^S  (— cosaco$'pco87/(r)]  +^S  fco8<«;ospco8'7/(»*)) 

•  ^^S  (^'c08*«C08'7/(r))  +  ^  s  (^  CQ8«C08pC08'7/(r))  +  ^  S  (y  COSaCOS'y/W)  . 
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(  «4  ) 

(5o)  F  =  pSi±  —  cosoicosp  f{r)] 

^  S  (dl  COS'a/*(r)]  +  ^  S  (±  -^  COSacos!5/^(r) J  +  ^  S  J±  -^  COsacosv/^(r)  j 

^  s  [^  C0s'aC0S(3/(r)  j  +  -  ^  s  f COS'aCOar'p/(r)  j  +  ^  s  f COS'aCOSf  C057/(r)  J 

+0  /  +  ^  s  f  —  cos'acos'?/(r)  J  +  -^  s  f  ^  cosacos'?/(r) )  +  -.-  s  (—  C0SaC0S'?C0S7/(r)  J 

—  S  1— COS'aC0S?COS7/(r)  1  +— S  (  — C0SaC0S»,'^0S7/(r)  j  + --S  (  — COSaCOSfC08*7/(r)  l 

Dans  ces  dernières  formules  »  les  coordonnées  a,  b^  c  sonl  regardées  connme  variables- 
indépendantes,  et  la  valeur  de  p  est  toujours  celle  que  fournit  l'équation  (17).  Le» 
valeurs  des  quantités  A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E  p  F  étant  une  fois  déterminées  par  les  for- 
mules que  nous  tenons  d'établir,  on  en  déduira  sans  peine  les  projeclions  algébriques 
de  la  pression  ou  tension  p  supportée  au  point  {x,j,z)  par  un  plan  quelconque  r 
è  l'aide  des  équations  (3)  do  la  page  162. 

II  reste  maintenant  h  montrer  les  simpliGcations  qu'admettent  dans  plusieurs  cas  les 
formules  (10) ,  (i4)  >  {^^)  >  (^C)  et  suivantes. 

Lorsque  la  fonction     f{r)     est  telle  que ,  sans  altérer  sensiblement  les  sommes  ren- 
fermées dans  les  formules  (10)  et  (i4]  »  on  puissb  faire  abstraction  do  celles  des  molécules 

m  ,  tii', ...  iitj  ,  m, , ...     qui  sont  les  plus  voisines  de  la  molécule     m  ;     alors,  en  ayant 

recours  aux  raisonnements  et  aux  notations  dont  nous  nous  sommes  servis  dans  rarliclc 
précédent  [pages  202  et  2o5],  et  posant  de  plus 

(ô,)  ù=-.±f'"r^f{r)dr. 

OU  conclura  des  équations  (10) 
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(   3S5    ) 

A  =  dt^\  I       I     I     r^cos*psinpf{r)dpdqdr  =  ±: ——'  I      rY(r)rfr=±:  — 0A% 
F  =  itA*.  /       /      /     r^cos p sin^ p cos q f{r)dpdqdr=  o  y 

E  =  zhà^.  J      I     I     r^coBps\n^pBinqf{r)dpdqdr  =  o. 

En  calculant  de  la  même  manière  les  projections  algébriques  F,  B ,  D',  ou  E ,  D  ,  C 
de  la  pression  ou  tension  exercée  au  point  {a,b,c)  dans  Télat  primitif  du  système 
contre  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  des  y  ou  à  Taxe  des  z  ,  on  trouvera  définî- 
ti?ement 

(52)  A  =  B=zC  =  ±^,  D  =  E  =  F  =  o, 

la  valeur  de     v    étant  déterminée  par  l'équation 

(35)  «•  =  — OA'. 

On  arriverait  encore  aux  mêmes  résultats  en  parlant  des  formules  (i4)*  Seulement  les 
intégrations  relatives  h  la  variable  q  devraient  alors  être  eflecluées  entre  les  limites 
f  =  Oy  f==27r.  Au  reste,  il  suit  évidemment  des  équations  (32)  et  (54) ,  i.^  que, 
dans  Tétat  primitif  du  système,  il  y  a  pour  chaque  point,  en  vertu  de  rhypothèse  ad- 
mise, égalité  de  tension  ou  de  pression  en  tous  sens;  2.° que,  dans  cet  élat^  la  pression 
ou  tension  désignée  par  «-  varie,  quand  on  passe  d'un  point  h  un  autre,  comme  le 
carré  de  la  densité.  Si  maintenant  on  substitue  à  l'état  primitif  du  système  proposé  le 

nouvel  état  dans  lequel  la  molécule     m     a  pour  coordonnées      x  ,  y  ^   z  ;      on  devra  , 

dans  l'équation  (33) ,  remplacer  la  densité  primitive  A  par  la  nouvelle  densité  p  , 
et  l'on  aura  en  conséquence 

(34)  •^  =  Y^^'- 

Enfin ,  si  dans  l'équation  (34)  »  on  remet ,  au  lieu  de  p  ,  sa  voleur  donnée  par  Téqua- 
tion  (17) ,  on  trouvera,  en  négligeant  les  quantités  infiniment  petites  du  second  ordre. 
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1 


(55)  «r  =  —  0(j— 2«)A» 


2 


Oïl  voit  par  les  dùluils  dans  lesquels  nous  venons  d'entrer  que»  peur  obtenir  réjgalilé 
de  pression  en  tous  sens,  dans  un  système  de  molécules  qui  se  repoussent,  on  n*a  pas 
l;osoin  d'adinullre,  comme  Ta  fait  M.  Poisson  ,  une  distribution  particulière  des  molécules 
aulour  de  Tune  quelconque  d'entre  elles  [voyez  dans  les  Annales  de  physique  cl  de  chimie 
MU  extrait  du  Mémoire  présenté  par  M.  Poisson  à  l'Académie  des  Sciences  >  le  i."  octobre 
jSt>7].  D'ailleurs,  pour  faire  coïncider  la  formule  (oi)  avec  celle  que  M.  Laplace  a 
donnée  comme  propre  à  déterminer  la  pression  en  un  point  quelconque,  dans  un  fluide  élas- 
tique en  équilibre,  il  sullit  d'imaginer  que  À  représente,  non  la  densité  do  la  masse 
(luidc,  mais  celle  du  calorique  libre  de  celle  masse  [voyez  le  XII.**  livre  de  la  Mécanique 
céleste];  et  il  était  facile  de  prévoir  cette  coïncidence  ,  puisque  l'hypothèse  adoptée  par 
M.  Laplace  consiste  à  regarder  le  ressort  des  gaz  comme  produit  par  la  force  répulsive 
de  leur  calorique  libre. 

Considérons  h  présent  les  valeurs  de     A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E  ,  F    que  déterminent  les 
formules  (20) ,  (2G) ,  (27) ,  (28) ,  (29) ,  (5o) ,  et  qui  sont  relatives»  non  h  l'état  primitif 

du  système  des  molécules  m  »  tn  ,  m' , ...  m^  ,  m, ...  mais  au  nouvel  état  dana  le- 
quel la  molécule  m  a  pour  coordonnées  x  ,  j  ,  z.  Si  Ton  suppose  que  l'état  pri- 
mitif soit  un  état  d'équilibre,  les  seconds  membres  des  formules  (i4)  se  réduiront  à  zéro, 
et  par  suite  les  formules  (26) ,  (26) ,  (27) ,  (28) ,  (29) ,  (3o)  donneront  simplement 

(56)  A  = 

g  S  (v-^«/W)^  gs  (:^  cos3acosp/(r)).  g  S  [a^  cos3«coav/(r)) 

S  [^  cos3acos?/(r)j  +  ^ S f^ cos»acos»?/(r)  j+  ~  sf— cos'acospco87/(r)] 

^  S  f  —  COs33ecOS7/(r)  j  +  --  s  f  —  C08»«C0SpC0S7/(r)  j  +  —  f  —  C0S*aC08'7/(r)  j  f 

(36)  £  =  etc...  , 

(56)  C  =  elc...  ; 
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(57) 


(  »«7  ) 


^S  [— C08'<xC08(5c0S7/(r)  j +-^S  f — C08ac08'pC087/(r)  j  +—  s  f—  cosacosf>cos^7/(r)] 
+  j^S  f— cosKCOS*^ cos7/(r)j  +  ^S  (-^cos»?cos7/(r)  J  +  ^  S  f—  cos'Pco8'7/(r)  j 
+  -^S{— co8aco5Pcos»7/(r)|  +— Sf — cos'?cos'7/(r)J  +  — Sf— cospco8'7y'(r))  , 


(37) 
(57) 


^=:ClC..«  , 

F  =  eic 


Il  importe  d'observer  que,  dans  les  équations  (36),  (07) ,  on  pourra,  sans  erreur  sen- 
sible, et  en  négligeant  seulement  des  quanlilés  infiniment  petites  du  second  ordre, 
remplacer  la  densité     p     par  la  densité  primitive     A . 

Supposons  maintenant  que  les  sommes  comprises  dans  les  formules  (25) ,  (sG) ,  (27) , 
(98),  (99),  (3o)  vérifient  les  conditions  qui  seraient  remplies,  si  tout  plan  passant  par 
one  molécule  et  parallèle  à  Fun  des  plans  coordonnés  divisait  le  système  en  deux  parties 
symétriques;  c'est-à-dire  que,  parmi  les  sommes  dont  il  s'agit,  toutes  celles  qui  renfer- 
ment des  puissances  impaires  de  cosk,  de  cos|^  ou  de  cosy  s'évanouissent.  Alors ,  eu 
attribuant  aux  quantités  G  ,  II ,  I ,  L  ,  M  ,  N  ,  P ,  Q  ,  It  les  valeurs  que  déter- 
minent les  formules  (37) ,  (38) ,  (39)  de  la  page  199,  on  trouvera 


/ 


(38) 


i,=,j»(.+.^)+«s+«-+p«j, 


de 


^=pl(^+^)è+(^+'^)sl' 


(59) 


(Ç  +  ^)S  +  ((?  +  /)g}, 
(«  +  ^)â+^^  +  ^)ê{' 
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Dans  le  même  cas»  en  admettant  que  l'état  primitif  du  système  soit  un  état  d'équilibre, 
on  tirera  des  formules  (3G)  et  (57]  »  dans  lesquelles  on  peujt  remplacer    0     par     ^  , 

Supposons  encore  que  les  valeurs  des  quantités     G  ^  U  ^  I  ,  L  ,  H  ,  iV  ,  P,  Q ,  H 
vérifient  les  conditions  (4i)  de  l'article  précédent»  savoir» 


(42) 


G=zII  =  I,        L  =  M  =  N,        P  =  Q  =  Ijl; 


ce  qui  arrivera»  par  exemple»  si»  dans  Tétat  primitif»  les  molécules  m  »  m\  m'» ... 
m,  »  m,  » ...  ont  été  distribuées  de  la  même  manière  par  rapport  à  trois  plans  menés 
par  le  point  {a,b,c)  perpendiculairement  aux  axes  des  x  ,  jr ,  et  c.  Alors  oç 
tirera  des  équations  (4o)  et  (40  combinées  avec  la  formule  (i5) 


(45) 


A  = 


B  = 


Cz= 


(L--R)^-+/?«U, 


(£-/î)5+iï« 


A; 
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EnfiD  t  si  Ton  suppose  les  molécules     m  ,  in\  ...    m,  ,  n?,  » ...      priinilivemenl  dislri- 

luées  autour  de  la  molécule     m     de  manière  que  les  valeurs  des  sommes  comprises  dans 

les  équations  (37) ,  (38) ,  (59)  de  la  page  199  deviennent  indépendantes  des  directions 
assignées  aux  axes  reclangnlaires  des  x  ,  j  oi  z  ,  on  aura  ,  en  vertu  de  la  foraiule 
(45)  de  l'article  précédent, 

(45)  Z  =  5fl. 
Par  suite  les  formules  (43)  se  réduiront  à 

(46)  {     «=«(.  +  , ^)a, 

^Lorsque  ,  dans  les  équations  (46)  et  (44)  >  oû  pose,  pour  abréger , 

(47)  It^  =  K. 

et  que  l'on  y  remet  pour  v  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (i 5),  ces  équations  deviennent 
respectivement 


(48) 


p='('^s^S).  "-^{^.^--'i+'iy  '^^«(s^â^'S). 
"'M^+^j.  -=«fê+f)-    ^=Mf+^)' 


Pour  faire  apprécier  l'utUilé  des  fornaules  que  Ton  vient  d'établir ,  considérons  uq 
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corps  sofidc  et  homogène  dont  Tétat  prirnîtif  ait  été  précisément  son  état  naturel  »  cl 
dont  le  nouvel  étal  corresponde  à  des  déplacements  Irès-pelils  des  diverses  molécules^ 
Si  Ton  fait  abstraction  delà  force  répulsive  du  calorique  pour  lui-même,  si  d'ailleurs  ci» 
suppose  que  tout  plan  parallèle  à  l'un 'des  plans  coordonnés  divise  une  portion  très-pe-* 
tile  du  corps ^  envisagée  comme  un  système  de  points  matériels,  en  deux  parties  symé- 
triques; les  projections  algébriques  des  pressions  ou  tensions ,  exercées  au  point  {x,y,z) 
contre  trois  plans  perpendiculaires  aux  axes  des  œ,  j  ci  z,  seront  déterminées,  dans 
le  nouvel  élat  du  corps,  par  les  équations  (38)  et  (39).  De  plus,  comme  lespressions 
exercées  contre  la  surface  se  réduiront  à  zéro  dans  Tétat  naturel ,  les  seconds  membres 
des  équations  (i4)  auront  des  valeurs  nulles.  Par  conséquent  les  quantités  G  ,  H  ,  1 
s'évanouiront ,  et  les  formules  (38) ,  (39)  coïncideront  avec  les  formules  (4o) ,  (4i).  Ce» 
dernières  paraissent  efTectivement  propres  à  déterminer  la  pression  ou  tension  qui  a  lieu 
m  chaque  point  d'un  corps  soKde ,  lorsque  l'élasticité  n'est  pas  la  même  dans  tous  les 
sens,  et  que  le  corps  offre  trois  axes  d'élasticité  rectangulaires  entre  eux. 

Quand  l'élasticité  redevient  la  même  dans  tous  les  sens ,  les  conditions  (42)  et  (45) 
étant  remplies ,  les  valeurs  de  A^B^C^DtEfF,  données  par  les  formules  (40). 
et  (4i)»  <^  réduisent  à  celles  que  fournissent  les  équations  (4^)-  Si  Ton  substitue  ces 
mêmes  valeurs  dans  les  formules  (3)  de  la  page  16»,  on  retrouvera  précisément  les 
équations  données  par  M.  Navier ,  dans  le  Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le 
i4  mai  1821,  et  déduites  par  M.  Poisson,  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  d'une  analyse  qui  doit 
s'accorder  sur  quelques  points  avec  celle  que  nous  venons  d'exposer,  et  en  différer  sur 
quelques  autres.  C'est  du  moins  ce  que  nous  pouvons  présumer,  à  la  lecture  de  l'extrait 
que  M.  Poisson  a  donné  de  son  Mémoire  dans  les  Annales  de  Physique  et  do  Chimie.  ^ 

Revenons  maintenant  aux  formules  (38)  et  (3^).  En  supposant  la  densité  A  cons- 
tante, et  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  on  tirera  de  ces  formules 
combinées  avec  l'équation  (i5) 


^  =  l(L  +  C)S  +  (fl-C)^4.(Q-C)g4.c) 


(49) 


B  = 


^R^u)^-^{M+n)^  +  {p-/j)^+n 


à^. 


da 


dt 


c=i(<2-')â+(''-i)â+(«+/)$+/ 


'  fl=i(p+/)-'î+(P+//)-ii 


de 


A. 


(5o)     \    ^=i(Q+C)^  +  (Q  +  /)SJA, 


-F  = 


(ff+^)5  +  (iî+C)  '''' 


dk 


da 


à. 
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Lorsque  les  condiiions  (43)  et  (45)  sodI  remplies  »  en  iaisaDt ,  comme  daiM  rarticlc  pré- 
cédent , 

{il)  (fl  +  C)A  =  -i-*.  (ff  — C)A=Ji:, 

et  ayant  égard  h  la  formule.  (i5) ,  on  trouve  simplement 


(5>) 


yi=A-7-+Au  + ,   /f  =  A— -+Av+ ,   6=*—- +Au  + 

I  da  4  db  ,4  rfc  4 

[''=lK47+4).  ^=i'fê+f).  ^=^(-î+^)- 


Les  Taleurs  de  ji  ,  B  ^  C  ^  D  ,  E  ,  F  fournies  par  les  équations  (49)  et  (5o)  ou  par 
les  équations  (02)  coïncident  les  ancs  avec  les  valeurs  de  A  ,  B ,  C  déterminées  par 
les  équations  (5())  ou  (60)  de  l'arlicle  précédent,  et  augmentées  des  quantités     G^, 

Hùk ,  /a     ou  de  la  quaulit^  — ,     les  autres  avec  les  valeurs  de     Dj  E ,  F     dé- 

ienninées  par  les  formules  (57)  ou  (60]  du  même  article^ 

Lorsque  la  fonclion  /*(r)  est  telle  que,  sans  altérer  sensiblement  les  sommes  dési- 
gnées par     B  et   G     dans  les  formules  (âi),  on  puisse  faire  abstraction  de  celles  des 

inolécules     m  ,  m^,  m. ,  m, , ...     qui  sont  Ift  plus  voisines  de  la  molécule    m  »     on 

a  [voyez  les  pages  ao5  et  204] 

(5.3)  G  =  -B  =  ±^f\'f{r)dr. 

Donc  alors  on  tire  des  formules  (5i)  combinées  avec  la  formule  (3i) 

(54)  k  =  o,         K  =  2/?A  =  q=ôA«; 

et  par  suite  les  équations  (Ss)  se  réduisent ,  comme  on  devait  s'y  ntteedre ,  aux  formules 
(32) ,  la  valeur  de    v    étant  déterminée  par  1  équation  (55). 

Dans  le  cas  oii  les  quantités  G  ,  H  ,  l ,  L  ,  M  ,  N  ,  P ,  Q  ,  B  ti  A  sont  cons- 
:tantes»  cVst-à-dire,  indépendantes  d(\$  coordonnées  a  ,  6  ^  c  ,  les  valeurs  de  A  , 
B  ,  C  ,  D  ,  E  ,  F,  fournies  par  les  équations  (49)  et  (5o),  peuvent  être  évidemment 
substituées,  dans  les  formules  (58)  de  l'article  précédent,  aux  valeurs  de  A  ,  B  ,  C\ 
P ,  E ,  F    déterminées  par  les  équations  (56)  et  (5;)  du  même  article.  Il  y  a  plus;  si 
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l'on  subslilue  la  valeur  de  p  déduite  des  formules  (i5)  et  (17)  dans  les  seconds  mem- 
bres des  équations  (25),  (2G) ,  («7),  (28),  (29)  ,  (3o),  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
dans  les  premiers  termes  de  ces  seconds  membres ,  attendu  que  les  autres  termes  étant 
infiniment  petits  du  second  ordre,  on  peut  y  remplacer  ,  sans  erreur  sensible,  p  par 
A  ;  si  d'ailleurs  on  suppose  constantes  la  densité  A  et  les  difTérenles  sommes  indi- 
quées par  le  signe  S  dans  les  équations  dont  il  s'agit ,  les  valeurs  des  quantités  dési- 
gnées par  X2 ,  lia  >  3a  <Jans  les  équations  (3i)  delà  page  196  pourront  s'écrire  comme 
il  suit  : 


(55) 


*'         ^{  da 


\ 


=  1.1 


ilF 


dE 


da 


dF 


db 


dE 


de 


dD 


A  j  (/a     ^  db   ^     de 


dP         dC 

irr  "*"  de 


Donc  alors,  en  admettant  que  les  conditions  (i5)  et  (35)  de  l'article  précédent  se  trouvent 
remplies ,  on  aura  encore ,  comme  on  devait  s'y  attendre  [  v.  la  page  2o5]  , 


(oG) 


X 

3 


1  {dA         dF    .     dE 


A    da 


A  i  da 


db 


1  UF         dB 
^\da    '^   db    '^ 

1  [dE    .     dD     . 


db 


de 
dD 


de 
dC 


de 


Dans  les  diverses  formules  ci-dessus  établies,  on  a  considéré  comme  variables  indépen- 
dantes les  quatre  quantités  a  ,  b  ,  c  ,  t.  Si  l'on  suppose  au  contraire  que  l'on  prenne 
pour  variables  indépendantes ,  avec  le  temps  t ,  les  coordonnées  x  ,  y ,  z  ,  il 
faudra,  en  vertu  des  principes  développés  dans  l'article  précédent,  remplacer  les  dérivée» 


(^')     S- 

db' 

de' 

da  ' 

dt> 
dû  ' 

dn 
de  ' 

da' 

d\ 
db' 

de 

par  les  suivantes 
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dl  dï  dl  dm  dn  dm  dX,  rfÇ  dC, 

^^^^       d^'      ^ '      rfl '      rfJ  '      "^ '      7ï  '     lu'      rf7  •      rfT  • 
Alors  on  trouvera  ,  comme  h  la  page  1 65 , 

,.   .  d'i  dr,      ,dt 

De  plus ,  si  l'on  désigne  par 

(60)  ^  =  f{a,b,c) 

la  densité  mesurée  au  point     [a,  b,  c)     dans  l'état  primitif  du  système  des  molécule     m  , 

m  ,  m" ,^...  m,  ,  m, , ...  on  tirera  de  l'équation  (iG)  combinée  avec  les  équations  (4) 
de  ràrticle  précédent 

(bij  P= = \ ; 

puis  9  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre  »  on  obtiendra  la  formule 
(6.)        ,^(.^.)n.,y,^)^,<!:^^-mM^^^ 

qui  coïncide  avec  l'équation  (si)  de  la  page  iG5.  Gela  posé,  il  est  facile  de  reconnaître 
ce  que  deviendront»  dans  la  nouvelle  hypothèse,  les  valeurs  de  A  ^  B  ,  C  ,  D  ,  E  , 
F  déterminées  par  les  équations  (25)  et  suivantes^  On  conclura  en  particulier  des  for- 
mules (4o)  et  (40 
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puis  des  formules  (48)  I 

\    dx     dy     dz\  \dx        dy     dz  ]  Idx      dy         d*  j  ' 

(65)^ 


irfJ-^rfTJ'         ^  =  '^lrfi-»*rf7l'         '^-'N^r-^rf^J 


/ 


Il  est  bon  d'observer  que  les  troU  premières  des  |6qaalioos  (65)  peuvent  s'écrire  comme 
il  suit  : 

(66,         4=K[.^  +  j.       n^K{,^+.).       «=4ê  +  -)' 

Lorsqu'h  l'aide  des  méthodes  exposées  dans  cet  article,  on  a  déterminé  les  projections 
algébriques  des  pressions  ou  tensions  exercées  en  un  point  quelconque  d'un  système  de 
molécules  contre  trois  plans  perpendiculaires  aux  axes  coordonnés ,  il  suffit  de  substituer 
les  valeurs  de  ces  projections  algébriques  dans  les  formules  (a)  et  (aS)  des  pages  161  et 
1G6  pour  obtenir  les  équations  qui  expriment  les  lois  d'équilibre  ou  de  mouvement  du 
système.  Si  l'on  combine  en  particulier  ces  formules  avec  les  équations  (65)  et  (64)  »  et  . 
si  Ton  suppose  constantes  les  quantités  L,M,N,P,QfB.,^,  alors ,  en  divir 
sant  tous  les  termes  par  la  densité 

p«(l_u)A, 

et  négligeant  les  infinimept  petits  du  second  ordre ,  on  retrouvera  les  formules  (85) , 
(84)  de  l'article  précédent ,  savoir , 
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dit*  dy*  ««*  dtdx  djdi 

et 

^  rfa;»  ^      «ij»  ^      </«»  ^    ^   (&rf*  ^         dyd*  ^  dt* 

Ces  dernières ,  ainsi  que  les  formules  (63)  et  (64)  ,  paraissent  spécialement  applicables 
k  un  corps  solide  qui  ofl'ro  trois  axes  d'élasticité  rectangulaires  entre  eux.  Quand  Té- 
lasticilé  redevient  la  même  dans  tous  les  sens ,  alors  les  conditions  (4»)  et  (4$)  étant 
remplies ,  les  formules  (67) ,  (68)  se  réduisent  aux  suivantes  :        t 

/rf'Ç  rf'Ç  rf.Ç  rf'Ç  ^.„X  rf.Ç 
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c'cî'l-à-tlire  à  celles  que  11.  Navier  a  donuccs  dans  lu  Méinoiri;  <l(i  1821. 

iSous  observerons  encore  que ,  si  l'on  subsliluc  dans  les  formules  (2)  el  ('io)  des  pages 
iGi  et  16C,  les  valeurs  de  A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E  ,  F  délcrininées  par  les  équations  (02) 
et  (5ô) ,  en  supposant  la  densité  A  constante,  on  obtiendra  six  nouvelles  formules  qui 
coïncideront,  eu  égard  h  la  seconde  des  équations  (54),  avec  les  formules  (72)  el  (76) 
de  Tarticle  précéder.l. 

P.  S.  Pour  établir  les  formules  (10)   [page  2iG]  et  celles  qui  s'en  déduisent,  on  a 

supposé  que  les  diverses  molécules     m,  m,  m^,...  m^ ,  9/1,,...     offraient  des  massQ§ 

égales,  et  se  trouvaient  distribuées  h  très-peu  près  de  la  même  manière  autour  de  l'une 
quelconque  d'entre  elles.  Ces  suppositions  paraissent  exiger  que  la  densité  p  varie  très- 
peu  d'un  point  h  un  autre;  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  la  den^ilé  A,  relative  à 
Tétai  nalurel,  esl  une  quantité  constante,  et  si  p  diffère  très-peu  de  A.  Elles  pa- 
raissent exiger  encore  que  les  diflerentes  sommes  indiquées  par  le  signe  S  soienl  sen- 
siblement constantes^  c'est-ù-dirc  indépendantes  des  coordonnées  a,  fr,  c,  et  que 
celles  des  mômes  sommes  qui  renferment  un  nombre  impair  de  facteurs  égaux  aux  quan- 
tités cosa,  cosfi  ,  C0S7  s'évanouissent.  Effectivement,  lorsque  ces  conditions  sont 
remplies  ,  les  valeurs  de  A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E  ,  F  trouvées  dans  cet  article  vériGent, 
comme  on  l'a  vu ,  les  formules  (56) ,  et  par  conséquent  les  formules  (58)  de  rarticie 
précédent. 

Si  les  conditions  dont  il  s'agit  cessaient  d'être  vérifiées,  les  formules  obtenues  dans 
cet  article  pourraient  ne  plus  s'accorder  avec  celles  de  l'article  précédent ,  et  alors  elles 
devraient  être  rejetées.  Ainsi  les  calculs  que  nous  venons  de  faire  peuvent  devenir  in- 
suflisants  pour  l'établissement  des  véritables  équations  de  l'équilibre  ou  du  mouvement 
d'un  système  de  molécules  dans  des  cas  auxquels  les  formules  de  l'article  précédent  se* 
raient  encore  applicables. 
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SUR  QUELQUES  THÉORÈMES 

RELATIFS  A  LA  CONDENSATION 

OU  A  LA  DILATATION  DES  CORPS. 

I     ■lOQQCi  ■■ 


CoDsidérons  un  corps  solide  ou  fluide  qui ,  Tenant  à  changer  de  forme  pnr  refTct  d'une 
cause  quelconque,  passe  d'un  premier  état  naturel  ou  artificiel  à  un  second  état  distinct 
du  premier.  Rapportons  d'ailleurs  tous  les  points  de  l'espace  à  trois  axes  rectangulaires  , 
et  supposons  que  la  molécule  m  ,  correspondante  aux  coordonnées  x  ,  j,  s  dans 
le  second  état  du  corps»  soit  précisément  celle  qui»  dans  le  premier  état,  avait  pour 
coordonnées  les  trois  dilTérenccs 

a?  — ç,      r  — *ï,       ^  — ç. 

Si  Ton  prend  x  ,  y  ,  z  pour  variables  indépendantes ,  Ç  ,  >ï  ,  Ç  seront  des  fonctions 
de  X  ,  j,  z  qui  serviront  à  mesurer  les  déplacements  du  point  que  l'on  considère 
parallèlement  aux  axes  coordonnés.  De  plus,  si,  dans  le  second  état  du  corps,  on  dé- 
signe par 

les  coordonnées  d'une  molécule  m'  voisine  de  m ,  les  coordonnées  de  m'  re- 
latives au  premier  état  seront  représentées  par 

f      à^  d^  dli  \  f      dn  dn  du  \ 

/      </ç  </ç  rfç  \ 

Cela  posé,  soient  r^  et  r  les  rayons  vecteurs  menés  de  la  molécule  m  à  la  molécule 
m'    dans  le  premier  et  dans  le  second  état  du  corps.  Soient  en  outre 

III.*A2fNÊ£.  3i 
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«o,     Po,     7o       et       a,     p,     7 

les  angles  formés  par  les  rayons  vecteurs  r^  ,  r  avec  les  demi -axes  des  coordonnées 
positives;  et  faisons 

(i)  r  =  ro(i  +  «). 

s  servira  de  mesure  à  ce  que  nous  avons  nommé  la  condensation  ou  la  dilatation  Unéairt 
du  corps  suivant  la  direction  du  rayon  vecteur  r  [voyez  le  IL*  volume,  page  61];  el 
Ton  aura 

(2)  rcosa  =  Aâ;,         rcoàp=:Ajr,         rcoSf  =  ^z. 

On  trouvera  pareillement»  en  considérant  la  quantité  r  comme  infiniment  petile,  et 
négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre, 

roCOsa.  =  Ax- ^-  AX+  -  ^y+  -  A.j  , 

(3)  j    r,cosp,=:^Jr-^-^x-^-^y+-^zj, 
r.cosv.  =  ^z-  (--  ^x+  —  ^y+~  ^zj  ; 

OU ,  ce  qui  revient  au  même , 

/  di  dl  di  \ 

roCOSao  =  r    COSa COSa r-  COSfi r-  COS7I    , 

\  dx  dy         ^         dz  j 

//\  I  û  /       -         ^1  dri  dn  \ 

(4)  {       »'oCOSPo  =  r    COS/ —   -       COSa C0S6 COS7     , 

J  \  dœ  dy  dz  i 

I  rfç  </ç  rfÇ  \ 

ncos7o  =  r  COS7 —  -7-  cosa —  cosS —  COS7    ; 

\  dx  dy         ^  dz  j 

puis  on  tirera  des  équations  (4)  combinées  avec  la  formule  (i) 
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Donc,  si  Ton  fait  pour  abréger,  comme  à  la  page  62  du  second  volume, 

*=(S-)-+Ê)-+©-. 

i  '•=(f)-+($-)-+(i-. 

<^=(S)+fê)+(S-)'- 

[dx        ^1  dy'^  da  \dy        7  "*"  ^j?  rfj  ' 
on  aura  simplement 

(8)     [   *    \  '  =  Acos'a  4-  Bcos'P  4-  Ccos'v  +  «Dcospcosy  +  2  EcosTCosa  4-  aFcosacosp . 

Les  équations  (5)  et  (8) ,  qui  coïncident  Tune  et  l'autre  avec  la  formule  i  s  de  la  page 
i65y  fournissent  le  moyen  d'exprimer  la  condensation  ou  dilatation  linéaire  mesurée 
par  f  en  fonction  des  angles  a,  p,  7.  Ajoulons  que,  si,  à  partir  de  la  molécule 
m  ,  on  porte  sur  la  direction  du  rayon  vecteur  r  une  longueur  équivalente  à  1  +  '  9 
on  aura ,  en  désignant  par 
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les  coordonnées  de  l'exlrémité  de  celle  longueur 

(9)  -^=-^=-^  =  ±(1  +  0; 

^^'^  COSa  COSp  COS7  \       •      / 

et  qu'en  conséquence  la  formule  (8)  donnera 

(10)  Ax*4-By»  +  Cz>4-2Dyz4-2Ezx4-aFxy=i. 

Donc  l'extrémilé  de  la  longueur  1  -(-  s  sera  située  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  re- 
présenté par  l'équation  (10).  EnQn^  si  par  celle  exlrémilé  on  mène  une  normale  à  l'el- 
lipsoïde ,  les  angles  X  »  ft  »  v  compris  enire  cette  normale  et  les  demi -axes  des  coor- 
données posilivcs  seront  délerminés  par  la  formule 

,       ^  C09>  COSLt  COS» 

(11)  —  '  • — 
Acosa+Fcosp+Ecosy          Fcosa+Bcosfi+Dcos7  Ecosa+Dcos^+Gcosv 

Lorsque  le  rayon  vecleur  r  est  dirigé  suivant  l'un  des  axes  de  l'ellipsoïde ,  la  dilata- 
tion ou  condensation  mesurée  par  e  se  réduit  à  Tune  de  celles  que  nous  avons  nommées 
condcusalions  ou  dilatations  principales:  et,  comme,  dans  ce  cas,  la  normale  se  confond 
elle-même  avec  le  rayon  r ,  on  tire  de  la  formule  (1 1]  »  en  y  remplaçant  \  par  a  9 
fx   par   p ,   et   V   par   7 , 

Acosa+Fcosp+Ecos7    Fcosa+Bcosp+Dcos7   Ecosa-f Dcosp  +  CcoS7 

^      '  COSa  COSp  COS7 

Observons  encore  qu'après  avoir  déduit  ■  de  l'équalion  (8),  on  pourra,  quelles  que 
soient  les  valeurs  de  «  «  P  »  7  »  déterminer  les  angles  «o  >  Po  »  7o  »  ^  l'aide  des 
équations  (4)  »  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  l'aide  de  la  formule 

COS«  —  -r-  COSa  —  -—  COSP COS7  COSS  —  —  COSa COSP C0»7 

dx  dy  dt  "^        dm  dy  dz 

COS70  , 

—  —  =  l  -|-  t , 


r/Ç  dX,  d^ 

COS7  —  -7-  COSa —  COSp  —  —-  C0S7 

dic  dy  dz 


Concevons  maintenant  que  dans  le  premier  élat  du  corps  on  mène  par  la  molécule 
m  un  plan  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  r»  ,  et  soient  m. ,  m, ,  etCt*.  des 
molécules  choisies  arbitrairement  dans  le  plan  dont  il  s'agit.  Désignons  d'ailleurs  par 


Digitized  by 


Google 


(  24i  ) 
a, ,   bo  ,    c«     et  par     a  ,   b  ,   c     les  angles  que  le  rayon  vecteur  mené  de  la  inolécuK* 
m    à  la  molécule     m,     forme  dans  le  premier  et  dnns  le  second  état  du  corps  avec  les 
demi-axes  des  coordonnées  positives.  Ou  aura  nécessairement 

(  1 4)  cos  «o  cos  ao  +  cos  %  cos  b,  +  cos  70  cos  Co  =  o .  ' 

De  plus ,  les  angles      a»  ,   bo .   c©  ,    a  ,   b  ,    c      devant  élrc  liés  entre  eux  de  la  même 
manière  que  les  angles     «„ ,  po .  7o  »  «  »  P  »  7  »     o»  aura  encore 


(i5) 


cosoo  cosbo 


ti"l  di         ,         dl  ,         (i^  dm  dm 

cosa ~  cosa  —  --  cosb  —  --  cosc         cosb —  cos  a ~  cosd cosc 

dx  dy  dz  dx  dy  dz 


COSCo 


rfÇ  d^        ,         d^^ 

cosc  —  -- -  cosa  —  —  COSD —  cosc 

dx  dy  dz 


Or,  si  dans  Téquation  (i4)  on  remplace  les  quantités 

COSao ,     COSSp ,     COS70  ;     COSao  ,     cosbo  ,     COSCo 

par  les  dénominateurs  des  fraclions  comprises  dans  les  formules  (i3)  et  (i5),  on  en 
tirera ,  eu  égard  aux  équations  (6)  et  (7) , 

(16)  (Acosa+Fcosp+Ecos7)cosa  +  (Fcosa+Bcosp+Dcos7)cosb+(Ecosa+Dcos^S+Ccos7)co.sc  =  o; 
puis  on  conclura  de  cette  dernière  combinée  avec  la  formule  (11) 

(17)  cosacosX  +  cosb  cosfi-f- cosc  cos V  =  o  . 

Donc,  dans  le  nouvel  état  du  corps ,  le  rayon  vecteur  mené  de  la  molécule  m  à  la 
molécule  m.  formera  un  angle  droit  avec  la  normale  menée  par  l'extrémité  de  la  lon- 
gueur i  +  «  ^  l'ellipsoïde  que  représente  l'équation  (10),  ou,  en  d'autres  termes, 
ce  rayon  vecteur  sera  parallèle  au  plan  tangent  à  l'ellipsoïde;  et,  comme  on  pourra  en 
dire  autant  de  tout  rayon  vecteur  qui  joindra  la  molécule     m     à  l'une  des  molécules 

m.  ,  m, , il  est  clair  qu'un  plan  unique,  parallèle  au  plan  langent,  renfermera 

toutes  ces  molécules.  D'ailleurs  l'ellipsoïde  représenté  par  l'équation  (10)  est  semblable 
^  celui  dans  lequel  se  transforme  une  portion  infiniment  petite  du  corps  comprise  sous 
une  surface  sphérique  dont  le  centre  coïncide  avec  la  molécule  m  ,  tandis  que  le  corps 
se  condense  ou  se  dilate;  et  les  axes  des  deux  ellipsoïdes  sont  non-seulement  proportion- 
nels, mais  encore  dirigés  suivant  les  mêmes  droites,  d'où  il  résulte  que  les  plans  tangents 
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menés  à  ces  deux  ellipsoïdes  par  des  points  situés  sur  un  seul  diamètre  sont  parallèlef 
entre  eux.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

1."  ThèoriImf..  Supposons  quun  corps  se  condense  ou  se  dilate  par  Ceffel  d*une  cause 
quelconque.  Concevions  d^ ailleurs  que  Con  construise  ^  dans  Celai  primitif  du  corps  ^  une 
sphère  infiniment  petite ,  qui  ait  pour  centre  la  molécule  m  ,  et  qui  renferme  en  outre 
un  s^rand  nombre  de  molécules  voisines,  puis^  dans  le  second  état  du  corps,  C ellipsoïde 
dans  lequel  cette  sphère  s^est  transformée.  Les  molécules  primitivement  situées  près  de 
la  molécule  m  i."  sur  un  diamètre  de  la  sphère,  2.°  dans  un  plan  perpendiculaire 
à  ce  diamètre,  se  trouveront  transportées,  après  le  changement  d^état  du  corps  i.*  sur 
le  diamètre  de  Cellipsoîde  correspondant  au  diamètre  donné  de  la  sphère,  s.*  dans  le 
plan  diamétral  parallèle  aux  plans  tangents  menés  à  Cellipsoîde  par  les  extrémités  du 
nouveau  diamètre» 

Au  reste  ,  pour  établir  directement  le  théorème  qui  précède  ,  il  suffît  d'observer  qu'a- 
près le  changement  d'état  du  corps ,  les  molécules  primitivement  situées,  près  de  la  mo* 
lécule  m  ,  dans  un  plan  tangent  5  la  sphère ,  doivent  évidemment  se  trouver  trans- 
porlées  dans  le  plan  tangent  h  rdlipsoïde,  et  que  d'autre  part  des  molécules  très-voi* 
sines  ,  primitivement  comprises  dans  des  plans  parallèles ,  devront  encore  être ,  après  le 
changement  d'état ,  renfermées  dans  des  plans  de  cette  espèce. 

Si  la  molécule  m'  est  tellement  choisie  que,  dans  le  second  état  du  corps»  le 
rayon  vecteur  r  mené  de  m  h  m'  coïncide  avec  uu  des  axes  de  l'ellipsoïde ,  la  di- 
latation ou  condensation  mesurée  suivant  le  rayon  vecteur  r  sera  l'une  des  dilatations 
ou  condensatioqs  principales,  et  dans  le  même  cas,  mais  dans  ce  cas  seulement,  les  mo- 
lécules m,  ,  m, , ...  primitivement  situées  près  de  m  sur  le  plan  perpendiculaire  à 
la  droite  qui  joignait  les  points  matériels  m  ,  m\  se  trouveront  encore  sur  un  plan 
perpendiculaire  au  rayon  r .  Il  est  aisé  d'en  conclure  que  des  molécules  primitivement 
comprises  dans  une  surface  normale  à  la  droite  qui  joignait  les  points  matériels  m  ,  fn\ 
jouiront  de  la  même  propriété  dans  le  nouvel  état  du  corps  ,  si  dans  cet  état  le  rayon 
vecteur  mené  de  m  h  m,'  est  l'un  de  ceux  suivant  lesquels  se  mesurent  les  conden- 
sations ou  dilatations  principales.  On  peut  d'ailleurs  considérer,  dans  les  deux  états  du 
corps ,  la  distance  très-petite  qui  sépare  les  points  m  et  m'  comme  l'élément  d'une 
courbe  qui  couperait  à  angles  droits  la  surface  ci -dessus  mentionnée;  et  l'on  est  ainsi 
conduit  à  la  proposition  suivante. 

s."*  TnioRÊME,  Quand  un  corps  se  dilate  ou  se  condense,  pour  que  des  molécules  pri^ 
mitivement  situées  1.^  sur  une  certaine  surface,  2/  sur  une  courbe  normale  à  cette  sur^ 
face,  se  trouvent  encore,  après  leur  déplacement,  sur  une  surface  et  sur  une  courbe 
qui  se  coupent  à  angles  droits,  il  est  nécessaire  et  il  su/fit  que  la  tangente  menée  à  la 
seconde  courbe ,  par  le  point  ou  celle-ci  rencontre  la  seconde  surface ,  offre  Cune  des 
directions  suivant  lesquelles  se  mesurent  les  dilatations  ou  condensations  principales. 
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Considérons  inninlenanl  uu  corps  solide  élasliquc  donl  la  surljcc  libre  soil  soum-.^r 
en  chacun  de  ses  points  à  une  pression  normale,  pur  exemple,  à  lu  pression  almosphé- 
rique;  et  supposons  ([ue,  pour  établir  les  équalions  d'équilibre  ou  de  mouvement  de  ci* 
corps»  on  ait  recours  aux  principes  ci-dessus  développés  [pièges  167  et  suiv.],  ou,  ce  qui 
revient  au  mémo,  aux  principes  exposés  dans  le  précédent  arliclf,  en  se  bornant  toute- 
fois au  cas  où  Télasticité  reste  la  même  dans  tous  les  sens.  Alors,  en  chaque  point  du 
corps  pris  dans  un  état  distinct  de  Tétat  naturel ,  trois  directions  dé>ignécs  sous  le  nom 
de  principales  et  perpendiculaires  entre  elles  ,  correspondront  en  même  temps  aux  trois 
pressions  ou  tensions  principales  et  aux  trois  condensations  ou  dilatations  principales. 
D'ailleurs ,  eu  un  point  quelconque  de  la  surface  libre ,  la  pression  extérieure ,  étant  par 
hypothèse  normale  à  cette  surface,  sera  nécessairement  une  pression  principale.  Donc 
la  condensation  en  dilatation  linéaire  mesurée  très -près  de  cette  surface  et  suivant  une 
direction  normale  sera  l'une  des  condensations  ou  dilatations  principales.  On  arriverait 
encore  évidemment  à  la  même  conclusion  ,  si  la  pression  extérieure  supportée  par  la  sur- 
face libre  du  corps  élastique  se  réduisait  à  zéro.  Cela  posé,  on  déduira  immédiatement 
du  théorème  a  une  nouvelle  proposition  dont  voici  l'énoncé.  * 

5.*  Théorème.  Si,  C élasticité  (Van  corps  étant  la  même  dans  tous  les  sens,  la  surface  libre 
de  ce  corpn  est  soumise  à  une  pression  normale  ou  à  une  pression  nulle ,  tandis  que  ce 
corps  passera  de  Cétat  naturel  à  un  nouvel  état,  une  droite  comprise  entre  deux  mo- 
lécules situées  près  de  la  surface  libre,  et  primitivement  normale  à  cette  surface,  ne 
cessera  pas  de  la  couper  à  angles  droits. 

Concevons  à  présent  que  le  corps  élastique  se  réduise  dans  son  état  naturel  h  une  plaque 
très-mince  et  comprise  entre  deux  plans  parallèles  qui  soient  soumis  h  des  pressions 
normales.  Supposons  de  plus  que,  cette  plaque  venant  à  changer  d'état^  sa  forme  varie 
très-peu,  et  de  manière  que  les  déplacements  des  molécules  soient  très-petits.  Les  deux 
plans  parallèles  qui  terminaient  primitivement  la  plaque  se  transformeront  en  deux  sur- 
faces courbes  dont  les  courbures  principales  seront  très- petites  en  chaque  point;  et 
l'épaisseur  de  la  plaque ,  mesurée  après  le  changement  d'état ,  ^r  Tune  quelconque  des 
droites  noruiales  à  l'une  de  ces  deux  surfaces  courbes ,  difTèrera  très-peu  de  l'épaisseur 
primitive,  c'est-à-dire,  de  la  distance  qui  séparait  d'abord  les  deux  plans  ci-dessus  inen- 
tiennes.  Ajoutons  qu'en  vertu  du  troisième  théorème  les  diverses  molécules  primitive^ 
ment  situées  sur  une  perpendiculaire  communcaux  deux  plans  dont  il  s'agit  se  trouve- 
ront transportées  sur  un  petit  arc  de  courbe  qui  coupera  ces  deux  surfaces  courbes  à 
angles  droits.  D'ailleurs  ce  petit  arc  de  courbe  se  confondra  sensiblement  avec  sa  corde 
et  de  telle  sorte  que ,  si  l'on  regarde  l'épaisseur  de  la  plaque  comme  une  quantité  infini- 
ment petite  du  premier  ordre ,  la  distance  entre  l'arc  et  la  corde  sera  infiniment  petite 
du  second  ordre.  Il  y  a  plus  :  on  pourra  en  dire  autant  d'un  élément  de  l'arc  éii  question 
et  de  la  corde  de  cet  élément;  d'où  il  suit  que  cette  dernière  corde  prolongée  sera  sen-* 
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siblemeul  normale  aux  deux  surfaces  courbes.  On  pourra  donc  énoncer  encore  le  Ihéo- 
rême  suivant. 

4.*  TuÉORÊHB.  Si  une  plaque  élastique  très-mince  et  primitivement  comprise  entre 
deux  plans  parallèles ,  se  condense  ou  se  dilate,  mais  de  manière  que  sa  forme  varie 
très  peu ,  deux  molécules  primitivement  situées  sur  une  perpendiculaire  communie  aux 
deux  plans  se  trouveront ,  après  le  changement  de  forme  de  la  plaque ,  sur  une  droite 
sensildcment  normale  aux  deux  surfaces  qui  remplaceront  ces  mêmes  plans» 

Si  l'on  supposait  la  plaque  élastique  priinilivoment  comprise,  non  entre  deux  plans  pa- 
rallèles, mais  entre  deux  surfaces  courbes  séparées  Tune  de  l'aulro  par  une  dislance  très- 
petite  et  constante  dans  toute  l'étendue  de  la  plaque ,  alors  »  en  raisonnant  toujours  de 
la  même  manière»  on  obtiendrait,  au  lieu  du  4**  théorème»  la  proposition  suivante. 

5.*  Théorème.  Si  une  plaque  élastique,  primitivement  courbe,  mais  très -minée  et 
d'une  épaisseur  constante,  se  dilate  ou  se  condense  de  manière  que  sa  forme  varie 
très-peu,  deux  molécules  primitivement  situées  sur  U7ie  droite  sensiblement  normale  aux 
deux  surfaces  qui  terminaient  la  plaque,  se  trouveront  encore,  après  le  cliangement 
de  forme  de  ces  deux  surfaces,  sur  une  droite  qui  pourra  Cire  cojisidérée  comme  per- 
pendiculaire  à  Cune  et  à  C autre» 

En  terminant  cet  article,  nous  ferons  observer  que,  si  un  corps  subit  à  différentes 
époques  des  changements  de  forme  quelconques,  la  dilatation  ou  condensation  déGnîtive 
d'un  volume  très-petit,  qui  renfermerait  néanmoins  avec  la  molécule  m  un  grand  nombre 
de  molécules  voisines,  se  déduira  sans  peine  des  dilatations  ou  condensations  successivement 
iSprouvées  par  co  volume  aux  époques  dont  il  s'agit.  En  effet,  soient  u, ,  y, , ...  les 
'{uantités  propres  à  mesurer  ces  dernières  dilatations  ou  condensations,  en  sorte  que  le 
volume  en  question  varie  à  une  première  époque  dans  le  rapport  de  i  à  i  -|-  v,  ,  à  une 
.seconde  époque  de  j  à  i  -j-u, ,  etc....  Le  même  volume  aura  définitivement  varié 
dans  le  rapport  de  l'unité  au  produit  (i +  Ji)(i +''^i)..-  Donc  si  Ton  nomme  u  la 
({uantité  propre  h  mesurer  la  dilatation  ou  condensation  définitive  de  ce  volume,  on  aura 

(i8)  !•+■«  =  (i-|-v.)(i  4-^0 ).... 

Si  les  changements  de  forme  successivement  é.nrouvés  par  le  corps  sont  peu  considérables, 
alors  V, ,  ja  ,  ...  V  seront  des  quantités  très-petites,  et  la  formule  (i8)  donnera  sensi- 
blement 

1,'équalîon  (ig)  comprend  un  théorème  dont  voîcî  l'énoncé. 

6.*  TiiAoRÊMB.  Si  un  corps  subit  à  différentes  époques  des  changements  de  forme  très- 
peu  sensibles,  la  dilatation  ou  condensation  définitive  qu^éprouvera  le  volume  d\in  des 
éléments  de  ce  corps  sera  la  somme  des  dilatatio»is  ou  condensations  successivement 
i*.prQUvées  par  le  même  volume. 
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D'UNE  LAME  SOLIDE. 
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S  i.^  Considérations  générales. 

Considérons  une  plaque  solide  qui  offre  dans  l'état  naturel  une  épaisseur  Irès-petile , 
et  qui  se  trouve  alors  comprise  entre  deux  surfaces  cylindriques  très-voisines  Tune  de 
l'autre.  Supposons  en  outre  que  celte  plaque  s'étende  indéfiniment  dans  le  sens  de  sa 
longueur»  c'est-à-dire,  dans  la  direction  des  génératrices  des  deux  cylindres»  mais 
qu'elle  soit  terminée ,  dans  le  sens  de  sa  largeur,  par  deux  plans  parallèles  à  ces  généra- 
trices. Un  élément  de  la  plaque ,  renfermé  entre  deux  plans  très-voisins  et  perpendicu- 
laires aux  génératrices  dont  il  s'agit,  sera  ce  que  nous  nommerons  une  lame  solide;  et 
par  suite  la  longueur  de  cette  lame  coïncidera  précisément  avec  la  largeur  de  la  plaque. 
Concevons  maintenant  que  la  plaque ,  et  les  lames  solides  dont  elle  se  compose  ,  viennent 
à  changer  de  forme,  mais  de  manière  que  les  surfaces  qui  la  terminent  ne  cessent  pas 
d'être  cylindriques,  et  que  des  molécules,  primitivement  situées  sur  une  parallèle  aux 
génératrices  des  deux  cylindres ,  satisfassent  encore  à  la  même  condition  après  leur  dé- 
placement. Supposons  d'ailleurs  que ,  dans  le  nouvel  état  de  la  plaque ,  on  applique  aux 
molécules  qui  la  constituent  des  forces  accélératrices  données,  et  aux  surfaces  cylindri- 
ques qui  la  terminent  des  pressions  extérieures  normales  à  ces  surfaces.  Enfin  admettons 
que,  les  forces  accélératrices  étant  dirigées  comme  les  pressions  dans  des  plans  perpendi- 
culaires aux  génératrices  des  deux  cylindres»  les  directions  et  les  intensités  de  ces  forces 
et  pressions ,  ainsi  que  la  nature  et  la  densité  de  la  plaque ,  soient  les  mêmes  pour  tous 
les  points  situés  sur  une  parallèle  à  ces  génératrices.  Les  équations  d'équilibre  ou  de 
mouvement  de  la  plaque ,  qui  seront  en  même  temps  celles  do  chacune  des  lames  qui  la 
composent,  coïncideront  évidemment  avec  les  équations  d'équilibre  ou  do  mouvement  de 
la  section  faite  dans  la  plaque  par  un  plan  perpendiculaire  aux  génératrices  des  cylindres. 
Donc ,  pour  déduire  ces  équations  des  formules  qui  expriment  généralement  les  lois  do 
l'équilibre  ou  du  mouvement  d'un  corps  solide ,  c'est-è-dire ,  des  formules  {r»)  ou  (25)  des 
pages  161  ou  166,  il  suffira  de  faire  abstraction  de  l'une  de  trois  dimensions  de  ce  corps. 
Cela  posé ,  rapportons  tous  les  points  de  l'espace  h  trois  axes  rectangulaires  des  x  ,  jr , 
s ,     et  prenons  pour  axe  des     z     une  droite  parallèle  aux  génératrices  des  surfaces  cy- 
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lindriqucs  qui  terminent  la  plaque.  Soient  d'ailleurs ^  dans  Tétat  d'équilibre  ou  de  mou- 

veinenl  de  celle  plaque , 

m     une  molécule  comprise  dans  le  plan  des     x  y  y  ^ 

X  t  y     les  coordonnées  de  celle  molécule  » 

P     la  densité  de  la  plaque  au  point     {x,y) , 

^     la  force  accélératrice  appliquée  à  la  molécule    m  , 

X  ,  Y    les  projections  algébriques  de  la  force     7     sur  les  axes  des    x  et  y  » 

p\  p"  les  pressions  ou  tensions  exercées  an  point  {x,y)  contre  des  plans  perpen- 
diculaires à  l'axe  des     x    et  à  l'axe  des    y  , 

A  ,  F  les  projections  algébriques  de  la  pression  ou  tension  p^  sur  les  axes  des  x 
et    y, 

F  t  B     les  projections  algébriques  de  la  pression  ou  tension    p'    sur  les  mêmes  axes. 

On  trouvera  9  s'il  7  a  équilibre  » 

fiA       ,       dP       .        y.  dF      .       dB       .        ^ 

Si  »  au  contraire  »  la  plaque  se  meut ,  alors ,  en  désignant  par  ^  la  force  accélératrice 
qui  serait  capable  de  produire  le  moufement  effectif  de  la  molécule  m  ,  et  par  ^  ^ 
les  projections  algébriques  de  cette  force  sur  les  axes  coordonnés,  on  trouvera 

Dans  l'un  et  l'autre  cas ,  si  l'on  nomme 

a,  p     les  angles  compris  entre  les  demi-axea  des  coordonnées  posiliyes  et  un  autre  domi- 
axe     00'    mené  arbitrairement  par  le  point     {x^y)  p 

p    la  pression  ou  tension  exercée  au  point     {x,y)     contre  le  plan  perpendiculaire  à  ce 
demi-axe  et  du  côté  qui  le  regarde, 

> ,  p    les  angles  formés  par  la  force    p    avec  les  demi-axes  des    x  eï  y    positives , 
on  aura ,  en  vertu  des  formules  (3)  de  la  page  t6t , 

(3)  pcosX  =  ^cosa-|-Fco8p ,      ''/»cos^  =  Fcosa  +  «^cosp. 

Enlin ,  si  l'on  suppose  le  point  {x^y)  situé  sur  l'une  des  surfaces  cylindriques  qui  ter- 
minent la  plaque,  et  si  l'on  fait  coïncider  le  demi-axe  00'  avec  la  normale  à  cette 
surface,  les  valeurs  précédentes  de  pcos>,  pcosf^  devront  se  confondre,  au  signe 
près,  avec  les  projections  algébriques  de  la  pression  extérieure  appliquée  k  cette  surface 
dans  une  direction  normale.  Donc,  si  l'on  désigne  alors  par  P  la  pression  extérieure 
correspondante  au  point     {x^y) ,     on  aura  encore 
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(4)  ^cosa  +  Fcosp  =  —  Pcos a  ,        Fcosa  +  -Bcosp  =  —  Pcos^  . 

Oo  De  doit  P88  oublier  que  ces  dernières  formules  suLsislent  seulement  pour  les  points 
situés  iqr  |ef  inrfaces  cylindriques  ci-dessus  mentionnées. 

Il  reila  )|  fiiire  voir  comment  des  équations  (i) ,  (a)  et  (4)  on  peut  déduire  celles  qui 
«léternilofiAt  k  un  instant  quelconque  »  dans  Félat  d'équilibre  ou  de  mouvement ,  la  forme 
de  la  pUqaa  ou  plutôt  de  la  section  faite  par  le  plan  des  x  ,  ;y ,  et  en  particulier  les 
divers  ch^ngoments  de  forme  de  la  ligne  qui ,  étant  comprise  dans  ce  même  pian,  divi- 
sait primitif ement  Tépaisseur  de  la  plaque  en  deux  parties  égaies.  Toutefois ,  comme 
la  d^rmipation  de  cette  ligne  »  que  nous  appellerons  ligne  moyenne ,  s'effectue  de  di- 
Terses  minières  »  et  entraîne  des  calculs  plus  ou  moins  étendus  »  suivant  que  l'on  consi- 
dère une  lame  élastique  ou  non  élastique»  naturellement  plane  ou  naturellement  courbe, 
d'une  épaisseur  constante  ou  d*une  épaisseur  variable,  nous  renverrons  le  développement 
de  ces  calculs  aux  paragraphes  suivants. 


S  3.  Equations  cCéquilibre  ou  de  mouvement  dCune  lame  naturellement  droite  et  d^une 

épaisseur  constante» 

Concevons  que,  dans  l'état  naturel  de  la  plaque  ci-dessus  mentionnée,  les  deux  sur- 
faces cylindriques  qui  la  terminent  se  réduisent  h  deux  plans  parallèles,  séparés  l'un  de 
l'autre  par  une  très-petite  distance.  Chacune  des  lames  qui  composeront  celte  plaque 
sera  ce  qu'on  peut  appeler  une  lame  naturellement  droite  et  d'une  épaisseur  constante. 
Cela  posé,  représentons  par  3/t  Tépaisseur  naturelle  de  la  plaque,  et  prenons  pour 
plan  des  x  ,  y  celui  qui  divisait  primitivement  cette  épaisseur  en  deux  parties  égales. 
Supposons  d'ailleurs  que,  dans  le  passage  de  l'élat  naturel  à  l'état  de  mouvement,  les 
déplacements  des  molécules  soient  très- petits.  La  ligne  moyenne  de  la  section  faite  par 
le  plan  des  x,  y^  après  avoir  coïncidé  dans  l'état  naturel  avec  l'axe  des  x,  de- 
viendra ,  en  vertu  du  changement  de  forme  de  la  plaque  ,  une  courbe  plane ,  mais  dont 
Tordonnée  sera  très-petite.  Désignons  par  f{x)  cette  ordonnée.  Soit  de  plus  r  la 
différence  entre  l'ordonnée  y  d'une  molécule  quelconque  m  correspondante  à 
l'abscisse  x  et  Tordonnéc  f{x)  de  I»  ligne  moyenne,  en  sorte  qu'on  ait  générale- 
ment 

(5)  y==f{x)  +  r. 
Soient  enfin 

(6)  ;r  —  Ç  ,        j  —  ïj  , 
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les  coordonnées  primitives  de  la  molécale  m  qui ,  dans  Tétak  d*éqoilibre  ou  de  m 
^  vement»  coïncide  avec  le  point  (a^»  j)  •  S  f  >i  seront  des  fonctions  de  ^  $  y 
serviront  à  mesurer  les  déplacements  de  cette  molécule  parallèlement  aux  axes;  et ,  si  I 
considère  ces  déplacements  comme  infiniment  petits  du  premier  ordre ,  la  fonctioD  / 
sera  encore  une  quantité  infiniment  petite,  ainsi  que  sa  dérivée  f'{x) .  Il  est  ) 
d*en  conclure  que»  si  Ton  veut  prendre  pour  variables  Indépendantes  â^  et  r  ao  1 
de  03  et  j»  il  suflira  d'écrire,  dans  les  formules  (i)  et  (s)  »  la  lettre  r  à  la  pi 
de  la  lettre  7.  Soient  effectivement»  dans  le  cas  où  Ton  regarde  x ,  y  comme 
riables  indépendantes , 

(7)  '      A=^F{x,7), 


(8)                               ^=Hx.y), 

■^=-(-.r). 

On  tirera  des  formules  (5)  et  (7),  en  regardant 

»  et  r    comme  rariables 

(9)                  ê='^»' 

et 

('•)                ^=*C«'J')+x(».7)g, 

OU  »  ce  qui  revient  au  même  » 

Donc»  en  négligeant  vis-à-vis  de    ^{x,y)     le  terme    ^{Xfy)f\x)    qui  est  infir 
petite  on  aura  simplement 

Or ,  de  ces  dernières  équations ,  comparées  aux  formules  (8)  »  il  résulte  que  »  si  V 
pour  variables  indépendantes  x  et  r  au  lieu  de  »  et  / ,  on  devra  au: 
partielles 


dA  dA 

dx    *  dy 


substituer  les  suivantes 
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dÀ  dA 

dx    '  dr   * 

Cette  condaiion  demearant  exacte,  tandis  qae  l'on  remplace  la  lettre  A  par  la  lettre 
B  ou  par  la  lettre  F ,  on  tirera  des  équations  (i)  et  («)  i.*,  en  supposant  qne  la 
plaque  soit  en  équilibre, 

,  -,  dA    .dF    .     -  dF    ,    dB    ,     ^ 

1.*  en  supposant  que  la  plaque  se  meuve , 

Ajoutons  qne  les  formules  (28)  de  la  page  166,  qui  fournissent  des  valeurs  très -appro- 
chées de  dCs  *  cT  '^°'  '^  ^*  ^^  ^*^^  considère  se  et  jr  comme  variables  indépen- 
dantes, subsisteront  encore  à  très-peu  près,  quand  on  regardera  comme  indépendantes 
les  variables    as  et  r.     Donc  aux  équations  (i4)  on  pourra  substituer  celles*ci 

...  dA    ,dF  d-i  dF         dB  d-n 

Quant  aux  formules  (4)  $  il  résulte  des  svppositions  admises  qu'elles  donneront  à  très- 
peu  près  pour    r  s=s  —  A    et  pour    r  =  à 

(16)  F  =  o,        ^  =  — P. 

En  eflfet,  dans  Tétat  naturel  de  la  plaque  «  la  section  faite  par  le  plan  des  œ  ^  y  était 
renfermée  entre  deux  droites  parallèles  à  Taxe  des    x ,    et  représentées  par  les  équations 

(17)  J^  =  — A.        y  =  k. 

Or  les  deux  courbes ,  dans  lesquelles  ces  deux  droites  se  transforment  en  vertu  des  dé- 
placements infiniment  petits  des  molécules ,  difTèrent  très-peu  de  ces  mêmes  droites.  Donc, 
si  Ton  désigne  par  « ,  ^  les  angles  que  f^rme  la  normale  à  Tune  de  ces  courbes  avec 
les  demi-axes  des  x  et  jr  positives ,  on  aurt  sensiblement ,  c'est-à-dire ,  en  négligeant 
des  quantités  infiniment  petites  , 

(t8)  cosa  =  0  9       cosp=:i. 
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D'ailleurs  les  angles  dont  il  s*agit  sont  évidemment  ceux  que  comprennent  les  formules 
(4)  9  et  qui  déterminent  la  direction  de  la  normale  à  Tune  des  surfaces  cylindriques  entre 
lesquelles  la  plaque  se  trouve  définitivement  renfermée.  Donc  les  formules  (4)  »  qui  sub- 
sistent pour  tous  les  points  do  chacune  de  ces  surfaces  »  se  réduiront  sensiblesient  aux 
équations  (i6).  Enfin ,  comme  une  droite  primitivement  perpendiculaire  à  l'axe  des  x  , 
et  propre  à  mesurer  la  demi -épaisseur  de  la  plaque  dûns  Tétat  naturel ,  changera  très- 
peu  de  longueur  et  de  direction ,  en  vertu  des  déplacements  infiniment  petits  des  molé- 
cules ,  il  est  clair  que  »  dans  Tétat  d'équilibre  ou  de  mouvement ,  —  ^  et  +  ^  seront 
à  très-peu  près  les  valeurs  de  r  correspondantes  aux  deux  courbes  qui  remplaceront 
les  lignes  primitivement  représentées  par  les  équations  (17). 

Concevons  maintenant  que»  dans  les  équations  (i3),  (i5)  et  (16)  »  on  développe  les 
quantités 

A  9       F,        B ,       X  f        y,        Ç ,        >i, 

considérées  comme  fonctions  de  os  et  do  r,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  là 
variable     r  ;     et  soient  en  conséquence 

r" 

(19)  -<4  =  y^o  + -^i»*  +  ^« J-elc...  , 

(20)  /^  =  /r,-hF.r+F.~+F3-^-f-etc.,    jB=Jîo+^.r4-/?,  — -^«a-^ +etc. . 

(ai)    ^  =  .Y.4-^.r4.Ar,-^4.etc.  ,  y  =  y.+ J',r-f  F.  ~ +elc.  , 

^  ÎA  'À 

r'  r' 

(22)      Ç  =  Ço  +  Çi^  +  ?» h  etc.  ,  u  =  >3o  -|-  >î,r  -+-  >î, 1-  elc.  . 

a  a 

Ao,  Fo9  Bo ,  Xo  9  -To .  Ço  >  >îo ;  -^i  f  F,  ,  j?,  ,  Jf,  ,  Kl ,  Ç,  ,  *î,  ;  elc. ,  désignant 
des  fonctions  de  la  seule  variable  x.  Supposons  d'ailleurs  constanles  la  pression  P 
et  la  dcnsilé  A  relative  à  Télat  naturel  de  la  plaque.  La  densité  p  ,  infiniment  peu 
différeute  de  A  ,  pourra  elle-même  être  regardée  comme  constante;  et  les  formules 
(i3) ,  qui  doivent  subsister  quel  que  soit     r»     donueront 

(,3)  ^+F.+pX,  =  o.  j!±.+F,  +  pJÏ.=o,        elc. 
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tandiè  que  Ton  tirera  des  formules  (i5) 

(«6)  ^  +A+pF.=p.5^,  ~4-i?.+pF.=P  ^.  _+i?,+pI'.=p  —.etc. 

Mab  les  formules  (16) ,  qui  doivent  être  vérifiées  seulement  pour     r  =  —  h     et  pour 
r  =  h ,    donneront 

/^•4-/^«  —  +etc-  =0  ,         F.  +  /^3  -^  +  etc.  =0  ? 
9  0 

(«7) 

h*  A* 

B^  +  Bn hetc.  =  — P,     iï. +*s-^  +  otc=o. 

s  o 

fl  eil  important  d'observer  que ,  dans  les  formules  précédentes , 

^9  »  P9  $  B9  t  $0  9  ''o    » 

représentent  tes  vdeiiri  de 

A  p  F ,         B  f  Ç ,  n 

qui  correspondent  à  une  valeur  nulle  de  r.     Donc 

yio  f        Fo  et  F,  j        Bo 

expriment  les  projections  algébriques  des  pressions  ou  tensions  exercées  contre  des  plans 
perpendiculaires  aux  axes  des  a:  et  7  en  un  point  de  la  ligne  moyenne;  et  l^  »  >}« 
expriment  les  déplacements  de  ce  point  mesurés  à  partir  de  sa  position  primitive  paral- 
lèlement aux  mêmes  axes.  Or  le  second  de  ces  déplacements  ne  sera  évidemment  autre 
chose  que  Tordonnée  de  la  ligne  moyenne ,  en  sorte  qu'on  aura  identiquement 

(18)  >»o=/(^)- 

Quant  aux  quantités 

At ,    Ft  t    Bt  y    Ç, ,    n,  ;     At ,    Ft ,    B^ ,    Ç, ,    1,  ;     etc.  , 

elles  exprimeront  les  valeurs  de 
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dA 

dP 

dB 

rfç 

dr, 

d*A 

d*F 

d*B 

d'I 

d^A 

—  j 

a^^^^    ■ 

dr    ' 

dr  ' 

dr  ' 

dr  ' 

dr 

dr*  ' 

dr*  ' 

dr*  ' 

dr*  ' 

dr*  ' 

correspondantes  à    r  =  o  •     Enfin 

(«9)  X^t    Xx,    X^ ,    etc...;         K, ,     y,,     y,,    etc.... 

représenteront  ce  que  deviennent  pour    r  =  o  ,     les  quantités 

/x  X  ^       dX         d^X  ^  ^       dY         d^Y 

D'ailleurs  »  si  X  ,  Y  considérées  comme  fonctions  des  variables  x  ,  j  sont  c 
nues  par  rapport  à  ces  variables  »  les  expressions  (5o)  diiltsreront  très-peu  des  fonc 
qu'indiquent  les  notations 

^        dX         d-X  ,  ^       dY         d-Y 

dans  le  cas  où  l'on  reganle  0,  j  comme  variables  indépendantes.  Donc,  pou 
tenir  les  valeurs  très-approchées  des  quantités  (39) ,  il  suffira  de  poser,  dans  les  ex 
sious  (3 1  ) ,  r  =  o  ,  ou  à  très-peu  prè^  J  =  o .  L'erreur  commise  alors ,  étai 
même  ordre  que  les  déplacements     Ç ,  d  ,     devra  être  considérée  comme  infiniment  p 

Il  reste  à  montrer  ce  que  deviennent  les  formules  (aSj,  (24)»  (a^)»  (s6)  et  (27),  di 
cas  où  la  quantité     h    est  très-petite.  Or,  si  l'on  néglige  dans  une  première  approxim 
tous  les  termes  qui  ont  pour  facteur     A*  »     comme  on  devra  le  faire  efiectivemeni 
h    étant  du  même  ordre  que  les  déplacements     S ,  >7 ,     on  attribue  au  temps     t 
valeur  peu  considérable,  on  tirera  des  formules  (97) 

(32)  /^o  =  o,         Bo=^Pi         Fx=o,        D,  =  o; 

puis  des  formules  (23)  et  (24) 

(33)  -^ + ^Xo = o  ;      1^0 = o  , 

tandis  que  les  formules  (26)  et  (26)  donneront 

(54)  ^--+pjr.=p^^.       r,=-^: 
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La  première  des  formules  (33)  détermine,  dans  le  cas  d'équilibre»  la  valeur  de  la  près- 
sfon  ou  tension  /^o-  Quant  à  la  seconde  de  ces  formules,  elle  exprime  qu'une  lame 
oaturellement  droite,  et  d*ujne  épaisseur  constante,  mais  très-petite,  ne  peut  rester  en 
équilibre  après  un  changement  de  forme  presque  insensible ,  à  moins  que  les  forces  accé- 
lératrices appliquées  aux  diverses  molécules  ne  soient  dirigées  à  très-peu  près  dans  le  sens 
de  la  longueur  de  cette  lame.  C'est  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir.  Ajoutons  que  les  for- 
mules  (33),  une  fois  admises,  entraînent  les  formules  (34)  dont  la  seconde  détermine, 
pour  des  valeurs  peu  considérables  de  t ,  l'ordonnée  >3«  de  la  ligne  moyenne ,  quand 
la  plaque  est  en  mouvement. 

La  pression  A^  n'est  que  le  premier  terme  du  développement  de  la  pression  A 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  r.  Si  l'on  veut  déterminer,  dans  le  cas  d'équi- 
libre, lo  coefficient  At  du  second  terme  de  ce  même  développement,  il  faudra  re- 
courir à  une  approximation  nouvelle ,  en  supposant  que  la  quantité  h  ,  quoique  fort 
petite,  devienne  très-supérieure  aux  valeurs  numériques  des  déplacements  i^  n  ,  et 
conserver,  dans  la  première  dos  formules  (24)»  les  termes  proportionnels  au  carré  de 
h.  Si  d'ailleurs  on  continue  de  négliger  les  puissances  de  k  d'un  degré  supériear 
au  second ,  les  formules  (27)  pourront  être  réduites  aux  suivantes  : 

(55)     F,  = F,;      B,  =  ^P B,;     /-.  =  — -^f,,    B,=  —  —  B,. 

Or  on  conclura  de  celles-ci  combinées  avec  la  seconde  des  équations  (20)  et  avec  tes 
deux  dernières  des  équations  (24) 

Par  suite,  la  première  des  équations  (24)  donnera 
OU ,  ce  qui  revient  au  même , 

Il  est  bon  d'observer  que,  la  quantité      Yç     devant  être,  dans  le  cas  d'équilibre  «  îros- 
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petite  et  du  même  ordre  que     A*,     le  rapport         **     que  renferme  la  formule  (Sg) ,  ne 

sera  pas  nécessairement  très-considérable,  comme  on  pourrait  le  croire  au  premier 
abord  ;  et  qu'en  conséquence  la  fonction  Ax  ,  déterminée  par  cette  formule  »  conser- 
yera  généralement  une  valeur  finie ,  comparable  à  celle  de  ^o  •  Gomme  d'autre  pari 
la  variable  r  »  comprise  dans  les  équations  (ig) ,  (so) ,  etc. ,  est  une  quantité  du  même 
ordre  que  h  ,  tandis  que  les  valeurs  de  F.  »  Bt  fournies  par  les  équations  (35) 
sont  proportionnelles  au  carré  de  A  ,  on  conclura  des  équations  (19)  et  (90) ,  i.®  en 
négligeant,  dans  le  développement  de  A  ,  les  puissances  de  h  supérieures  à  la  pre- 
mière , 

(4o)  A  =  Ao  +  Axr, 

5t.''  en  négligeant,  dans  les  développements  de  F  et  de  B  ,  les  puissances  de  h 
supérieures  5  la  seconde , 

(4.)  F  =  F,  +  F,^  =  F.(i-^),     i?  =  /?.+ir.^  =  2?.(,-^)-Pf  , 

OU ,  ce  qui  revient  au  même , 

(42)       F  =  -i(^  +  o>r,)(A--r>),         iï  =  _P4.1.pr.(A»-r'). 

Ainsi ,  après  avoir  déterminé  les  fonctions     A^p  A^  ,    à  l'aide  des  deux  équation* 


(45)         J^^oX.  =  0.  -^r^+pl^n^  +  --»'.+  -TT^1=0, 


il  suffira  de  recourir  aux  formules  (4o)  et  (4â) ,  pour  obtenir  les  valeurs  approchées  des 
pressions     A  ,  F  ,  E    relatives  à  l'élat  d'équilibre. 

Si  de  l'élat  d'équilibre  on  passe  à  l'état  de  mouvement ,  il  faudra ,  dans  les  équations 
(4q)  et  (43) ,  remplacer  les  quantités 

(44)  Xo,        X^;         y* ,         K, ,         y. , 

par  les  dilTércDCcs 

(45)  X. — JJ7-,     ^«-T^T'      ^"^ — dlT'     ^' — dï^'      ^'       dt^  ' 
Ou  trouvera  donc  alors,  en  négligeant  les  termes  proportionnels  au  carré  de    h  , 
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(46) 


et ,  en  négligeant  les  termes  proportionnels  au  cube  do     /t , 

«')  ^  =  il  ^+  '  (-»■  -  ^)  I  (*••'■)•  '^-'-H-  T  '  (' '  -4f)  ('-'•'• 

Quant  à  la  valeur  approchée  de     A  ,     elle  continuera  d'être  déterminée  par  l'équation 
(4o) ,  l'erreur  étant  du  même  ordre  que     A*. 

Dans  le  cai  particulier  où  la  force  accélératrice  ^  est  supposée  nulle,  ses  pro- 
jections algébriques  X  ^  Y ,  et  par  suite  les  quantités  X^^  X^;  Y^.  JT. ,  Y^ 
s'évanouissent.  Donc  alors  les  équations  (46)  et  (47)  se  réduisent  aux  suivantes  : 

Nous  ajouterons  ici  une  remarque  importante.  Si  »  après  avoir  divisé  la  plaque  »  prise 
dans  l'état  d'équilibre  ou  de  mouvement,  en  lames  solides ,  on  désigne  par  l  la  largeur 
d^une  de  ces  lames,  la  section  faite  dans  cette  lame  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
des  as ,  et  correspondant  à  l'abscisse  se  ,  supportera  une  tension  ou  pression  dont 
les  projections  algébriques  sur  les  axes  des  oc  et  jr  seront  représentées  à  très-peu 
près  par  les  produits  "" 


(5o) 


^t  dont  le  point  irapplîcatlnn  aura  pour  ordoiinéc  la  valeur  de     /     déterminée  par  la 
formule 
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(5.) 

J  = 

»,+ 

t.r  Jrdr 

Cola 

posé, 

le  produit 

(5a) 

iJ, 

M(j  —  n,)  = 

représeotcra  »  au  signe  près,  le  moment*  de  la  pression  ou  tension  ci-dessus  mention 
par  rapport  à  l'axe  qui,  étant  perpendiculaire  au  plan  des  x,  y ,  renferme  le  p< 
du  la  ligne  moyenne  correspondant  h  Tabscisso    x.     De  plus,  ce  moment  sera  du  mi 

ordre  que  le  produit     — -  /'^/iZ ,     qui  représente  la  projection  algébrique  de  la  force 

Taxe  des  j  ,  c'cst-h-dire  de  Tordre  de  A';  puisque  la  quantité  Fq,  détermi 
par  l'une  des  formules 

sera  de  l'ordre  de     A*.      Quant  à  la  projection  do  la  môme  ibrcc  sur  Taxe  des 
elle  sera  de  l'ordre  de     h    seulement;  d'où  l'on  peut  conclure  que  la  direction  de  o 
force  formera  un  très- petit  angle  avec  Taxe  des     œ. 

Pour  appliquer  les  diverses  équations  que  nous  venons  d'établir  à  la  déterminai 
des  changements  do  forme  qu'éprouvent  la  plaque  ou  lame  proposée ,  et  la  ligne  moyei 
de  la  section  faite  par  le  plan  des  x  ,  jr^  il  est  nécessaire  de  tenir  compte  des  n 
tioDS  qui  existent  entre  les  tensions  ou  pressions  A  ,  F,  E  et  les  déplacements 
» .  Or  ces  relations  dépendent  de  la  nature  de  la  plaque  et  de  la  matière  dont  elle 
formée.  Si  l'on  considère  en  particulier  une  lame  élastique  et  homogène ,  dont  l'élastî 
soit  la  même  dans  tous  les  sens ,  alors ,  en  adoptant  les  principes  énoncés  dans  Tun 
précédents  articles  [pages  177  et  178],  et  prenant  x,  y  pour  variables  indép 
dantes,  on  aura,  on  vertu  des  formules  (67)  et  (70)  de  la  page  178, 


*  Ce  qu'on  appelle  le  moment  d'une  force  par  rapport  à  an  axo  n'est  autre  chose  qoe  le  produit  de  cetto  li 
par  la  plus  courte  distance  entre  l'axe  et  la  droite  suivant  laquelle  elle  agit. 


Digitized  by 


Google 


(  .57  ) 
kf  K    déslgnaot  deux  quaDlItés  constantes,  et    v    la  dilatation  du  Tolume  donnée  par 
l'équation 

dl    ,    dn 

(54)  "^SÏ  +  rfF- 

Par  suite,  «t  l'on  fait,  pour  plus  de  commodité, 

(55)  ifc  +  K  =  eK, 

et  si  l'on  prend  pour  variables  indépendantes    a;  et  r ,    au  lieu  de    a;  et  ^ ,     on  aura 

(56)  __o_  +  _.        _ _^_  +  _j,        ___.4.«_.. 

Lorsque,  dans  les  formules  (56),  on  substitue  aux  fonctions  A,  F,  E,  (,  » 
leurs  développements  ordonnés  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  variable  r , 
alors ,  en  égalant  entre  eux  les  coefficients  des  puissances  semblables  de    r ,    on  troave 

(5?) 

puis ,  en  combinant  les  formules  (57)  avec  les  équations  (Sa) ,  on  en  conclut 


(58) 


duo 


dnt  I     i/*So  1    dit  1     d*no 


Les  valeurs  précédentes  de  $i  »  )is ,  (« ,  >},  sont  exactes ,  aux  quantités  près  de  Tordre 
de  A'.  En  substituant  ces  mêmes  valeurs  dans  les  deux  premières  des  formules  (57) , 
on  en  tire 

Gela  poséj  les  équations  (45) ,  qui  sont  relatives  à  Téquilibre  d'une  lame  solide,  donne- 
ront, pour  une  lame  élastique. 
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(60)  '  a.^  +  ;r.  =  o. 

(60  "'-7;:i-=T7>^-  +  -^'  + 


il     désignant  une  constante  positive  déterminée  par  la  formule 

(6.)  „.  =  (o--L)^. 

Observons  d'ailleurs  que ,  si ,  après  avoir  multiplié  pour  h*  les  deux  membres  de  l'é- 
quation (61) ,  on  négligeait  les  termes  proportionnels  au  carré  de  A,  on  se  trouverait 
immédiatement  ramené  à  la  seconde  des  formules  (33). 

Ou  pourrait  douter,  au  premier  abord,  que  les  équations  (60)  ,(61),  dans  lesquelles  (o  »  »• 
désignent  de  très-petites  longueurs,  fussent  applicables  à  des  cas  où  la  force  accélératrice  f 
ne  serait  pas  elle-même  très-petite.  Mais,  pour  dissiper  ce  doute,  il  suffit  d^observer  que  la 
quantité  K  et  par  suite  le  coefficient  n*  sont  généralement  très-considérables.  Il  en  résulte 

que  la  valeur  de  ,     tirée  de  l'équation  (60),  sera  peu  différente  de  zéro  et  du  même 

ordre  que     — ^  .     Ajoutons  que  l'on  pourra  encore  en  dire  autant  de  la  valeur  de       'l**  , 

û,  comme  nous  l'avons  supposé,  Ko  est  une  quantité  très-petite  du  même  ordre  que 
A'.  Quanta  la  quantité  A*,  il  faudra,  comme  on  l'a  dit,  qu'elle  soit  de  beaucoup 
supérieure  aux  valeurs  numériques  des  inconnues     So  »  "o  »     et  par  conséquent  à  la  vii^ 

leur  numérique  de     — ^  ,  afin  que  l'on  puisse  continuer  d'omettre  les  termes  proportionnels 

aux  carrés  de  ces  inconnues  on  de  leurs  dérivées ,  tout  en  conservant  les  termes  propor- 
tionnels au  carré  de  k.  Donc  ki  force  (p  devra  rester  très-pelite  par  rapport  au 
produit  n'A*.  Mais  il  suffit,  pour  cela ,  que,  le  produit  ah  ayant  une  valeur  très- 
considérable,     cp     conserve  une  valeur  finie. 

Les  équations  (60)  et  (61)  sont  les  seules  qui  subsistent  pour  tous  les  points  de  la 
ligne  moyenne  dans  une  lame  élastique ,  homogène,  naturellement  droite  et  en  équilibre. 
Chacune  d'elles  détermine  séparément  l'une  des  deux  inconnues  Ço  $  I0  qui  représen- 
tent,  dans  l'état  d'équilibre,  le  déplacement  d'un  point  de  la  ligne  moyenne  parallèle- 
ment à  l'axe  des  x  ,  et  l'ordonnée  de  cette  ligne.  Ajoutons  que ,  ces  deux  inconnues 
étant  ainsi  déterminées  aux  quantités  près  de  l'ordre  de  A*,  les  valeurs  de  ^\  Ç  , 
>]  se  déduiront  avec  le  même  degré  d'approximation  ,  1.°  de  l'équation  (4o)  réunie  aux 
formules  (89) ,  2.'  des  formules  (58)  combinées  avec  les  formules  (22)  ou  plutôt  avec 
ie^  suivantes 
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(63)  ç  =  Ço4-Çx»'»        iï  =  >îo4-'»«''- 

On  trouvera  de  cette  manière  »  en  ayant  égard  à  la  formule  (62) , 


(64) 

^=^-  ';;• 

et 

(65) 

A  =  ^ù 

^      \dx  dx*  I         0 


Quant  aux  valeurs  approchées  de  F  et  de  B ,  elles  seront  données  par  les  équa- 
tions (4s)  et  (59) ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même  par  les  formules 

(66)  F=-ip(j:.-a.^](A.-r-).        i?  =  -P  +  Apr.(A.-r.), 

et  seront  exactes  aux  quantités  près  de  l'ordre  de    h^. 

Nous  avons  ici  supposé  que  l'on  commençait  par  déterminer»  à  l'aide  des  équations 
différentielles  (60)  et  (61)  les  valeurs  inconnues  $0  »  ^o*  Mais,  pour  effectuer  com- 
plètement celte  détermination ,  il  est  nécessaire  de  fixer  les  valeurs  des  six  constantes 
arbitraires  que  renferment  les  inléjçrales  générales  de  ces  équations  différenlielies.  On  y 
parviendra  sans  peine ,  si  les  extrémités  de  la  lame  élastique  sont  toutes  deux  fixes ,  ou 
Tune  fixe  et  l'autre  libre  «  en  assujétissant  les  inconnues  $«  »  10  aux  conditions  nou- 
velles que  nous  allons  indiquer. 

Concevons  que ,  dans  l'état  naturel  de  la  lame  élastique ,  les  extrémités  de  la  ligne 
moyenne  coïncident  avec  l'origine  et  avec  un  point  situé  sur  l'axe  des  x  à  la  distance 
a     de  cette  origine;  en  sorte  que  ces  extrémités  correspondent  aux  abscisses 

05  =  0  ,  xz=za. 

Supposons  d'ailleurs  la  lame  terminée  dans  le  sens  de  sa  longueur  par  deux  plans  per- 
pendiculaires à  la  ligne  moyenne.  Enfin  imaginons  que  les  extrémités  de  cette  lame 
deviennent  fixes  >  ou  plutôt  que,  les  extrémités  de  la  ligne  moyenne  étant  fixes»  les  points 
venfermés  dans  les  deux  plans  dont  il  s'agit  soient  assujétis  de  manière  à  n'en  point  sortir» 
Alors  on  aura ,  pour  x  =  o    et  pour  x^^^a  ^    non^eulement 

(67)  Ço  =  0,  (68)  »a  =  0. 
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mais  encore    Ç  =  o  ,     quel  que  soit     r  ,     et  par  conséquent 

Or  les  trois  conditions  qui  précèdent,  et  qui^doiveut  être  vériCées  pour  deux  valeurs 
différentes  de  x  ,  fournissent  le  moyen  do  déterminer  les  six  constantes  arbitraires 
que  comportent  les  valeurs  générales  des  inconnues     Ç«  ,  >3o- 

Supposons  encore  que  la  lame  élastique  offre  une  extrémité  fixe ,  par  exemple  »  celle 
qui  correspond  à  ce  =  o  ,  mais  que  l'autre  extrémité  correspondante  à  sB=:a  soit 
libre.  Alors  les  conditions  (67) ,  (68)  y  (Gg)  devront  être  vérifiées  pour  la  valeur  zéro  de 
X  ,  qui  correspond  à  l'extrémité  fixe.  De  plus,  si  l'on  considère  un  point  {x,y)  ren- 
fermé dans  le  plan  mené  par  l'autre  extrémité  perpendiculairement  à  la  ligne  moyenne  • 
les  projections  algébriques  de  la  pression  exercée  en  ce  point  contre  le  plan  seront  sensi- 
blement équivalentes  aux  quantités  A  ,  F  données  par  les  équations  (65)  et  (66). 
Donc ,  si  ce  plan  est  soumis  à  la  pression  extérieure  et  normale  P ,  les  valeurs  de  A 
et  de  F  y  tirées  des  équations  (65)  et  (66),  devront  pour  x=^a  satisfaire ,  quel 
que  soit    r ,     aux  deux  formules 

(70)  A  =  -P,        F  =  o, 

qui  entraîneront  les  trois  conditions 

I    P 


(7a)  — ; —  =  0,  a*— -— --  =  A,  . 

Or,  à  l'aide  de  ces  conditions  réunies  aux  formules  (67) ,  (68) ,  (69) ,  on  pourra  déter- 
miner encore  les  deux  constantes  arbitraires  que  comporte  l'intégrale  de  l'équation  (60) , 
et  les  quatre  constantes  arbitraires  que  comporte  l'intégrale  de  l'équation  (61). 

Si  les  deux  extrémités  de  la  lame  élastique  devenaient  libres,  les  conditions  (71)  et 
«(72)  devraient  être  vérifiées  pour  x=ia  aussi  bien  que  pour  a;  =  o.  Mais,  après 
avoir  déterminé,  à  l'aide  des  conditions  relatives  à  a:  =  o  ,  les  constantes  arbitraires 
introduites  dans  la  valeur  de  Ço  p&r  une  première  intégration,  00  dans  la  valeur 
de  )}o  par  deux  intégrations  successives ,  il  faudrait  renoncer  à  déterminer  les  trois 
autres  constantes  arbitraires;  et  les  conditions  relatives  à  x^=a  fourniraient  seule- 
ment des  relations  qui  devraient  exister ,  dans  le  cas  d'équilibre ,  entre  les  forces  açcér 
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léralri'ces  et  la  pression  P.  Il  élait  facile ,  au  resle ,  de  prévoir  ces  résullals ,  allcodu 
qu'on  ne  trouble  pas  Téquilibrc  d'une  lame  élastique  dont  les  extrémités  sont  libres , 
lorsqu'on  la  déplace  très-peu  ,  en  faisant  tourner  cette  lame  sur  elle-même,  ou  en  trans- 
portant l'une  de  ses  extrémités  sur  une  droite  parallèle  soit  à  Taxe  des  x,  soitù  l'axe 
des    jr. 

Si  la  lame  élastique,  ayant  ses  extrémités  libres,  se  trouvait  terminée  dans  le  sens  de 
sa  longueur  par  deux  plans  perpendiculaires ,  non  plus  à  la  ligne  moyenne ,  mais  à  deux 
droites  comprises  dans  le  plan  des  x  ^  j  ,  et  qui ,  prolongées  en  dehors  de  la  lame  , 
formeroient  avec  les  demi-axes  des  a;  et  j  positives,  la  première  les  angles  a\  p\ 
la  seconde  les  angles  a',  p"  ;  les  valeurs  de  A  ,  F  Qt  B ,  tirées  des  formules  (65) 
et  (66) ,  devraient  vérifier,  pour  x  =  o  et  pour  x  =  a  ,  non  plus  les  formules  (70) , 
mais  celles  que  l'on  déduit  des  équations  (4)  »  quand  on  y  remplace  successivement  les 
angles     a,    P     par     «',  p'     et  par     a" ^  p" ,     On  aurait  donc  alors,  pour     a;  =  o, 

(70)  y^cosa'  4"  ^cosp'  =  —  Pcosa' ,        Fcosa'  +  jBcosp'  =  —  Pcosp' , 

et  pour     x=za  9 

(74)  A cosa*  4-  Fcosp'  =  —  Pcosa",         Feos a'  +  Beosp'  =  —  Pcosp' . 

D'ailleurs,  la  quantité  F\  qui  est  du  même  ordre  que  A*,  pouvant  être  négligée 
vis-à-vis  de    A  ,     la  première  des  formules  (75)  ou  (74)  se  réduirait  encore  à 

^  =  -P, 

et  entraînerait  i.®  la  condition  (71)»  22.*  la  première  des  conditions  (72)-  Mais  la  seconde 
des  conditions  (72)  se  trouverait  remplacée  par  celle  que  Ton  déduit  de  la  seconde  d'*s 
formules  (75)  ou  (74)»  combinée  avec  les  formules  (66),  c'est-à-dire,  par  l'une  dés  deux 
suivantes  : 

(70)  n'  -—3-  =  ^.  + F.. 


COSa 


(76)  ^^^^^X.^Y,""'^' 


COSa' 


Il  serait  encore  facile  de  voir  ce  qui  arriverait,  si  l'un  des  plans  qui  terminent  la  lame 

élastique  supportait  une  pression  différente  de     F.     Ainsi ,  par  exemple ,  concevons  que 

le  plan  correspondant  à     x=.o     reste  perpendiculaire  à  la  ligne  moyenne,  et  supporte 

en  chaque  point  une  pression  normale  désignée  par     $.      Alors  il  faudra  substituer     $ 
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à     P ,     dans  la  première  des  formules  (70) ,  et  en  cooséquence  la  formule  (71)  devra 
ê(re  remplacée  par  la  suivaDte  : 

Il  est  essentiel  de  remarquer  qu'en  vertu  des  formules  (5g)  et  (6»)  la  première  des 
expressions  (5o)  et  Texpression  (as)  deviennent  respectivement 

(-8,  ,(,„.iL_Ç)„. 

(79)  -if"--SF*''- 

Donc  les  produits  (78)  et  (79)  représentent ,  dans  une  lame  élastique  dont  la  largeur  est 
/ ,  i.""  la  projection  algébrique  sur  Taxe  des  x  de  la  pression  ou  tension  supportée 
par  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe ,  2.''  le  moment  de  cette  pression  ou  tension  par 
rapport  à  une  droite  qui ,  étant  perpendiculaire  au  plan  des  x  ,  y  ,  renfermerait  le 
point  de  la  ligne  moyenne  correspondant  à  l'abscisse  x.  D'ailleurs,  si  l!on  nomme 
V     le  rayon  de  courbure  de  cette  ligne ,  on  aura 


'  — ^. 

'—    i 

.    /^.oN-W 

et  Ton  en  conclura,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre, 

(80)  -=±' 


V  dx 

Donc  l'expression  (79)  pourra  être  réduite  à 


(81)  ±^^a 


^  hH 

5 


Par  conséquent  le  moment  ci-dessus  mentionné  sera  en  raison  directe  de  la  largeur  de  la 
lame  élastique,  du  cube  de  son  épaisseur,  et  de  la  courbure  —  de  la  ligne  moyenne. 
Ainsi  se  trouve  «vérifiée  Thypolbèsc  admise  par  Jacques  Bernoulli  dans  la  solution  que. 
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ce  géomètre  a  donnée  du  problème  de  la  lame  élastique.  Mais  on  doit  ajouter  qu'il  ne 
tenait  aucun  compte  de  la  seconde  des  expressions  (5o) ,  c'est-à-dire  de  la  tension  di- 
rigée dans  un  sens  perpendiculaire  à  la  longueur  do  la  lame  élastique.  Or  cette  tension , 
qui,  À  la  vérité»  est  fort  petite  par  rapport  à  celle  qui  se  trouTe  dirigée  suivant  la  lon- 
gueur de  la  lame  [voyez  la  page  sâG],  reste  néanmoins  comparable  au  moment  dont 
nous  avons  parlé;  et  celte  circonstance  j  qui  a  une  influence  marquée  sur  les  valeurs  des 
coefficients  que  renferment  les  équations  déduites  de  la  théorie  de  Jacques  Bernoulli, 
obUge  »  dans  plusieurs  cas ,  à  modifier  la  forme  même  de  ces  équations. 

Concevons  à  présent  que  la  lame  élastique  vienne  à  se  mouvoir.  Alors  ,  dans  les  équa- 
tions (60)  et  (61),  on  devra  remplacer  les  quantités  (44)  P^r  les  différences  (45).  Par 
suite  les  valeurs  générales  de     $0     et  de     »o     devront  satisfaire  aux  équations 

(8«) 

^*'^      "  -rf^+Â^-rfl^  +  T  -dF-  +  77dF-l^^''  +  T^'  +  -7r' 

donl  la  dernière ,  combinée  avec  les  formules  (58) ,  donnera 

/fi/s       -.*•     àir,,      .       '^r'^TV-'7ÔJ~d^\  KJ_   *Vv    _l-o    ''''■   \ 


Si  Ton  (ait  d'ailleurs ,  pour  abréger , 

"3 


(85)  ii'-^  =  e> 


et,  si  dans  les  produits 

on  néglige  les  termes  de  Tordre  de    A» ,     on  tirera  de  la  formule  (84) 

et  de  la  formule  (86) 
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Les  équations  (8s) ,  (87)  et  (88)  permettent  de  déterminer  h  une  époque  quelci 
pendant  le  mouTement  do  la  lame  élastique,  les  valeurs  des  inconnues     So  >  ^lo     < 
seconde  représente  l'ordonnée  de  la  ligne  moyenne.  Ajoutons  que  cette  ordonnée 
très-peu  différente  de  la  fonction     y ,     en  vertu  de  la  formule  (88) ,  pourra  être 
tuée  à     y    sans  erreur  sensible;  en  sorte  qu'on  aura  encore  à  très  peu  près 

Outre  les  équations  (82)  et  (89),  qui  subsistent,  pendant  le  mouvement  de  li 
élastique,  pour  tous  les  points  de  la  ligne  moyenne ,  il  en  est  d'autres  qui  sont  rc 
aux  extrémités  de  cette  ligne.  Supposons  que  ces  extrémités  correspondent  toujou 
abscisses  os  =  o  ,  a?  =  a  ,  et  que  la  lame  soit  terminée  ,  dans  le  sens  de  sa  ionj 
par  deux  plans  perpendiculaires  à  la  ligne  moyenne.  Alors,  si  cette  lame  a  ses  de 
trémités  libres ,  les  inconnues  $0  >  >:o  devront  vérifier,  pour  x  =  o  et  pour  as 
la  condition  (71)  et  la  première  des  conditions  (7a).  Quant  à  la  seconde  des  coa 
(69) ,  elle  devra  être  remplacée  par  la  suivante  : 

(90;  u>-_=A.— 


dx^      .     •       dr 


de  laquelle  on  tirera  ,  en  la  combinant  avec  les  formules  (58) ,  (89)  ,  et  néglige 
termes  qui  auront  pour  facteur     /t*     ou     ©*, 

(91)  x-4^=.Y.  +  ^. 

^^  ^  dx^  *      dx 

Si,  au  contraire,  une  des  extrémités  de  la  lame  élastique ,  par  exemple,  l'extrém 
coïncide  avec  l'origine,  devient  fixe,  les  inconnues  Ço  »  ^o  vérifieront,  pour*  a 
les  conditions  (67),  (G8)  et  (69).  Enfin,  si  les  deux  extrémités  deviennent  fix( 
mêmes  conditions  devront  être  remplies  non -seulement  pour  x  =  o,  mais 
pour  x  =  a.  Ajoutons  que ,  dans  le  cas  où  ,  les  exti^émités  étant  libres ,  les  pla 
terminent  la  lame  cessent  d'être  perpendiculaires  h  la  ligne  moyenne,  on  doit  à  I 
dition  (91)  substituer  celle  que  l'on  déduit  de  la  formule  (7a)  ou  (76)  quand  on  3 
place    X^    par 
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et     y\     par  la  difierencc 


On  a  donc  alors ,  pour     x  =  o  , 

et,  pour    x  =  a. 

Les  diverses  conditions  que  nous  venons  d'indiquer  fournissent  le  moyen  de  déter- 
miner les  fonctions  arbilrdires  que  renrcrmcnt  les  valeurs  générales  des  inconnues  ço  • 
Ho  déduites  des  équations  (82)  et  (89).  Ces  inconnues  étant  ainsi  calculées,  aux  quan- 
tités près  do  Tordre  de  /i»,  les  valeurs  de  A^  ,  A^  ,  l ,  n  et  A  se  déduiront, 
avec  le  même  degré  d'approximation,  des  formules  (Sg) ,  (64) ,  (05).  Quant  aux  valeurs 
approchées  do  i<*  et  de  ^  «  elles  seront  données ,  non  plus  par  les  équations  (G6) . 
mais  par  celles  qu'on  en  tire,  en  substituant  aux  quantités  X^  ,  Y^  ^  les  expres^sioms 
(99) ,  (g3).  Par  conséquent  on  trouvera ,  en  négligeant  seulement  les  quantités  de  Tordre 
de     /t^ 

Lorsque  la  force  f  est  constante  et  constamment  parallèle  à  elle-même,  ses  projec- 
tiof)s  algébriques     X  ,   Y     se  réduisent  à  des  quantités  constantes,  et  Ton  a 

X,  =  X,    X.  =  o;        Y,=  Y,    r.=o,    y.  =  o. 

Par  suite,  les  équations  (Go) ,  (61)  qui  sont  relatives  à  Tétat  d'équilibre  de  la  lame  élas- 
tique ,  deviennent 

(97)'  ''•-5^+^=»- 

et  les  équations  (82) ,  (89) ,  qui  sont  relatives  à  Tétat  de  mouvement ,  donnent 
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(90)  -4;^+^=  '-'• 


^      ^  dx^     ^     dt^  ^ 

Alors  aussi  les  conditions  (79) ,  (75) ,  (76) ,  (91)  se  réduisent  à 

ot  les  conditions  (g4)  •  (g5)  aux  deux  suivantes  : 

,       V  ^,    d^r,a  1       é/'Ço       cosô' 

(102)  tt*  r- = ^-— . 

^        '  rfa?'  0      dxdt*      cosa' 

(100)  il* r-= : — : hr  • 

^       '  rfa;3  0     dxdt^     cosoi" 

Quant  aux  valeurs  do     li ,  r,  ^  A  ,     elles  seront  toujours  déterminées  par  les  formules 
(64) ,  (65).  Mais  les  valeurs  de    F ,  E ,     déterminées  par  les  formules  (96)»  deviendront 

(.04)     /•  =  _|pn-il^(A'-r.).         /?  =  -/'4--^P"--^(/^--r»). 

Dans  le  cas  particulier  où  ia  force  accélératrice     ?    s'éranouil ,  les  équations  (99)  et 
(100)  deviennent 

('«S)  "  -dP — IF-' 


Au  reste ,  pour  établir  en  même  temps  l'équation  (106)  et  les  formules  (101),  il  suffirait 
do  recourir  au  principe  adopté  par  Jacques  Bcrnoulli ,  et  ci-dessus  rappelé,  ainsi  que 
nous  Tavons  fait  dans  notre  premier  Mémoire  sur  l'application  du  calcul  des  résidus  aux 
questions  de  physique  mathématique  [pages  45  et  46]. 

Si  l'on  considère  un  corps  élastique  comme  un  système  de  molécules  qui  agissent  l'une 
sur  l'autre  à  de  très-petites  di>tanccs,  alors ,  en  supposant  que  l'élasticité  reste  la  même 
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dans  tous  les  sens,  et  que  les  pressions  snpporlées  par  la  surface  libre  du  corps  dans  Pélat 
naturel  se  réduisent  ë  aéro,  on  obtiendra,  enlre  les  constantes  désignées  par    k  cl  par  K 
dans  la  formule  (55) ,  la  relation 

(Ï07)  *  =  2K. 

On  aura  donc  par  suite 

(«08)  0  =  3; 

et,  en  faisant  pour  abréger 

(109)  —  =  /?, 

CD  tirera  de  la  formule  (62) 

(no)  a  =  »±in.. 

Dans  la  même  hypothèse,  la  formule  (71)  deviendra 

(un  .  rfgo  _        a    P 

dx  3     p 

tandis  que  les  formules  (102)^  (^o^)  donneront 

,         .                                                           ,     d^rio              1        é/^Ço         COSS' 
11121  II'   = '^ 


(ii3)  n» 


dx^  3     //a?^P      ces  a' 


É^a?3  5     dxdt*      CCS  a" 


Il  resterait  à  intégrer  les  diverses  formules^  auxquelles  nous  sommes  parvenus.  Or  cette 
intégration  ne  présente  aucune  difficulté,  lorsqu'on  a  recours  aux  méthodes  exposées 
dans  le  Mémoire  sur  l'application  du  calcul  des  résidus  aux  questions  de  physique  ma- 
thématique. G*est,  au  reste,  ce  que  nous  montrerons  plus  en  détail  dans  un  autre  article, 
nous  bornant  pour  le  moment  aux  observations  suivantes. 

Si  la  lame  élastique,  étant  terminée  par  deux  plans  perpendiculaires  à  la  ligne  moyenne  » 
a  ses  deux  extrémités  fixes  et  une  vitesse  initiale  nulle  en  chaque  point,  la  valeur  de  o> 
déterminée  à  l'aide  des  formules  (io5)  et  (67)  |sera  semblable  à  l'ordonnée  d'une  corde 
un  peu  écartée  de  la  position  d'équilibre ,  c'est-à-dire  à  la  valeur  de  z  déduite  des 
formules  (94)  et  (95)  du  Mémoire  déjà  cité.  Donc,  en  remplaçant,  dans  la  formule  (101) 
de  ce  Mémoire,     z    par    So  »     et    h    par    a,     on  trouvera 
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(ii4)  Ço=  — Scos — j — 8IO \  h\tï—^f\^d^. 

le  signe     S     s'élendant  à  toutes  les  valeurs  entières  positives  ou  négatives  de     n , 
la  fonction     /^(cc)      désignant  la  valeur  initiale  de     Ço«      Dans  le  même  cas,  la  vak 
de     Y}o  >     déterminée  à  Taide  des  formules  (106) ,  (68)  et  (69)  »  sera  ce  que  devient 
valeur  de     z     donnée  par  la  formule  (*i4^)  du  Mémoire  »  quand  on  remplace  la  001 
tante     k    par     0.     On  aura  donc 

(ii5)  »>o  = 

[x  ^  fi-tf— '"^cos(ir)rtf'"'-cosra:-sinrj?)-^'"'sinflrftf""'''-cosrj?+sînrir)     n*         **  .  . 

-i.Scoser'|.i f^^ r ^7 V^ i-  /  c^'''*'f(a)d 

a  (<!«''-d-«'^)cosflr-(«'"+#— '^jsiniïr  Jo  ^'^^ 

^     désignant  une  variable  nouvelle ,     ^(x)      la  valeur  initiale  de     u»  ,     et  le  signe 
s'élendant  à  toutes  les  racines  réelles  positives  de  l'équation 

(iiG)  (*"''  +  «•~"'")cosflr  =  2. 

Si  la  lame  élastique  ayant  ses  deux  extrémités  libres ,  la  pression  P  8*évanouil  » 
valeur  de  Ç»  ^  déterminée  à  l'aide  de  l'équation  (io5)  et  de  la  formule  (71)  ou  plu 
de  la  suivante 

(117)  "^=^' 

sera  ce  que  devient  la  valeur  de  z  donnée  par  l'équation  (3oo)  du  Mémoire  quand 
réduit  les  coordonnées  x ,  jr ,  z  h  une  seule,  et  que  l'on  remplace  h  par  a.  < 
aura  donc  alors 

(110)  Ço=  —  Scos cos /    cos ^  f{l^)diL, 

le  signe  S  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  positives  ou  négatives  de  n .  En 
si  i*une  des  extrémités  de  la  lame  élastique  est  fixe  et  l'autre  libre ,  la  valeur  de  1 
déterminée  à  l'aide  de  l'équation  (106) ,  des  conditions  (68),  (6g)  qui  devront  être  re 
plies  pour  x  =  o  ,  et  des  conditions  (101)  qui  devront  être  remplies  pour  x  = 
sera  ce  que  devient  la  valeur  de  te  donnée  par  la  formule  (249)  du  Mémoire,  qua 
on  substitue  h  la  constante     k    la  constante     e.     On  aura  donc 

(»>9)  »ïo  = 

4  c  »-  (i+«^^''cosflr)(d'^'-cosra?-8inr.r)-H?-'""sin<ïr(f-'''-cosrjH-sin«p)    P'     ^^^,  . 

Scoser»<-i -^ ^ i _11 L  I  er^^i^flAi 

a  (c'"'-c-«')cosflr-(u'"  +  «--'-)snflr  J» 
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celles  qui  appartiennent  à  tous  les  points  d\ine  plaque  ou  (Tune  membrane  qui  est  restée 
plane  n'avaient  pas  encore  été  données  ;  les  autres  coïncident  avec  les  équations  trouvées 
par  différents  moyens.  Il  paratt  d'ailleurs  par  ce  passage  que  M,  Poisson  s'est  occupé 
seulement  des  lames  et  des  plaques  élastiques  d'une  épaisseur  constante  qui ,  étant  natu- 
rellement planes ,  ne  cessent  de  l'être  qu'autant  qu'elles  sont  pliécs  et  courbées  par 
l'action  d'une  cause  extérieure.  Lorsqu'une  lame  ou  plaque  est  dénuée  d'élasticité,  ou 
naturellement  courbe,  ou  d'une  épaisseur  variable,  on  parvient  h  des  équations  d'équi- 
libre ou  de  mouvement  qui  sont  très -distinctes  des  équations  déjà  connues,  et  ne  sont 
pas  indiquées  dans  le  passage  cité.  C'est  ce  que  montrent  les  calculs  ci-dessus. eflectués, 
et  ceux  que  nous  développerons  ci-après  ou  dans  de  nouveaux  articles. 


§  5.   Equations  d^équilibre  ou  de  mouvement  d'une  lame  naturellement  droite,,  mais 

d'une  épaisseur  variable. 

Dans  le  paragraphe  précédent,  nous  avons  regardé  comme  constante  l'épaisseur  2/1 
de  la  lame  solide.  Supposons  maintenant  que  cette  épaisseur  soit  variable;  mais  admet- 
tons, pour  plus  de  simplicité,  qu'étant  toujours  très-petite^  elle  se  trouve  primitivement 
divisée  en  deux  parties  égales  par  l'axe  des  x,  h  deviendra  une  fonction  de  x  ,  et 
la  section  faite  dans  la  lame  solide  par  le  plan  des  x  ,  y  sera  renfermée  dans  l'état 
naturel  entre  deux  courbes  représentées  par  les  équations  (17).  D'ailleurs,  si  l'on  sup- 
pose j  fonction  de  x  ,  les  angles  ol  ,  p  ,  formés  par  la  normale  à  la  courbe  doot 
X  et  y  sont  les  coordonnées  avec  les  demi-axes  des  x  et  y  positives ,  se  trouveront 
déterminés  par  l'équation 

COSacte-4- C0Sprfj^=0  ,,  ou  COSa-f- COSp  j^  =0. 

Donc,  si  cette  courbe  se  confond  avec  l'une  de  celles  que  représentent  les  équations  (17)» 
on  aura 

(l55)  COSa  +  COSp  —  =  0,  ou  COSa  —  COS^  —  =  O  . 

De  plus ,  si  l'on  continue  de  regarder  comme  infiniment  petits  les  déplacements  des  mo- 
lécules, et  si  l'on  détermine  toujours  la  variable  r  par  l'équation  (5) ,  les  formules 
(i33)  subsisteront  encore  sans  erreur  sensible,  après  les  déplacements  dont  il  s'agit,  la 
première  pour  r==  —  h,  la  seconde  pour  r  =  h.  Par  conséquent  on  tirera  des 
formules  (4)  i.'^pour    r  =  —  h 

IIL-  AlfNÉE.  56 
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(134)  A^^F  =  ^P^,  F^+B  =  -P, 

dx    '  dx  dx     * 

2.*  pour     r  =  h 

(.55)  a'^-F  =  -P^.  f'JL^b  =  P. 

dx  dx  dx 

Enfin,  si  l'on  développe  les  quantités  A  ,  F^  B  ,  X ,  Y,  \  ,  n  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  r  ,  à  l'aide  des  équations  (19),  (20),  (21),  (22),  on  trouvera,  au  lieu 
des  formules  (27) , 


(.36) 


a  '    dx  0  Y  i       I  h  dx  h  dx 

liî.+i?,— +..+(F.+..)/i^  =  -P,    i?.+i?3-^+..+  (^'.+/'\  — -K.)*-  ~  =  o; 


pais  on  en  conclura ,  en  négligeant  dans  une  première  approximation  les  termes  du 

môme  ordre  que  la  fonction     h     et  sa  dérivée    ---  , 

dx 

(.57)         F.  =  o.         B,  =  --P;  F,  =  —{A,  +  P)^-p.,         B,  =  <y. 

n   ax 

Cela  posé  Ja  première  des  formules  (3«^)  et  la  première  des  formules  (34)  devront  être 
r«mplacées  par  les  suivantes  : 

(.58)  ^_(^.+P).l.^+,jr.=,. 

(.5,)  ^-^,.^^L^^+,x.=,i^. 

Quanta  la  seconde  des  équations  (33),  elle  continuera  d'être  fournie,  ainsi  que  la  se- 
conde des  équations  (34)  »  par  la  première  approximation.  Mais  elle  acquerra  de  nouveaux 
termes,  et  offrira  le  moyen  de  déterminer  la  valeur  de  A^  ,  si  l'on  a  recours  à  i/ne 
approximation  nouvelle.  Concevons  en  effet,  que,  dans  les  formules  (i36) ,  on  conserve 
les  termes  proportionnels  au  carré  de     h.     On  tirera  de  ces  formules 
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(  »79  ) 

a  ux  a  ax 

'   h   dx  Q  a  ax 

^  '  —  ""  ir  ^3  —  ^o  X  z:  —  —  ^  » '^  :7r  — -Â"  ^  î  +  ^  ' -TTTT  ' 


puis  on  conclura  de  celles-ci  combinées  avec  la  première  et  la  seconde  des  équations  (sS)» 
la  seconde  et  la  troisième  des  équations  (24)  »  et  Téquation  (i38) 

Par  suite  la  première  des  équations  (a4)  donnera 


dx 


ou ,  ce  qui  reyient  au  même , 

De  plus  y  comme  la  Tariable  r  ,  comprise  dans  les  équations  (19) ,  (ao) ,  etc.. ,  est 
une  quantité  du  même  ordre  que  h  ,  on  conclura  de  ces  équations ,  combinées  avec 
les  formules  (i4o)  »  i."^  en  négligeant,  dans  le  développement  de  A  ,  , les  puissances 
de     k    supérieures  à  la  première , 

(4o)  A  =  A,JfA,ri, 

9.**  en  négligeant  »  dans  les  développements  de  jP  et  de  J9  »  les  puissances  de  h 
supérieures  à  la  seconde  » 
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P-i^.+  P)^ 


EnfÏD ,  8i  l'on  substitue  dans  les  équations  (i44)  '^^  valeurs  de     Fo  el  Bo     tirées  des 
formules  (i40'  ^^  trouvera 


(145) 


r/A> 


Les  équations  (i4^)  »  (i4^)  ^^nl  relatives  h  une  laine  solide  en  équilibre.  Si  de  Tétat  d'é- 
quilibre on  passe  \x  l'étal  de  mouvemeot ,  il  faudra  dans  ces  équations  remplacer  les  quan- 
tités (44)  P^r  l^s  quantités  (45).  On  trouvera  donc  alors,  en  négligeant  les  termes  propor- 
tionnels au  carré  de     A  , 


et,  en  négligeant  les  termes  proportionnels  au  cube  de     It , 


(•47) 


2(  dt*       \  drjlidx         p       /jrfiT»)'^  '   ^  '  dx-" 


Quant  h  la  valeur  approchée  de      A  ,      elle  continuera  d'être  déterminée  par  Téquation 
(4o)  ,  Terreur  étant  du  même  ordre  que     /i'. 

Supposons  niainlenant  que  la  lame  proposée  devienne  élastique,  et  que  son  élasticité 
soit  la  même  dans  tous  les  sens.  Alors,  en  adoptant  les  mêmes  nolatioos  que  dans  le 
second  pansgraphe,  et  combinant  les  formules  (07)  avec  les  équations  (iSj) ,  on  relrou- 
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(  aSi  ) 
vera  les  valeurs  de     i,  ,   >i,  ,   »,     données  par  les  formules  (58),  et  les  valeurs  de     Ao , 
At     données  par  les  formules  (69) ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même  ,  par  les  suivantes  : 


(i48) 


dx 


y^x=  —  on' 


11     désignant  toujours  une  constante  positive  propre  à  vérifier  l'équation  (62).  Mais  la 
<fuanlité     €,     acquerra  une  valeur  nouvelle,  savoir  : 


(»49) 


1      d'io 


a        A^r^P     1    dh 


0      dx*  0-1  K         h    dx  * 


ou ,  ce  qui  revient  au  même , 


(i5o) 


1     d^lo 


0     dx^ 


('+"^+x- 


I  dh 

II  dx 


€ela  posé»  s*il  y  a  équilibre,  les  équations  (i38)  et  (i43)  donneront 


(i5i) 


rf*5o  I    dh  dlo 


dx^  h    dx    dx 


)+ 


a-i     P     1     dh 


ô        û     h    dx 


■7-  =  0» 


et 


^       '  X'ô    dx^  dx^    dx^  I  ^   6   \      ^       dx    j^     dx      ^ 

Si,  au  contraire,  la  lame  élaslique  se  meut,  on  tirera  des  équations  (iSg)  et  (i46], 
combinées  avec  les  formules  (58)  et  (i4S)  » 

(,53)  u.(illk__Lf^i!Ll+x._±:i--^^-i:ii 

^        '  \^/«>  h    dx      dx  1^      ""  0        p/i   </a;  ^P    ' 


(l54) 


\  \:5     dx^  dx-    dx-j^    dt- 


dh^     d^no  /i> 

dx    dxdt^ 


3   \  20^/  dx^dt' 


D'ailleurs,  en  faisant ,  pour  abréger. 


'^)+"Ê-'^- 
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(  a8»  ) 

(.55)  ,._A^^__(.__)__  =  y, 


dx    dx 


et  négligeant  les  termes  de  l'ordre  do    h*,    on  conclura  de  l'équation  (i54) 

Donc»  puisqu'en  vertu  de  la  formule  (i55)  Tordonnée  «lo  de  la  ligne  moyenne  sera 
très-peu  différente  de  la  fonction     y ,     on  aura  encore  à  très-peu  près 

(,57)  a^k{t^^^^:L£j:^\j^'^ 

^     '^  U     dx^  dx^     dx^)^    dt*  ""^   6  \    *^       dx  )^     dx 

Ajoutons  que  les  valeurs  approchées  des  déplacements  l ,  ti  et  de  la  pression  A 
continueront  d'être  déterminées ,  comme  dans  le  second  paragraphe ,  par  les  équations 
(64)  et  (65).  Quant  aux  valeurs  approchées  des  pressions  F  et  B  ,  elles  se  déduiront 
des  formules  (i45)  t  (i47)  combinées  avec  les  formules  (58)  »  (i4S)  »  et  seront,  dans  le 
cas  d'équilibre , 

^  \       dx^     B       p  I  dx* 

Observons  de  plus  que,  pour  tirer  des  formules  (i58)  les  valeurs  approchées  des  pres- 
sions F  ,  B  dans  le  cas  du  mouvement ,  il  suffira  de  substituer  aux  quantités  X^ , 
X^ ,  Yt     leè  différences 

^•""7F"'    ^""""rfF""    •"*""3^3F'     ^"~7F"""    ""^G    dxdn  ' 

et  que  la  seconde  de  ces  différences,  en  vertu  de  Téquation  (157),  sera  sensiblement 
équivalente  à  l'expression  (99).  On  aura  donc,  dans  le  cas  du  mouvement. 
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(  «83  ) 

2  ^\  dûf  dx^J^  *    ^         dx    dx^     ^\      dx*        B     ^  j  h  dx 

]   ^         ^      1      (^       i     ^'Ço   \     /v      ^'5o\   I    dh     (      rfÇo      0-1    P\   1    </Vi  ) 


Les  équations  (lâi)  et  (iSs)  ou  (io3)  el  (iSj)  sont  les  seules  qut  subsistent  dans  le  cas 
d'équilibre  ou  de  mouvement,  pour  tous  les  points  rie  la  ligne  moyenne,  entre  les  incon- 
nues Ço  p  ^o  et  les  variables  indépendantes  x  ,  t.  Mais,  pour  déterminer  complète- 
ment ces  inconnues»  et  fixer  les  valeurs  des  constantes  arbitraires  ou  des  fondions  arbi- 
traires introduites  par  les  intégrations ,  il  sera  nécessaire  de  joindre  aux  équations  dont 
il  s'agit  les  conditions  relatives  aux  deux  extrémités  de  la  lame  élastique.  Si,  cette  lame 
étant  terminée  par  deux  plans  perpendiculaires  à  la  ligne  moyenne,  et  correspondants 
aux  abscisses  x=  o  ,  x  =  a  ,  les  deux  extrémités  sont  fixes ,  alors ,  pour  chacune  de 
ces  abscisses,  les  inconnues  $«  »  «lo  devront  salifaire  aux  conditions  (67) ,  (68) ,  (6g). 
Mais  »  si  la  seconde  extrémité  devient  libre ,  alors  pour  a;  =  a  ,  les  formules  (70)  de- 
vront être  vérifiées,  quel  que  soit  r,  et  entraîneront  i.^'la  condition  (71),  a.""  les  con- 
ditions (72J  dont  la  dernière  devra  être  remplacée ,  quand  il  y  aura  mouvement,  par  la 
condition  (gi).  Si  les  deux  extrémités  étaient  libres,  les  conditions  (71)  et  (7s)  ou  (gi) 
devraient  être  vérifiées  pour  x  =  o  ^  ainsi  que  pour  x  =  a  :  mais  elles  ne  sufiiraient 
plus  dans  le  cas  d'équilibre  pour  déterminer  toutes  les  constantes  arbitraires;  ce  qu'il  était 
facile  de  prévoir.  Enfin  ,  si,  les  deux  extrémités  étant  libres ,  la  lame  élastique  se  trouvait 
terminée  par  deux  plans  perpendiculaires  non  plus  à  la  ligne  moyenne,  mais  à  deux  droites 
comprises  dans  le  plan  des  x  ,  jr ,  et  qui ,  prolongées  en  dehors  de  la  lame,  formeraient 
avec  les  demi-axes  des  a;  et  j  positives,  la  première  les  angles  a  ,  p\  la  seconde 
les  angles  «',  p" ,  alors,  en  raisonnant  comme  dans  le  paragraphe  précédent,  on  éta- 
blirait encore  pour  chaque  extrémité  la  condition  (71)  et  la  première  des  conditions  (79). 
Mais  la  seconde  des  conditions  (7a)  devrait  être  remplacée,  dans  le  cas  d'équilibre»  par 
l'une  des  formules 


„e.,  ..^=x.  +  [r.  +  x.l-i^) 


cosa' 


(.60  u.:i^=^.+(r.+^  -a-^.. 

dx^  \  h   dxj   COSa' 

et  dans  le  cas  de  mouvement,  par  l'une  des  suivantes] 
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(  a84) 
^       '  rf*'  ■  ^    rfa;    ^    (     '  ^   6     dxdt'  ^\    °         dt'j  h  dx\  oosa'   ' 

Si,  les  plans  qui  lerminenl  la  lame  élastique  étant  perpendiculaires  à  la  ligne  moyenne, 
l'un  de  ces  plans  supportait  une  pression  $  différente  de  P,  alors,  pour  chacun 
des  points  situés  dans  le  plan  dont  il  s'agit,  l'inconnue  Ço  devrait  satisfaire,  non  plus  è 
la  condition  (71) ,  mais  à  la  condition  (77). 

Dans  le  cas  particulier  oh  la  force  accélératrice  ?  et  la  pression  P  s'évanouissent, 
on  tire  des  équations  (i55) ,  (157) 

(,65)  a-AfA41î^_4:i^+j^=o, 


Dans  le  même  cas,  les  conditions  (7s) ,  (160)  et  (161)  coïncident  avec  les  conditions 
(101),  tandis  que  les  formales  (162) ,  (^63)  se  réduisent  à 

'  dx^  \0     dxdt*  h   dx     dt*  )  cosa'   * 

^     '^  dx^    ~\9    dxdt*  h  dx     df  )  cosa'  * 

Lorsqu'on  suppose 

(168)  A  =6(1  4-005), 

6  et  c  désignant  deux  quantités  constantes ,  les  deux  courbes  représentées  par  lee  équa- 
tions (17)  se  réduisent  à  deux  droites ,  et  par  suite  les  surfaces  cylindriques  qui  tonnioent 
la  plaque  donnée  dans  l'état  naturel  se  réduisent  à  deux  plans.  Dans  celte  bypothète^ 
les  équations  (i64),  (i65)  deviennent  respectivement 

(170)  -^(i+ca:)«.^-^  +  -^  =  o. 

Nous  renverrons  l'intégration  de  ces  dernières  à  un  autre  article. 
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(  «69  ) 
le  signe     S     s'ékendant  à  toutes  les  racines  de  i'équation 

fiio)  (d«''4- «"*'■)  costfr+ a  =  o. 

Lorsque  la  longueur    a     de  la  lame  élastique  devient  infinie,  les  équations  (ii4)  > 
(118)  se  réduisent  Tune  et  Tautro  à 

a 

]?ar  suite ,  si  la  valeur  initiale  f{x)  de  l'inconnue  Ç»  «st  supposée  sensiblement  nulle 
dans  tous  les  points  distincts  de  l'origine  des  coordonnées ,  la  valeur  de  la  même  incon- 
nue au  bout  du  temps  t  sera  encore  nulle  à  très-peu  près  pour  tous  les  points  dont  les 
obscisses  ne  vérifieront  pas  une  des  deux  formules 

d?  = — cit  ^  x-=ixt, 

Il  est  aisé  d'en  conclure  que  le  son  se  propagera  dans  la  lame  élastique  proposée  avec 
la  vitesse    • 

11  =  9^^^ 


i/5 


D'ailleurs  «  si  l'on  déduit  des  formules  (70)  de  la  page  335  la  vitesse  du  son  dans  un 
<:orps  solide  élastique  qui  ne  soit  sollicité  par  aucune  force  motrice ,  on  trouvera  cette 
dernière  vitesse  égale  à  ^Tâ  '  Donc  les  deux  vitesses  dont  il  s'agit  sont  entre  elles 
dans  le  rapport  de      ^%    à    \^^  f     ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  le  rapport  de 

s^/r  ^  3.  D'autre  part,  si  l'on  nomme  T  le  temps  d'une  vibration  longitudinale 
de  la  lame  élastique ,     T    sera  évidemment  la  plus  petite  des  valeurs  positives  de     t 

pour  lesquelles  l'inconnue     Ço  »     déterminée  par  la  formule  (1 14)  ou  (1 18) ,  reprend  sa 

valeur  initiale,  c'est-h-dire ,  la  plus  petite  de  celles  qui  vérifient,  quel  que  soit     n  ,  ^la 

condition 

cos =  1  . 


En  d'autres  termes,     7'     sera  la  plus  petite  racine  positive  de  l'équation 


cos =  1  ; 


el  l'on  aura  en  conséquence 

IIK  ANNÉE.  35 
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(  270  ) 


(.•22)  r=.- 


Donc ,  si  l'on  désigne  pnr.     iV     le  rapport     —     ou  le  nombre  des  vibrations  longitudi- 
nales exécutées  pendant  Tunité  de  temps  par  la  lame  élastique  »  on  trouvera 

(ia3)  ;V=  — . 

(iC  résultat  était  déjà  connu. 

Quant  à  la  durée  des  vibrations  transversales  correspondantes  au  son  le  plus  grave  que 
la  lame  élastique  puisse  rendre,  elle  sera  évidemment  la  plus  petite  des  valeurs  de  t  » 
pour  lesquelles  l'ordonnée  Uo  reprend  sa  valeur  initiale,  quand  on  réduit  le  second 
membre  de  la  formule  (iiâ)  ou  (119)  à  un  seul  terme,  savoir  à  celui  qui  renferme  la 
plus  petite  racine  positife.de  l'équation  (116)  ou  (lao).  Celte  durée  sera  donc  déter- 
minée par  la  formule 

er«r=aic, 

de  laquelle  on  tire,  en  ayant  égard  è  l'équation  (85)  , 

(ia4)  —  = = — --= ^ ti . 

^  t  fkK  a7rj/5  7rV/3      a 

D*ailleurs ,  si  Ton  fait  pour  abréger 

les  équations  (116),  (lao) ,  que  l*on  peut  écrire  comme  il  suit  : 

I    /   «r(i  +  v^--;)  -.flr(i+/=:r)  ar(i  — •ZT)  — ar(i  — y^-iU 

~\ô  +e  4-6  +e  ]~*' 

j\^c  +c  4-c  +e  )~~'' 

deviendront  simplement 


5.G.7.8  5.6.7.8.9.10.11.1a 


2  "^ 5-7-  + ^  ,  ^  „ — r etc.  =  o  , 

l.a.3.4  ^   l.a.3.4.5.6.7.8 
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et  les  plus  pelites  valeurs  posilives  de    $    propres  à  les  vérifief  seront 

^  =  5.6.  7,8  X  1,1918186...  =  2002,255...  , 

«=  2.2.3.4  X  1,0301968...  =49»44944 

Or,  en  substituant  l'une  après  lautre  les  valeurs  précédentes  de  s  dans  l'équalion 
(124)  présentée  sous  la  forme 

oD  trouvera  en  premier  lieu  » 

(laS)  -|-  =  (a,o55858..v)  —  N  , 

et  en  second  lieu 

(126)  -^=(0,3230798...)  —N. 

Ces  deux  dernières  formules  délerminent  le  nombre  des  vibrations  transversales  cor- 
respondantes au  son  le  plus  grave  et  exécutées,  pendant  l'unité  de  temps,  par  la  lame 
élastique»  1.^  dans  le  cas  où  les  deux  extrémités  sout  fixes  »  2."  dans  le  cas  où  l'une  de» 
extrémités  est  fixe ,  et  l'autre  libre.  I3i 

Si  Ton  voulait  déterminer  le  nombre  des  vibrations  exécutées  par  la  lame  pendant 
l'unité  de  temps,  et  correspondantes  non  au  son  le  plus  grave,  mais  k  ceux  qui  l'avoi- 
sinent,  il  faudrait  substituer,  dans  la  formule  (124)9  celles  des  racines  positives  de  l'é- 
quation (116)  ou  (120)  qui  suivent  immédiatement  la  plus  petite.  Or  on  déterminera 
sans  peine  des  valeurs  fort  approchées  de  ces  racines^  en  observant  que»  pour  des  valeur.** 
un  peu  considérables  de     r  ,     l'équation  (1 16)  ou  (120)  donne  à  très-peu  près 

(127)  cosar  =  o. 

Donc  les  racines  positives  de  l'équation  (1 16)  ou  (120),  abstraction  faite  des  plus  petites , 
se  réduiront  sensiblement  aux  racines  positives  de  Téqualion  (127),  c*est^à-dire ,  aux 
valeurs  de     r     déterminées  par  la  formule 

ar  =  (2n4-i)  — , 

dans  laquelle  n  désigne  un  nombre  entier  quelconque.  Si,  pour  plus  d'exactitude ,  on 
suppose,  dans  l'équation  (116)  ou  (120)  • 

(128)  ar=(in+i)^^i. 
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.':*.V''^   ■  '     *■•* 


'       (  «72   ). 
alors,  en  négligeant  le  carré  de     i  ,     en  conclura  deTéquation  (i  16). 

(129)    t=(-l)''+'  _=(-,)«+x2g  •\l— C 

(an+i)-  -(an  +  O- 

et  de  l'équation  (120) 

(i5o)  f  =  (-ir -^{-lyac  ^[i-c 

(211+1)—  -(an+i)_ 

On  tirera  d'ailleurs  des  formules  (124)  ^^  (128)       «. 

^        '  •  t  8v/3         (      '      (2n  +  i)7r  )     a 

Si  mainlenant  on  pose  successivement     n=i,   n  =  2,    n  =  3,  ctc »     < 

formules  (129)  >  (i^o)  et  (i3i]  ,  on  trouvera  !•%  en  admettant  que  la  lame  ait  s 
extrémités  fixes». 

—  =  (2,o56ï....)  — iV  ,    —  =  (5,66700...)  — N  ,     —  =  (11,10957...)  —  N, 
t  a  ta  t  a  ' 

2.*  en  admettant  que  les  deux,  extrémités  soient  Tune  fixe  et  l'autre  libre 

—  =  (2,024....)  —  N  ,    —  =  (5,66924...)  —  N  p    — =(11.10945...) — N » 
t  a  t  a  t  tf 

Le  premier  des  nombres  compris  dans  les  équations  prëcédisntes ,  savoir  2,o56i. 
diffère  très-peu  du  nombre  2,o55838.....  que  renferme  l'équation  (i25);  d'oii 
que  la  formule  (i3i)  fournit  sans  erreur  sensible  même  le  nombre  des  vibrations 
pondantes  au  son  le  plus  grave  dans  une  lame  dont  les  extrémités  sont  libres.  Aj 
que  ,  dans  le  cas  où  n  devient  supérieur  &  2  ,  ou  peut  remplacer  t  par  zéi 
la  formule  (i3i) ,  et  réduire  cette  formule  à 

/    X    \  1  (2W  +  i)»Tr     2A   „ 

Quant  au  nombre  des  vibrations  transversales  que  la  l«ime  exécuterait,  si  se 
extrémités  devenaient  libres ,  il  est  aisé  de  voir  qu'il  sera  encore  déterminé  par  les  fo 
(1 16)  et  (124).  En  effet,  dans  ce  dernier  cas,  l'équation  (106)  doit  être  intégrée  ( 
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nière  que  lef  conditions  (loi)  soient  vérifiées  non-seulement  pour     »  =  o  ,     mais  en- 
core pour    x  =  a.     DViUeurs,  si  l'on  fait  pour  plus  de  commodité 


^'''^  =  //, 


on  tirera  de  Tequation  (106)  différenciée  deux  fois  de  suite  par  rapport  à     x 

d*H    ,    d'H 

tandisque  les  conditions  (101).  se  réduiront  à 

H  =  o,       -^  =  0. 

De  plus  »  t{m)  étant  la  voleur  initiale  de  n»  »  ^(aj)  sera  la  valeur  initiale  de  I{\ 
Gela  posé,  il  est  clair  que,  pour  obtenir  la  valeur  de  l'inconnue  H  ,  dans  le  cas  où 
les  deux  extrémités  de  la  lame  élastique  sont  libres»  et  les  vitesses  initiales  nulles ,  il  suf- 
fit de  remplacer  f(f«)  par  f'(fA)  dans  le  second  membre  de  l'équation  (ii5).  On 
obtiendra  ensuite  la  valeur  de    «lo    par  le  moyen  de  la  formula 


1,0  — f  (a;)  =  I     fHdx*, 


et  Ton  conclura  de  cette  dernière  que  le  nombre  des  vibrations  transversales  exécutées 
pendant  l'unité  de  temps  par  la  lame  élastique  est  une  des  valeurs  de  —  déterminée» 
par  les  formules  [116}  et  (is4)* 

Par  des  raisonnements  semblables  &  ceux  dont  nous  venons  de  faire  usage,  on  pourrait 

encore  déduire  de  la  formule  (11 4)  la  valeur  de     \^     relative  au  cas  où  la  lame  a  ses 

deux  extrémités  libres-,  et  l'on  trouverait  toujours  le  nombre     iV     des  vibrations  lon- 

û 
gitudinales  égal  au  rapport     —  . 

Il  importe  d'observer  que  le  nombre     Ji     des  vibrations  longitudinales  est ,  en  vertu  de 
IA  formule  (laS),  indépendant  de  l'épaisseur     »A     de  la  lame  élastique»  tandis  que  le 

nombre  des  vibrations  transversales,  ou  la  valeur  de     -^  déterminée  par  l'équation  (i94)> 

est  proportionnel  à  cette  épaisseur.  Donc,  lorsque  l'épaisseur  est  très-petite,  les  vibra- 
tions transversales  s'exécutent  beaucoup  plus  lentement  que  les  autres ,  en  sorte  qu'au 
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(  274  ) 
bout  d*an  temps  peu  considérable  et  comparnble  à  la  durée  d'une  vibration  longitudi- 
nale ,  Tordonnée     n^     do  la  ligne  moyenne  diffère  très-peu  de  Tordonnée  initiale     f  (a;) . 
On  ne  doit  donc  pas  être  surpris  de  voir  les  équations  (i  i5)  et  (i  19)  se  réduire  è 

no  =  l'(^)î 

lorsqu'on  néglige  le  carré  de     A     ou  de     0==——,     et  que  l'on  suppose  en  consé- 

quencc 

coser*/=  I . 

Au  reste  il  était  facile  de  prévoir  ces  divers  résultats  à  l'inspection  des  équations  diffé- 
rentielles (82)  et  (89).  EûcctiTcment  l'équation  (82)  qui  détermine  généralement  les  vi- 
brations longitudinales  d'une  lame  élastique ,  est  indépendante  de  l'épaisseur  uh  de 
cette  lame,  tandis  quo  l'équation  (89) ,  qui  détermine  les  vibrations  transversales,  ren- 
fôrme  daiis  son  second  membre  le  carré  de  A  ,  et  dans  son  premier  membre  le  carré 
de  la  constante  e  proportionnelle  à  A.  Si  Ton  néglige  A'  et  par  suite  e* , 
l'équation  (89)  se  réduira  simplement  à  la  seconde  des  formules  (34)*  Il  7  a  plus  »  on 
pourra  dans  les  formules  (54)  remplacer  Yc  par  zéro.  En  effet  •  pour  que  les  dépla- 
cements des  molécules  restent  très-petits ,  comme  on  le  suppose,  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement,  il  est  nécessaire  que  la  lame  élastique  s'écarte  très -peu  d'une  position 
d'équilibre ,  et  qu'en  conséquence  l^o  8oit  une  quantité  Irès-pelile  du  même  ordre  que 
A^.  Donc,  en  négligeant  A* ,  on  devra  négliger  aussi  }'o  »  et  réduire  la  seconde 
des  formules  (34)  à 

=  0 . 

Si  d'ailleurs  on  suppose  nulle  la  vitesse  initiale  d'un  point  quelconque  de  la  ligne  moyenne, 
et  par  conséquent  la  valeur  de  -^  correspondante  à  I  :=  o  ,  alors  »  en  désignant 
par     f (x)     la  valeur  initiale  de    no ,     on  tirera  de  l'équation  précédente 

>îo  =  f(a?). 

Si  l'on  supposait  la  valeur  initiale  de  -—■  différente  dezéro,  en  la  désignant  par  V{x), 
et  négligeant  le  carré  de     A  ,     fn  trouverait 

^''^  =F{x).  no  =  t{x)  +  t¥ix). 


dx 
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(  a?*  ) 
Ces  deroières  formules  »  qui  ne  doivent  être  employées  que  pour  des  valeurs  peu  Oons»- 
dérables  de  t  ,  expriment  que»  dans.  le  cas  où  l'épaisseur  de  la  lame  est  Irès-polile , 
la  vitesse  d'un  point  de  la  ligne  moyenne  ,  dans  un  sens  perpendiculaire  à  cette  ligne» 
demeure  sensiblement  constante  pendant  la  durée  d'une  vibration  longitudinale.  Cela 
tieni  à  ce  que»  dans  l'hypothèse  admise ,  les  vibrations  transversales  s'exécuteront» 
comme  on  l'a  déjà  dit»  beaucoup  plus  lentement  que  les  autres.  Mais»  si  le  temps  croll 
et  devient  comparable  à  la  durée  d'une  vibralion  transversale»  il  ne  sera  plus  permis  de 
négliger  le  carré  de  la  quantité  h  et  de  la  constante  e  qui ,  dans  les  intégrales  gé- 
nérales des  équations  (89)  et  (106)  »  se  trouvera  multipliée  sous  les  signes  sinus  ou  co- 
sinus par  la  variable     t  • 

On  pourrait  imaginer  diverses  hypothèses  en  vertu  desquelles  les  conditions  relatives 
aux  extrémités  de  la  lame  seraient  .représentées  non  plus  par  les  formules  (67)  »  (68) , 
(69)  ou  (71)»  (72)»  (75)f  etc.»  mais  par  des  formules  nouvelles.  Ainsi»  par  exemple» 
si  les  extrémités  de  la  ligne  moyenne»  en  devenant  fixes»  prenaient  des  positions  dis- 
tinctes de  celles  qu'elles  occupaient  dans  l'état  naturel  »  les  valeurs  de  Ço  »  «lo  corres- 
pondantes à  ces  extrémités»  se  réduiraient  non  pas  h  zéro»  mais  à  des  quantités  cons- 
tantes* On  pourrait  supposer  encore  que  les  extrémités  de  la  ligne  moyenne  sont  assu> 
jélies  à  rester  sur  des  courbes  données  »  ou  que  les  plans  qui  terminent  la  lame  suppor- 
tent des  pressions  ou  tensions  dirigées  d'une  manière  quelconque  et  données  en  chaque 
point  »  etc..  Dans  ces  différents  cas  ,  la  recherche  des  formules  qui  devront  être  substi- 
tuée» à  celles  que  nous  avons  obtenues  «  se  déduira  sans  peine  des  principes  que  nous 
afODS  exposés. 

Enfin  il  est  clair  qu'on  tirera  aisément  des  formules  (1 14)  »  (1  iS)  »  etc. ,  les  valeurs  de 
X  pour  lesquelles  les  inconnues  So  $  "•  s'évanouiront'»  quel  que  soit  t ,  et  par  con- 
séquent le  nombre  ainsi  que  la  position  des  points  qui  resteront  immobiles  pendant,  les 
vibrations  longitudinales  ou  transversales  de  la  lame  élastique. 

Supposons  maintenant  que  Ton  considère  non  plus  une  lame  élastique  »  mais  une 
lame  solide  entièrement  dénuée  d'élasticité.  Alors  ^  en  adoptant  les  priticipes  énoncés 
dans  Pun  des  précédents  articles  [pages  i85  et  186]^  et  faisant  pour  abréger 


k-f  K  =  ôK»  a'=f0— ^]— ,.         0»  =  a*  -^ 


K  A» 

—  ,  e»  =  a>  — 

P  5 


on  reconnaîtra  que  les  formules  (8a)  et  (89)  doivent  être  remplacées  par  celles  que  l'ou 
en  déduit  »  quand  on  substitue  dans  les  premiers  membres  aux  inconnues     «  »  o     leurs 
dérivées  relatives  à     t ,     savoir  » 

IF'         lu''. 
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Donc,  si  Ton  pose 

(ia8) 

dt        ""              dt 

les  inconnues  Uo  «  v»  »  qui  représenteront  au  bout  du  temps  t  les  projections  algé- 
briques de  la  vitesse  d'un  point  situé  sur  la  ligne  moyenne,  devront  satisfaire,  quel  que 
soit     X  ,     aux  équations 

Dans  le  même  cas  ,  si  la  force  accélératrice     ?    s*évanouît ,  on  aura  simplement 

d^Uo  duo 

^*'dx^~    dt     ' 

da;^    ^    dt 

11  sera  également  facile  de  trouver  les  conditions  qui  devront  être  remplies  aux  deux  ex* 
trémités  de  la  lame  solide,  et  Ton  pourra  ensuite  déterminer  les  valeurs  des  incooDue» 
à  Taide  des  méthodes  développées  dans  le  Mémoire  déjà  cité. 

Parmi  les  formules  obtenues  dans  ce  paragraphe ,  colles  qui  sont  relatives  à  Téquilibre 
ou  au  mouvement  d'une  lame  élastique  sollicitée  par  une  force  accélératrice  constante 
et  constamment  parallèle  à  elle-même  coïncident  avec  des  formules  déjà  connues,  et  par- 
ticulièrement avec  celles  que  renferme  le  Mémoire  d'Euler,  intitulé  :  Invtsiigatio  moiuum 
quitus  laminœ  et  virgœ  tlasiicœ  cantrcmUcunt  [voy.  les  Acta  AecuUmiœ  petr^politanœ 
pour  l'année  1 779]*  Elles  doivent  donc  s'accorder  aussi  avec  celles  que  renferme  le  Mémoire 
présenté  par  M.  Poisson  à  l'Académie  des  Sciences,  le  1 4  avril  dernier*.  En  effet,  après  avoir 
annoncé,  dans  les  Annales  de  chimie,  qu'il  déduitde  la  considération  des  forces  moléculaires 
les  équations  relatives  soit  à  tous  les  points  ^  soit  aux  extrémités  des  cordes  et  des  verges, 
des  membranes  et  des  plaques  élastiques,  M.  Poisson  ajoute  :  Parmi  ces  équations ^  celtes 
qui  répandent  au  contour  (Cune  plaque  élastique  pliée  d^une  manière  quelconque ,  et 


*  Ce  beau  Mémoire,  dans  leqael  M.  Poisson  a  déduit  le  premier  de  la  considération  des  forces  molécoUires 
les  équations  relatives  à  l'équilibre  ou  au  mouvement  des  cordes,  des  verges,  des  membranes  et  des  plaques  élas- 
tiques, s'imprime  en  ce  moment,  et  doit  paraître  dans  le  tome  VIII  des  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences. 
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s  4*  Equations  (C équilibre  ou  de  mout^einent  (Cune  lame  naturellement  courbe  et 

dCune  épaisseur  constante. 

Considérons ,  comme  dans  le  paragraphe  a ,  une  lame  solide  dont  Tépaissear  cons- 
tante soit  représentée  par  s  A  •  Mais  supposons  que  la  ligne  moyenne  de  la  section  fixité 
par  le  plan  des  œ ,  y  coïncide  dans  Tétat  naturel  avec  upe  certaine  courbe  »  qui  change 
de  forme  tandis  que  les  molécules  se  déplacent.  Soient  d'ailleurs  »  dans  Tétat  d'équilibre 
ou  de  mouTement  de  la  lame  solide , 

m     une  molécule  comprise  dans  le  plan  des     x  »  y  ^ 

X,  y    les  coordonnées  de  la  molécule    m, 

r    la  normale  abaissée  de  la  molécule    m    sur  la  ligne  moyenne,  et  prise  avec  le  signe 

-f-    ou  arec  le  signe     —  ,     suivant  que  la  molécule     m    est  située  d*un  côté  ou 

d'un  autre  par  rapport  à  cette  ligne ,    * 
X  »  7    les  coordonnées  du  point  où  la  normale  dont  il  s'agit  rencontre  la  ligne  moyenne  , 
■s    l'arc  de  la  ligne  moyenne  »  mesuré  à  partir  de  l'une  des  extrémités  jusqu'au  point 

T    l'inclinaison  de  la  ligne  moyenne  par  rapport  h  l'axe  des    x  ,     c'est-à-dire ,  celle  des 
racines  de  l'équation 

dr 
(171)  tangT=^, 

qui  offre  la  plus  petite  valeur  numérique.  On  trouvera ,  pourvu  que  l'extrémité  de  l'arc 
s  et  le  sens  dans  lequel  on  compte  positivement  la  normale  r  soient  convenablement 
choisis  » 

(179J  _=co8T,  ^  =  sinT, 

(175)  x  =  x  —  rsiuT,        j'  =  y-t-rcosT. 

Gela  posé  y  si  l'on  prend  pour  variables  indépendantes  r  et  «  au  lieu  de  x  ei  y  ^ 
on  aura 

dx        I  </t\  dy        I  dt\  . 

(174) 

dx  ,  dy 

-;—  = SIUt,  -f-  =  C0ST, 

dr  dr 

Par  suite  les  dérivées  de     A  y   B  ^   F     prises  par  rapport  aux  variables     x  ,  y  9     el 
III.*  arh£e.  57 
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(  «86  ) 
renfermées  dans  les  équations  (i),  seront  déterminées  par  des  formules  semblables  h 
celles-ci  :  » 

,     ^,    dji        I  dx\ldA  ,    dA    .     \        dA  dA     .        ^    dA 

en  sorte  qu'on  aura 

dA  dA     . 

,     ^,         dA  dA    .       ^     -Sr^^'^  dA         dA  ,     -57'*°^ 

^   '    '  dx  dr  1    r  —  dy       .  dr  '  dr^ 

'      d»  ^'^  dt 

Donc  les  équations  (1)  donneront 

dA  ,    dP  . 

dA    .      ^   dF          ^   -S-"^'"+-^*'""     ,      ^ 
__8,nT  +  -5;rC0ST  + ^ +  pj:  =  o, 

^^^  ds 

(«77)  ! 

dF  ,    dB    , 

dF     .        ^dB  -■cosT+-;^s,nT 

_ sinr  4 — - —  cost  -I j H  P  X  =  o  . 

dr  ^   dr  -^  ,_^jj- 

de 

De  môme  on  tirera  des  équations  (2) 

—  -L^    D- 

dF  ,    dS    . 

dF    .       ,dB  —  co,.  +  —s.nT 


(.78) 


puis,  en  admettant,  comme  dans  le  paragraphe  a,  que  les  déplacements  des  molécale» 
sont  Irès-pelits ,  on  en  conclura 

dJ  ,    dP    . 

dJ    .     _^dF  ^  -â'^^'^+TT'""'    ^     „         rf»ï 


(>79) 


'-''  d. 

dF  ,    dB    . 

__8,nr+_cosT+ 5; +  pr=p.jjr 
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(  «87  )  . 
Les  formules  (177)  el  (179)  subsisteront,  quels  que  soient  r  ci  s ,  les  premières  dans 
Tétat  d'équilibre,  les  autres  dans  Fétat  de  mouvement  de  la  lame  courbe.  Quant  aux 
formules  (4)  »  elles  devront  être  vériCées ,  lorsqu'on  attribuant  à  la  variable  r  une  des 
valeurs  — -A,  -l-^»  OQ  remplacera  cosa  par  — ^sinr  et  cos^  par  cosr.  Donc 
les  pressions  A  ,  F ,  B  devront  satisfaire ,  pour  r  =  —  h  et  pour  r  =  h  ,  aux 
deux  conditions 

« 

(180)  (^  +  P)sinT— .FcosTzzro,         /'sinr— (fi4-P)cosT  =  o. 

Concevons  maintenant  que,  dans  les  équations  (177)  »  (179)  »  (180] ,  on  développe  les 
quantités  AfF^B^X^Y^i^vi  considérées  comme  fonctions  de  s  et  de  r 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  variable  r,  et  que  ces  développements  con- 
tinuent d'élre  représentés  par  les  seconds  membres  des  formules  (19)»  (20),  (ai),  (ss). 
Supposons  d'ailleurs  constantes  la  pression  P  et  la  densité  A  relative  à  l'état  na- 
turel de  la  lame  solide.  La  densité  p  ,  infiniment  peu  différente  de  A ,  pourra  elle- 
même  être  regardée  comme  constante,  et  les  formules  (177)  deviendront 


r» 


'       i'',cosT  —  AtSmr+  (FjCosT  —  A,i\nr)r-h  {Fzcosr  —  y^ssinr) h  etc. 


_^{dAo  dFo    .       IdA,  dF,    .    \         1/       dr      \     ,^    ^ 

+  j-^— C08T+-r— siDT+l -^ — C08T+— — sinTJr+..  1  I  i+r— +..l4f(X,+X,r+..)=o, 

(.8.)  I    . 

jB,cosT  —  FgsinT+ (jffaCosT  —  FasinT)r-i- (Jffacosr  —  /'asinr) h  elc 


dFo  dBo    .        fdF,  dB,    .     \         )f        ^t       \      ,^    ^ 

-^posT+-— smT+l-— COST+--— smT|r+..  I  [i+r  — +•.  l+p(I^+I^r+..)=c 

Donc ,  puisque  ces  formules  doivent  subsister ,  quel  que  soit    r ,     on  aura 


(|«>) 


F.cosT  —  /^,sinr  +— -1  cosT  -| -^sinr  -4-  ùX^  ==  o  , 

1  ds  ds 

„  ^    •        I    ^^t  I  ^t  •        I  [^^9  ,   dFo   .     \  ^T         ^ 

/^.COST  —  /f  .srnr  -| r-— COSr  A — T— SlttT  -4-  U-— COSt  +  -7—  Sinr   3-  +pjLi— o» 

ds  ds  \  ds  *    ds  J  ds 

^etc«*«  > 
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as  as 


i  aj  £/j  \  as  ds  jds 

cic«  •  •  • 

Mais  les  formules  (180) ,  qui  devront  être  yériliées  seulement  pour  r  =  i— A  ci  pour 
r  =  A  ,     donneroot 

(^o+P)sînT-FoCOST+'— (^,sinT-FaCOST)-K.=o,  ^,sinT-F,cosT+^(^jCosT-F3sinT)+..=c, 

]  h*  h* 

fFo8ÎnT-(Bo+P)cosT+ — (F.sinT-jBaCOST)+..=o,  F,sinT-jB,cosT+-g-(F3sinT-jB3COST)+..=îo. 

Les  équations  (iS5),  (184)  sont  relatives  à  Tétat  d'équilibre  de  la  lame  courbe.  Si  cette 
lame  était  en  mouvement»  il  faudrait  rejpplacer,  dans  ces  mêmes  équations»  les  quan- 
tités 

par  les  différences 

11  est  important  d'observer  que ,  dans  les  formules  précédentes»  Ao  »  Fo  et  F«  »  jff» 
expriment»  comme  dans  le  paragraphe  3»  les  projections  algébriques  des  pressions  ou 
tensions  exercées  au  point  (x»  y)  de  la  ligne  moyenne  contre  des  plans  perpendiculaire» 
aux  axes  des  œ  ei  jr,  tandis  que  S«»  %  expriment  les  déplacements  de  ce  point 
mesurés  à  partir  de  sa  position  primitive  parallèlement  aux  mômes  axes.  Quant  aux 
quantités  (1 85)  qui  représentent  ce  que  deviennent  »  pour    r  =  o  »    les  fonctions 

^       dX        d^X  y      dY        d*Y 

dans  le  cas  oh  Ton  considère  comme  yariables  indépendantes  Tare  s  de  la  ligne 
moyenne  et  la  distance  r  mesurée  à  partir  de  cette  ligne;  on  pourra  facilement  le» 
déterminer  en  faisant  abstraction  du  changement  de  forme  de  la  ligne  moyenne  qai  n'aur» 
sur  les  valeurs  de  ces  mômes  quantités  qu'une  influence  insensible. 
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(  «89l 
Il  reste  à  montrer  ce  que  deviennent  les  formules  (i8s)  »  (i83) ,  (i84)  »  àan$  le  cas 
où  ia  quantité    h     est  très-petite.  Or,  ^i  Ton  néglige ,  dans  une  première  approximation 
tous  les  termes  qui  ont  pour  facteur     h* ,     on  tirera  des  formules  (i84) 

(187)  {A.  +  P)sinT^FoCo$r=io  \        jF^rsinr— (iî,  +  P)co8t  =  o  , 

(188)  ^,sinT  — F^cosTziro  ,  F.sinT  — jB,cosT  =  o  , 
puis  des  formules  (i8s)  »  (i83) 

(^  .        dA^  ,    rfr©     •        ■      "v  dFo  .     doo     •        ,      ♦» 

i8q)     — : —  cost4-— : — smT-4-P-X^o  =  o,    — r — cost-| — - — sinT-4-pro=o. 
^'        ds  ds  ds  d$ 

Si  maintenant  on  élimine  entre  les  formules  (187) ,  (189)  les  pressions  A^^  F.  ^  jff •  » 
on  en  déduira  une  équation  de  condition  entre  les  forces  accélératrices  X^t  Y^. 
Pour  effectuer  l'élimination ,  transportons  d*abord  dans  les  formules  (18g)  les  râleurs 
de    A^  et  de  B^    tirées  des  formules  (187).  On  trouvera  ainsi 

(190)      -^ F.cotT  ^  4.  p  JToSÎnT  =  o ,    -^  -4-  F.tangT  ^  -f-  P  l'oCost  =  o  ; 

puis»  en  faisant  »  pour  abréger^ 

on  tirera  des  formules  (190) 

dF 
(192)     F^:=^v[X.%iar'^  y«cos?)sinrcosT,      --r^  +  p(-^o8iû'T+  F«cos't)  =0  , 


d9 


(193)  *-  ^     — — —  +  yToCosT  +  Tosmr  =  o . 


et  par  suite 

d\y{Xoû 

ds 


Donc  une  lame  naturellement  courbe  »  et  d^une  épaisseur  constante  mais  très-petite  »  ne 
peut  rester  en  équilibre  après  un  changement  de  forme  presque  insensible  »  à  moins  que 
les  forces  accélératrices  appliquées  aux  divers  points  de  cette  lame  ne  soient  telles  que 
Téquation  (igS)  se  trouve  à  très-peu  près  vériGée.  Si  Ton  donne  a  priori  ces  forces  ac- 
célératrices, l'équation  (ig3)  déterminera  l'angle  t  considéré  comme  fonction  de 
s ,  et  représentera  la  courbe  à  laquelle  la  lame  se  réduira  dans  le  cas  d'équilibre , 
lorsque  son  épaisseur  deviendra  infiniment  petite.  Cette  conclusion  est  indépendante  d6 
la  nature  de  la  lame  et  de  son  élasticité  plus  ou  moins  parfaite.  Elle  subsiste  même  pour 
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uae  lame  entièremeDt  dépourvue  d'élasticité ,  et  la  courbe  dont  nous  reaooa  de  parler  est 
précisément  celle  qu'on  obtient,  en  suivant  les  prijicipes  connus,  quand  on  recherche  les 
conditions  d'équilibre  d'un  fil  parfaitement  flexible  renfermé  dans  un  plan  et  sollicité 
par  une  force  accéléralrice  qui  varie  d'un  point  à  un  autre.  Dans  le  cas  particulier  où  la 
force  accéléralrice  devient  constante  et  constamment  parallèle  à  elle-même,  la  courbe 
dont  il  s'agit  est  ce  que  l'on  nommer  une  chaînette.  Si  l'on  suppose,  par  exemple,  la 
force     <p     réduite  à  la  gravité    g     et  parallèle  à  l'axe  des    y ,     on  aura 

^0  =  0,         F^  =  g  , 
et  l'équation  (iQo)  donnera 

(194)  d(»cosT)  =8inT£&  =  dy , 

puis  on  en  conclura ,  en  intégrant  et  désignant  par     6     une  constante  arbitraire , 

yj=  b  4-  fCOST  =  6  4"  COST  -—  f 

On  aura  par  suite 

dj  sînrrfT 

y-A  COST 

puis,  en  intégrant  de  nouveau  et  désignant  par     c     une  deuxième  constante, 

(195)  y_6  =  .«f_. 

^    ^    '  ^  COST 

Enfin  de  l'équation  (igS) ,  combinée  avec  la  suivante 


C0S»t: 


on  tirera 

—  =  dt— T=$— 
et  par  conséquent . 

a    désignant  i'abscisse  correspondante  à  l'ordonnée    64-0.     Gomme  l'équation  (196) 
peut  être  remplacée  par  celle-ci  : 
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'j^-^/(W^• 

on  en  conclut  ininiédialementi  en  passant  des  logarithmes  anx  nombres, 

(•97)  2ii=i-(,^+r''^). 

c  a 

Telle  est  effectivement  l'équation  de  la  chatnelle  en  coordonnées  rectangulaires. 

Il  est  bon  d'observer  i.*  que  la  quanlilé  désignée  par  ^  ,  et  déterminée  par  la  for- 
mule (191) ,  est  précisément  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  (igS) ,  %.*  que  les  bi- 
nômes 

(198)  JToCosT-f-  -Tosinr ,         FoCOSt  —  JTosinr 

représentent  les  projections  algébriques  de  la  force  accélératrice  appliquée  au  point 
[x,j)  sur  la  tangente  h  cette  courbe  prolongée  dans  le  même  sens  que  Tare  a  et  sur 
la  normale  r.  Donc,  si  Ton  désigne  par  §c  et  Sim  ces  mêmes  projections  algébri- 
ques» l'équation  (igS)  pourra  être  réduite  à 

(■99)  ^^=s.. 

as 

Passons  maintenant  à  une  approximation  nouvelle»  en  supposant  que  la  quantité  h, 
quoique  fort  petite,  devienne  très -supérieure  aux  valeurs  numériques  des  déplacements 
Çy  I}.  Alors,  par  des  calculs  semblables  à  ceux  que  nous  avons  effectués  dans  le  pre- 
mier paragraphe,  on  déduira  des  formules  (182),  (i85),  (184),  non  plus  l'équation 
d'une  courbe  dont  la  lame  élastique,  soumise  à  la  force  accélératrice  7,  devra  s'é- 
carter très-peu ,  solL  dans  l'état  naturel,  soit  dans  l'état  d'équilibre^  mais  les  valeurs 
approchées  des  déplacements  très- petits  dos  molécules,  ainsi  que  le  changement  de 
forme  de  la  lame  ;  et  les  résultats  auxquels  on  parviendra  seront  différents  suivant  qu'il 
s'agira  d'une  lame  élastique  ou  dépourvue  d'élasticité.  On  peut  d'ailleurs  simpUGer  no- 
tablement les  calculs  dont  il  s^agit ,  à  l'aide  des  considérations  suivantes. 

Soient 

Pt  •  p%  les  pressions  ou  tensions  supportées^  au  point  {Xpjr)  delà  lanie  solide  1  par 
deux  plans  perpendiculaires  l'un  à  l'arc  s  de  la  ligne  moyenne,  l'autre  à  la 
normale    r ,     du  côté  où  i'ou  compte  positivement  la  longueur    s  ou  r^ 
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J(o9  ^    '^  projections  alg^riqaet  de  la  pression  ou  tension    pt    sur  la  tangente  h  l'arc 

$    et  sur  la  normale    r , 
^»  <lR>    les  projections  algébriques  de  la  pression  ou  tension    p»     sur  les  mômes  droites  » 

S»  S{.    1^*  projections  algébriques  sur  ces  droites  de  la  force  accélératrice    f , 

ttg ,  Pt  les  angles  formés  par  la  tangente  à  Tare  s  prolongée  du  côté  où  cet  arc  se 
compte  posilirement  avec  les  demi^axes  des    x  et  y    positives, 

a,  9  pa  1^  angles  formés  par  la  normale  r  prolongée  du  côté  où  r  se  compte  po- 
sitivement avec  les  mêmes  demi-axes  , 

On  aura  évidemment 


les  angles  formés  avec  ces  demi-axes  par  les  directions  des  forces    p,  ,  p, . 


(aoo)  co9ai  =  cosr9  cosPt  =  sior, 

(aoi)  C08aa  =  —  sIdt,  C0SPa  =  C0ST. 

De  plus\  comme  les  angles  formés  par  les  forces  accélératrices  ^  »  d'une  part  »  avec 
les  demi-axes  des  x  ei  y  positives ,  d'autre  part  avec  la  tangente  à  la  ligne  moyenne 
et  la  normale    r,     auront  respectivement  pour  cosinus  i/  les  deux  rapports 

X  Y 


a.*  les  rapports 


on  trouvera  encore 


5  ^ 


(aoa) 


R         X             .     y        «         JfcosT+ysîoT 
-5i-  =  —  cOSag  H C0SP»  = 

SI         X              ,     y         «           ycosT-^Lsinr 
-21  =  —  cosaa  H cosp.  = 


Par  suite,  les  projections  algébriques     S  et  ^    de  la  force  accélératrice     f     sur  la 
tangente  à  la  ligne  moyenne  et  sur  la  normale     r     seront  déterminées  par  les  fonnales 

(ao5)  S  =  XcosT  -4-  Fsinr  ,        g{^  =  Fcost  —  JITsînT . 

Si,  dans  les  mêmes  formules ,  on  remplace    X  ,  Y    par  les  projections  algébriques  de 
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la  pression    p^  ,     on    p, ,     sur  les  nxcs  des    x  e\  y  ^     on  devra  remplacer  en  mcnin 
temps     S  et  ^     par     ^  et  ^    ou  par     j"  et  .\jj,.     Ou  trouvera  de  cette  manière 

(204)  ct>  =  Pi(cosl.cosT4-  cosfigSÎnr) ,         j'=p,(cos^,cosT  —  cosX.sinr)  , 

(205)  J?=p,(COS>,COST  +  COSu,SÎnT)  ,         <\S^  =pa(C0SfA,C0ST  —  cos^asinr)  . 

EuGn  l'on  aura ,  en  vertu  des  équations  (3) , 

p,cos>i  =  y^cosa,  4"^cosp,  =  ^C08T4-^»in*  > 


(20G) 

pjcosp,  =  Feosa,  4"  i^cosPi  ==  FcosT  +  ^sîiit  , 

PsCOsXa  z=^co8a,  -|-  Fcosp,  =r  JFcosT  —  ^sim 

(207) 


l      p,COsXa=. 


:  Feosa,  4"^cosPa=i?cosT  —  Fsint  ; 

€t  Ton  tirera  de  ces  dernières  combinées  avec  les  équations  (204)  >  (soS) 

r&\>  =  ^cos'T4-iBsin*T4-aFsiiiTC08T,       (^  =  ^sin*T-|-^cos*T  —  aFsintco8t> 


(.08)  . 

^  =  F(cos*T—  sin*T)  —  [A  — BjsinTCOST. 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

f,         A^B     .     A-B  ,    _.  ^         A^B         A-B  „. 

1^^= 1 -^ C0S2T  +  r8m2T,    '!)?>= ;; C0S2T— FsHl  2t  , 

(209) 

j.  A'B     . 

"^  a 

Si  maintenant  on  transporte  dans  les  formules  (2o3)  les  valeurs  de     X  ,  Y     tirées  des 
formules  (1 77) ,  on  trouvera 

f  1  d^A-^B)      1  d{A'B)  dF   . 


{aïo)^ 


— cosar —, — ^siuaT 


1  d{A-^B)        I  d(A-B)  dF  .        ,  -ÂT^^^^^-T-^r-''"""    .      ,      ^. 

a        </r  %       dr  dr  '  ,        "^ 

1  -r-r- 

III.*  akn££.  38 
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puis  on  en  conerura ,  en  ayant  égard  aux  formules  (igi)  et  (209) , 

'—'•-7-  *~-^-7- 

ds  ds 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 


(a..i) 


Ces  dernières  formules  peuvent  êlro  substituées  avec  avanta;!;e  aux  équations  (177).  Ajoo^ 
tons  quo  des  formules  (180)  et  (207)  on  tirera ,  pour     r  =  dt/i, 

(2 15)  p,cosX,  =  Psinr ,  PaCosu,  =  —  Pcost, 

et  que  celles-ci,  étant  combinées  avec  les  équations  (2o5)»  donneront,  comme  on  devait 

s'y  attendre, 

(•ii4)  ^=0,  <\Slj  =  —  P. 

Concevons  5  présent  que^dans  les  équations  (212)  et  (214)»  on  développe  les  quan- 
tités 

suiva'it  les  puissances  ascendantes  de  la  variable     ri     et  soient  en  conséquence 

r^ 

(210)  cl,  =  ol«  +  ci.^  +  c/lo» h  etc..  , 

a 

(216)  5^  =  j'o  +  ^.î-+<^,-^+j'3-^  +  ..,TJÎ,=  .lPoo4-ïlîj.r4-^^^^^ 

(2  17)  rS  =  So  +  ^^r-^-  Sa  -^  +  ...    ,        A  =  c%o  +  crV»»-  +  <^C3  Y*  +  •••  / 

eU  f  So ,  ilio  f  èof  S^of    ol,t  »  5*1  >  1P01  »  Si  .  ($1»  *  clc... ,     désignant  des  fonction» 
de  la  variable     9  ,     qui  représenteront  les  valeurs  de 
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tX>  »     s  9     ^»     o  •     cR.»        j^     •     "377"  » 


dr     *       dr    '        dr     '       dr    '       dr 


,     clc.... 


correspondantes  à    r  =  o.     On  tirera  des  formules  (a  12).,  qui  doivent  subsister,  quel 
que  soit     r, 

(..8)        /    ■^+^-!^-  +  '(«-T«-)=»- 


\    etc. 


ds 


4-  ifi>«  4 —  (oU  —  ^)  +  pc5lo  =  o , 


(««9) 


\    etc. 


Mais  les  formules  (214)»  qui  doivent  être  Térifiées  seulement  pour      r  =  — h       cl 
pour    r  =  h ,     donneront 


(220) 


A'  A' 

^o  +  J'.  —  +  etc.  1=  o  ,  j»,  4-  ^3  _  4.  etc.  =  o  . 

2  o 

1)L«  +  iPoa  —  +  etc.  =  —  P ,  an,!  +  lfi,3  TT-  +  clc  =  o  . 

2  O 


Si,  dans  ces  diverses  équations,  on  négligeait  les  termes  proportionels  au  carré  de    h  , 
les  formules  (220)  se  réduiraient  à 

(221)  ,[^0  =  0,         (iO,o  =  — Z';         ^1  =  0,         aP^»=o; 

€t  par  suite  on  tirerait  des  formules  (218)  et  (219) 
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puis,  en  éliminant     J{^^     entre  ces  deux  dernières,  on  retrouverait  la  formule  (199}* 

Si,  au  contraire,  on  conserve ,  dans  les  équations  (218) ,  (2ig]>  (a2o) ,  les  termes  pro- 
porlionnels  au  carré  de  /i  ^  mais  en  continuant  de  négliger  les  puissances  de  A  su- 
périeures à  la  seconde»  les  équations  (s2o)  donneront 


et  Ton  tirera  des  équations  (218)  »  (21g) 


ds 


fpSo  +  /t^(^^.--^^3]=o, 


(2«5) 


Enfui,  si  Ton  «ibsliluo  dans  les  deux  premières  des  équalion^  {^^U),  aîn$i  que  daos  la 
première  des  formules  (226)  ou  (226) ,  les  valeurs  approchées  do     /, ,  $1 ,  <^t ,  <in,3 , 

fournies  par  la  Iroisième  et  la  quatrième  des  formules  (a25),  ou  par  la  troisième  et  la 
qualrième  des  formules  (22G) ,  savoir  : 
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("7)    ^'  = 7. -—, Pl^'  +  T^'-T^^'J- 

on  trouvera 


et 


(«9)     ^; 3r-^r+q^'+-6-lS'--T5-+TrS.)j=o. 

Lorsque,  entre  ces  dernières  équations»  on  élimine     c^, ,     la  pression  ou  tension     ^Vv 
disparaf l  en  même  temps ,  et  l'on  obtient  la  formule 


"i-^)  ^ . 


ds 


+P 


2L  ^5      J       t  rf*         t*  ds  ds  ds*  } 


11  est  bon  d'observer  que  •  la  difTérencc 


(«52) 


Se  — 


ds 


devant  être  sensiblement  nulle  dans  le  cas  d'équilibre,  le  produit 

d(vS{o) 


r4^.-^^]. 
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compris  dans  la  formule  (23 1) ,  ne  sera  pas  nécessairement  très- considérable  »  comme 
on  pourrait  le  croire  au  premier  abord,  et  qu'en  conséquence  la  fonction     J(^i ,     déter- 

minée  par  cotte  formule ,  conservera  généralement  une  valeur  finie ,  comparable  à  la 
pression  ou  tension     ^^o     que  détermine  l'équation  (223).  De  plus,  comme  la  variable 

r  comprise  dans  les  formules  (2i5),  (216)  est  une  quantité  du  même  ordre  que  h  , 
tandis  que  les  valeurs  de  ^,  ,  \P^i  ,  fournies  par  les  équations  (224)»  sont  proportion- 
nelles au  carré  de  A  ,  on  conclura  des  formules  (21 5),  (216)  et  (228) ,  i.*  en  négli- 
geant dans  le  développement  de     «^^     les  puissances  de     h     supérieures  h  la  première 

(255)  cl,  =  cio4-ol,.^. 

*j.*  en  négligeant  dans  les  développements  de  ^  et  de  f[S\y  les  puissances  de  A  su- 
périeures 5  la  seconde , 

{254)^=^[^+p(s.-^S.)j(A*-rO.TPo=-P4-^-[4^+p(^.-f^.)j(/i'-r»). 

Ainsi»  après  avoir  déterminé  les  fonctions  Jl^o  »  tAn  ^  Taide  des  équations  (2  23)  et 
(23i),  il  suffira  de  recourir  aux  formules  (233)  et  (234)  P^"^  obtenir  les  valeurs  ap- 
prochées des  pressions     Jlo  »  J*»  llL     relatives  à  l'état  d'équilibre. 

Il  est  facile  d'exprimer  les  quantités  ci-dessus  désignées  par  Sio  $  Sii  f  Si^^  »  So  » 
St  »  Sa  6n  fonction  des  quantitéi  Xo  t  -X^  ,  A^, ,  i^o  »  }^i  »  -I^s*  £n  effet,  si,  dans 
les  formules  (217) ,  on  substitue  les  valeurs  de  S  *  Si  données  par  Iqs  équations  (2o3), 
ou  plutôt  par  les  suivantes  : 

S=-XoC0ST  +  yoSinT  +  (JiriC0ST+y|SinT)r+(A^aC0ST4-y»»inT)  — +  •••  > 
(235) 

^rzrYoCOST  —  A'o8lnT+(y,  cosT  —  JV,8inT)r+(y,cosT— A'aSint) -^  +  ... , 

on  en  conclura ,  en  égalant  entre  eux  les  coefficients  des  puissances  semblables  de     r, 
S^  =  XoCost4-  i'^osinr.     S,  =X,cost4-  ^isinr,     Sa  =  -<YaC0ST  +  l'.sînT, 


(256)  ^ 

'  ($lo=  FoCOST-P-A^oSinT,    c)l,=  F» COST  —  A^sm-:,  git  =  I^.cost  —  Jf,$înT. 

Observons  encore  que,  dans  les  diverses  formules  auxquelles  nous  sommes  parvenus,  on 
peut,  sans  erreur  sensible ,  attribuer  à  rincllnaison     t     et  au  rayon  de  courbure     v    du 
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la  lame  en  équilibre  les  valeurs  que  présentaient  ces  mêmes  quantités  dans  Tétat  naturel 
de  la  lame.  De  celte  manière     r  et  v     deviendront  des  fonctions  connues  et  déterminées 
de  la  variable    s. 

Lorsque 9  dans  l'état  naturel  de  la  lame  proposée»  la  ligne  moyenne  coïncide  avec 
l'axe  des     ce  ,     on  a  sensiblement 

Tz=o,    —  =  0,      a  =  x,     J^  =  A,     iiî,  =  5,     ^=F,     $  —  X,     S{,  =  Y. 

Donc  alors  les  formules  (222)  et  (23o),  (228) ,  (235)  et  (234)  se  réduisent ,  comme  on 
devait  s*y  attendre ,  aux  formules  (4^)  >  (36),  (4o)  et  (42). 

Supposons  maintenant  que  Ton  coujsidère  la  lame  courbe,  non  plus  dans  l'état  d'équi- 
libre ,  mais  dans  l'état  de  mouvement  :  il  faudra  remplacer  les  quantités 

par  les  diJDTérenccs 

'*^~  dt-  '     "^'~  dr  *    "^'      TF'     ^""""?F"'    ^"~"57^'  ^' — rfT^- 

Donc,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

(237)  ÇcosT  +  >jsinT  =  7 ,  ïîCOST  —  ÇsînT=^, 

c'est-à-dire ,  si  l'on  désigne  par  ^  et  par  7  les  déplacements  de  la  molécule  m 
mesurés  parallèlement  et  perpendiculairement  h  la  normale  r  ,  si  d'ailleurs  on  repré- 
sente par 

(208)  7  =  7^  4-  7,r  +  7,  ^  +  ...  ,         ^  =  ^o  +  o\»-  +  ^%  Ç  + 


les  développements  des  fonctions     7   et    ^     suivant  les  puissances  ascendanles  de     r 
on  devra  remplacer  les  quantités 

(209)  So,  §vf  S,, 

que  déterminent  les  formules  (206) ,  par  les  expressions 
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e(  les  quantités 

(240  <^o'  t^»'  <3l»» 

par  les  expressions 

(242)  ^^«-"57^'       ^^'--77^'      ^'""ÏÏT^- 

Par  suite ,  en  négligeant  d'abord  les  termes  proportionnels  au  MmS  de     h  ,     on  tirera 
des  formules  (222)  et  (220) 

,    ,-v  «'cl'»      ,        o  '''Vo 

(24a)  —7: l-P§o=p- 


(244)  ■^LU  +  P)  +  e^P>^o  =  e-^- 

Si  au  contraire  on  conserve  les  termes  proportionnels  au  carré  de    h  ,    on  tirera  de  la 
formule  (sSi) 

(,45)  _L_£Ll  +  -^  =  -^pis.— 1^1 


rf(s.--^S.)        rf'(5.-^«.) 


la  n        as  V  é/j  v'  rfi  rfi  (fja 

(.        xrf(U.)    ,         .cT         .        ./.^V'-^-)    /'(7.-P0)       5  /      ^(,,.)J 

Observons  de  plus  que,  si  l'on  réduit  le  polynôme 

'     .-^(«-^O     2     .    di        .         rf.<v-TvO    /'(v.-f^)      3  (      ^(.*.) 

a'-    a       rf,         v'-+   rf,     +v>  ^'     rf,  5; " d? ^T^V'-dT 


au  seul  terme 


^      qui  sera  en  général  très-grand  par  rapport  aux  autres ,  l'équation  («45)  deviendra 
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"l*^       j..     J  I      HA..  s 

(246) 


4-p 


Quant  aux  termes  qui  renfermeront     S.  ,  Sa     et    dR, ,     on  ne  devra  pas  les  négliger 
vis-à-vis  «lu  terme 


5      f  rf(v^.)  1 

î^^r- — 57-) 


En  effet,  pour  que  les  déplacements  des  molécules  restent  très-petits ,  comme  on  le  sup- 
pose, pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  il  est  nécessaire  que  la  lame  courbe  s'é- 
carte très -peu  d'une  position  d'équilibre,  et  qu'en  conséquence  l'expression  (aSs)  soit 
une  quantité  très-petite  du  même  ordre  que     h^. 

Si ,  après  avoir  multiplié  par    —    les  deux  membres  de  l'équation  (246) ,  on  sup- 
primait les  termes  proportionnels  au  carré  de     k ,     on  obtiendrait  la  formule 

(«4y  )  — So 5p-  . 

que  l'on  pourrait  même  réduire  à 

rf(v*») 


(,48)  .n!l_±_^=o. 

en  négligeant  avec     A*     la  quantité  du  même  ordre     rSo 7"~"  '      ^^  formule 

(247)  ou  (248),  que  l'on  peut  déduire  immédiatement  des  équations  (24Î)  •  (244)»  ©û 
éliminant  cil>o  entre  ces  équations ,  est  analogue  à  la  seconde  des  formules  (34) ,  et 
ne  subsiste,  comme  elle,  que  pour  des  valeurs  peu  considérables  de  t.  En  intégrant 
lieux  fois  de  suite  la  formule  (248) ,  ou  trouverait 

(249)  '(o—^^  =  ^{')  +  tF{,). 

III.'ANKf.K.  39 
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(  5o«  ) 
^{s)  et  F{s)     désignant  deux  fonctions  arbitraires  propres  à  représenter  les  valears  ini 
tialcs  des  expressions 

d{t9o)  d-io  d*{v9o) 


7«  — 


fié      '  dé  r/i» 


Aux  équations  (as5)^  (s3i),  (s43)  et  (246)  qui  subsistent,  dans  l'état  d'équilibre 
ou  de  mouvement  d'une  lame  naturellement  courbe,  pour  tous  les  points  de  la  ligno 
moyenne,  on  peut  joindre  d'autres  formules  qui  sont  relatives  aux  extrémités  de  celle 
ligne ,  et  que  nous  allons  faire  connaître.  Concevons ,  pour  fixer  les  idées ,  que ,  dans 
l'état  naturel  de  la  lame  élastique ,  on  désigne  par  a  la  longueur  de  la  ligne  moyenne  , 
en  sorte  que  les  extrémités  de  cette  ligne  correspondent  ^  9  =  0  et  à  s  =  a.  Sup- 
posons d'ailleurs  la  lame  terminée  dans  le  sens  de  la  longueur  par  deux  plans  perpen- 
diculaires h  In  iigne  moyenne.  Si  les  deux  extrémités  de  cette  lame  deviennent  fixes , 
ou  plutôt,  si ,  les  extrémités  de  la  ligne  moyenne  étant  fixes,  les  points  renfermés  dans 
les  plans  qui  terminent  la  lame  sont  assujétis  de  manière  h  ne  point  sortir  de  ces  mêmes 
plans;  on  aura  pour     j  =  o     et  pour    ê  =  ag     non-seulement 

(a5o)  70  =  0  •  (a5i)  ^0  =  0, 

mais  encore     7  =  0,     quel  que  soit    r ,     et  par  conséquent 

(a5a)  7i  =  o . 

Si ,  au  contraire ,  les  deux  extrémités  de  la  lame  étant  libres  »  chacun  des  plans  qui  la 
terminent  est  soumis  à  une  pression  extérieure  et  normale ,  désignée  par  $  ,  on  aura 
pour     sz=o  p  et  pour     t:=a  ,     quelle  que  soit  la  valeur  de     r  , 

(253)  ol>  =  -$.  ^=0; 

et  en  combinant  ces  dernières  formules  avec  les  équations  (255) ,  (264)  »  on  en  conclura , 
dans  le  cas  d'équilibre , 

(254)  cl,c  =  — ^P.  (a55)  A.n  =  o, 

(25G)  .'^+,{s.-^S:)=o. 

Ajoutons  que ,  pour  passer  de  l'élal  d'équilibre  à  l'état  de  mouvement ,  il  suffira  de  rem- 
placer    So ,  Sr    car  les  différences     .S« j^  ,   Si j-7-  ,    dans  la  formule  (a56) 

qui  deviendra  ainsi 
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(  3o3  ) 
(«57) 


-+,(.-^..)=,jîizii 


Enfin ,  si  la  lame  solide  offre  une  extrémité  fixe ,  par  exemple ,  celle  qui  correspond  à 
9  =  0,  l'autre  extrémité  étant  libre,  les  conditions  (aSo) ,  (aSi) ,  (s52)  devront  être 
vérifiées  pour  une  valeur  nulle  de  s .  et  les  conditions  (254),  (255)  et  (256)  ou  (25;) 
pour     8  =  a. 

Lorsque  Ton  combine  la  condition  (254)  avec  l'équation  (225) ,  on  en  conclut 


(a58)  Jl,  =  . 


pv 


Cette  dernière  formule  montre  que ,  dans  le  cas  l'équilibre  d'une  lame  naturellement 

$-P 
conrbe ,  la  force  accélératrice  normale    <fto    doit  se  réduire  sensiblement  à  pour 

pt. 

une  extrémité  libre.  Donc  la  différence 

(«59)  cRo-  ^"^ 


doit  être»  pour  une  extrémité  libre,  de  l'ordre  des  termes  omis  dans  l'équation  (225) , 
c'est-à-dire  que  cette  différence  doit  être  de  l'ordre  de  h*.  Si  Ton  avait  égard  aux 
termes  de  cet  ordre  »  alors ,  au  lieu  de  la  formule  (2  58)  »  on  obtiendrait  celle  que  fournit 
PéHmination  de     cHoo     entre  les  équations  (25o)  et  (254)  t  savoir, 


(.6o)^,  +  ..i^  +  J^.-|^.4..    ^\/     ^+|r(^.-7^))  =  o 


Quand  on  veut  tirer  ^ârti  des  conditions  relatives  aux  limites  pour  déterminer  les 
constantes  arbitraires  introduites  pour  l'intégration  des  formules  (225),  (sSi) ,  il  con- 
vient de  substituer  à  la  condition  (254)  la  formule  (260). 

On  pourrait  imaginer  diverses  hypothèses  en  vertu  desquelles  les  conditions  relatives 
aux  extrémités  de  la  lame  seraient  représentées  non  plus  par  les  formules  (25o),  (25 1), 
(252)  ou  (255),  (256),  (260),  mais  par  des  formules  nouvelles.  Ainsi,  par  exemple, 
si  les  extrémités  de  la  ligne  moyenne,  en  devenant  fixes,  prenaient  des  positions  dis- 
tinctes de  celles  qu'elles  occupaient  dans  l'état  naturel ,  les  valeurs  de  70  »  ^o  »  corres- 
pondantes à  ces  extrémités ,  se  réduiraient  non  pas  à  zéro ,  mais  à  des  quantités  cons- 
tantes. On  pourrait  supposer  encore  que  les  extrémités  de  la  ligne  moyenne  sont  assu- 
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(  504  ) 
jéties  à  rester  sur  des  courbes  doonées ,  ou  que  les  plans  qui  Icrminenl  la  lame  suppor- 
tent des  pressions  ou  tensions  dirigées  d'une  manière  quelconque  et  données  en  chaque 
point ,  etc.  Dans  ces  difTérenls  cas  ,  la  recherche  des  formules  qui  devront  être  substi- 
tuées à  celles  que  nous  avons  obtenues ,  se  déduira  sans  peine  des  principes  que  nous 
avons  exposés. 

Dans  les  diverses  équations  ci-dessus  établies,  les  quantités  70  »  ^o  désignent  les 
valeurs  de  7,  -î  correspondantes  à  r  =  o,  c'est-à-dire,  les  déplacements  d'un  point 
de  la  ligne  moyenne  mesurés  perpendiculairement  et  parallèlement  à  la  normale  r. 
Ces  quantités  et  les  déplacements  §«  >  ^o  du  même  point ,  mesurés  parallèlement  aux 
axes  y  sont  liés  ensemble  par  les  formules 

(2G1)  ÇoCOST -|- »î.»si»*  =  7.»  »         »oCost  —  ÇoSinT=3o„. 

<Juant  aux  quantités  d,o  ,  ^o  et  ^o  »  llî)o  »  oHes  représentent  les  projections  al- 
gébriques, sur  la  tangente  h  l'arc  s  de  la  ligne  moyenne  et  sur  la  normale  r,  des 
pressions  ou  tensions  exercées  au  point  (x,  y)  contre  des  plans  perpendiculaires  h  cet 
arc  et  à  cette  normale.  Remarquons  encore  que ,  si  l'on  désigne  par  /  la  largeur  de 
la  lame  proposée  ,  la  section  faite  dans  cette  lame  par  un  plan  perpendiculaire  à  Tare  5 
supportera  une  pression  ou  tension  dont  les  projections  algébriques  sur  la  tangente  à  la 
ligne  moyenne  et  sur  la  normale     r     seront  représentées  5  très- peu  près  par  les  produits 

et  dont  le  point  d'application  sera  séparé  de  la  ligne  moyenne  par  une  distance  qui  aura 
pour  mesure  la  valeur  numérique  du  rapport 


1.'  —  h 


'fl^'- 


Donc  le  produit  de  cette  distance  par  la  pression  ou  tension      *2c\doI^I  9     c'est-à-dire 
l'expression 
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(  5o5  ) 
exprimera ,  au  signe  près ,  le  moment  de  cette  pression  on  tension  par  rapport  à  Taxe 
mené  perpendiculairement  au  plan  des    x  ^  y    par  i*extrémité  de  Tare    j. 

Concevons  à  présent  que  la  lame  proposée  devienne  élastique ,  et  que  son  élasticité  soit 
la  même  dans  tous  les  sens.  Alors  les  quantités  A\  F  ^  B  seront  déterminées  par  les 
formules  (55)  et  (54)  »  dans  lesquelles  x  ,  y  sont  regardées  comme  variables  indé- 
pendantes. Or  on  tirera  de  ces  formules  combinées  avec  les  équations  (55)  et  (sog) 

K='T'[ii'^7^r—\[ii-d^n^^ 

D*ailleurs  9  en  remplaçant  les  variables  indépendantes     ce  et  j     par    j  et  r,     à  l'aide 
de  formules  semblables  aux  équations  (175),  (176) ,  on  trouvera 

dl  ,    ^5    .  làl  A    .    \  .       ,   (di  ,    ^5    .     \ 

— -cosaT-f.-—  sm2T=  --cosT --smr  smT-f-  ---cosT+---smT  cosx 

dof  dy  \dy  dx         )  \da>  dy         ) 

dl 

-— COST 

dl    .        .      ds 

=  _S.nT  + ;:-, 


dli    .  di  (di  ^S    .     \  ,    (di  d^    .     \    . 

—-sinsT --cosaTz= —   --—cost —  smr  cost+  ---cost+  -—  smrisi 

dx  dy  \dy  dœ         J        -        \dx  dy         ) 


smr 


di    . 

d^     ^ZI!!L 

di  ,    dn    , 

dli        dm        dn  dJi    ,  dt  ds 

:zr  +  x:  =  :zr  c^»  ^  —  :;r  sin  T  + 


dx        dy         dr  dr  *  r 


V 


^tC. ... 

Don«  les  formules  (265)  donneront 
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ci,  Ô 


2     \ér 


-7-  C08T  —  — -  SUIT  4- 


-7-cosT4.---*inT  , 

as  ds  ' 


I 


O-i 

2 


(/r 


C08T  —  —-  sinr 
dr 


dl  ,    dfi    , 

—-  COST+  —-sinr 
ds  ds 

r 


rtc...  , 


ou,  ce  qui  revient  au  même , 


(s66) 


/  dl  .dn. 

i  J  ^  ^^  -7-C0ST  +  — -  ginr 

ci         dn  d^    .        ^         ds  ds 

-=;-  r=  --  co«T sinr  +  e 

K         dr  dr  *  r 


\)î)        J^«  fl^ï    .     \  ,     ds 

_  =  0(-coST__s.nx)  +  - 


co«t4---.  sIot 
ds 


r 


\ 


dn  d\ 

J^         0  - 1  !  </Ç  ,    rf>ï    .         .     </*  ds 

-=-  = \3-C06t  +  -— SIDT  4" 

K  2     Idr  *    dr  ^^  r 


t- 


Enfin ,  si  Ton  combine  ces  dernières  avec  les  formules  (257) ,  on  en  conclura 


dy     è  dy     9  f  di      y 

f   a   ^     ri.         de    ^    ^lû'T         \\\y         ^di  'd7'T  ^  Q-l  ]  dy     ,     rfT'^T 

1  --  1  --  f  1-- 


On  trouvera  par  suite 


(«68) 
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„,.,  .c=|*.  +  (.-|)*:jii-f+i.(^-it)}. 


I 

puis»  en  faisant  pour  abréger  ' 

,  .  ^7o  *o    _    f  ^^o        l_     7o     r 

^   '    '  ds  t  as  %> 

on  tirera  1.^  des  équations  (2s  1)  et  (96g) 

<"')  '■=-('^+^)=-'.  '.=-i(^-^+ï)=-i(^+i)- 

S.""  des  équations  (aai)  et  (270) 
(«75) 
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On  aura  doue ,  en  vertu  de  la  formule  (6s) , 


p 

(277)  -l<.  =  pu'/  — — 


(•^78)  .lM  =  -(>n--^  +  -iti_(4,.  +  P). 

(•^^0)  -^"  =  |^'^.  +  |-^  +  ^=^^.- 

II  esl  maintenant  facile  de  former  les  équations  qui  déterminent  les  valeurs  des  dépla- 
cements 7o  ,  ^o  dans  l'état  d'équilibre  ou  de  mouvement  d'une  lame  élastique  nalu- 
rcllement  courbe;  et  d'abord,  si  cette  lame  est  en  équilibre»  on  tirera  de  l'équation 
(223)  combinée  avec  la  formule  (277) 

(280)  il'/  + 1 J\«  +  ^^ =  o  . 

De  plus,  la  valeur  de     ci,  ,     déduite  des  équations  (295)  et  (278) ,  sera 

(281)  ,i,.  =  _pa«_ -pSio. 

^niin,  si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  (25i) ,  et ,  si  l'on  fait  pour  abréger 

(282)         .^=-S.+  .i_i-_-__(._^ 

/i')»^     id[.A.)   ^.^dA.r      rfv^(^'-r««)      ^'(s-îs^^). 


-T-  ^^.-r^^^^T^-    5.4-^1^+-^ So- 


5   I  2  2       rfî  X  ds         x^  ds  ds  ds* 

on  trouvera ,  un  ayant  égard  à  la  formule  (85) , 

,0.,  /     dU     ,     dr.    d\J     .     1     d^J\ 

^  \      ds^    ^  ds      ds'    ^  V      ds*  )        -C 

Or,  fjuanJ  on  nura  fixé  les  fonctions  /  et  /  à  l'nide  des  formules  (280)  et  (285)  , 
rintégrulion  des  équations  simultanées  (271)  fournira  immédiatement  les  valeurs  cher- 
chées des  inconnues  '/«  ,  Oo*  Ces  valeurs  renfermeront  six  constautes  arbitraires  quo 
l'on  détci minera  fans  peine  si  la  courbe  a  ses  deux  extrémités  fixes,  ou  une  extrémité 


Digitized  by  V^OOQIC 

■  -  j 


fixe  cl  l'autre  libre.  Daos  le  premier  cas,  les  inconnues  yo  »  ^o  devront  salisfaîre  pour 
sz=zo  el  poup  s  =  a  aux  conditions  (aSo) ,  (aSi) ,  ainsi  qu*à  la  condition  (aSa)  que 
l'on  pourra  réduire  à 

(.«)  ^  =  o. 

Dans  le  second  cas ,  les  conditions  que  nous  venons  d'Indiquer  devront  être  vérifiées 
feoiement  pour  l'cxtrémUé  fixe,  et  remplacées»  pour  l'extrémité  libre,  par  les  formules 
(255) ,  (256) ,  (2G0) ,  dont  les  deux  premières ,  étant  combinées  avec  la  formule  (281), 
donneront 


(,85)       n.^=_I±La..  (,86)    a.^  =  S,_J.8. 


ds 


D'autre  part,  comme  on  tirera  do  l'équation  (279)  réunie  à  la  seconde  des  équations 
(227)  et  à  l'équation  (280) , 

la  formaic  (260) ,  combinée  avec  les  formules  ('iSo)  et  (381) ,  donnera 


d 


(288)  a  -_-__ia.--^.  + _ 4-^(^. ^J 


(..-i..) 


^(^.-v^-4-^:^) 


Si  les  deux  extrémités  de  lame  élastique  devenaient  libres,  les  conditions  (285), 
(286),  (288)  devraient  être  remplies  pour  «  =  o  et  pour  j  =  a.  Mais  on  ne  pour- 
rait en  déduire  que  les  valeurs  de  trois  des  quatre  constantes  arbitraires  introduites  dans 
le  calcul  par  l'intégration  de  l'équation  (286).  La  quatrième  constante  et  celles  que  four- 
nirait l'intégration  des  équations  (271)  resteraient  indéterminées;  ce  qu'il  était  facile  de 
prévoir. 

Il  importe  d'observer  qu'à  l'équation  différentielle  (285) ,  qui  est  du  quatrième  ordre 
et  détermine  la  fonction  / ,  on  pourrait  substituer  une  équation  difTérentielIc  du 
sixième  ordre  qui  déterminerait  immédiatement  l'inconnue  7o»  En  effet,  si,  dans  la 
formule  (280) ,  on  remet  pour    /     sa  valeur ,  on  en  tirera 


Digitized  by 


Google 


(3ia) 

courbo ,  c'esl-à-dîre ,  le  moment  de  la  pression  ou  tension  exercée  contre  un  plan  per- 
pendiculaire à  la  ligne  moyenne  par  rapport  à  un  axe  tracé  dans  ce  plan  de  manière  h 
rencontrer  celte  ligne.  Dans  le  cas  particulier  oh  la  force  accélératrice  normole  Sim 
s'évanouit,  l'expression  (297) ,  prise  en  signe  contraire,  se  réduit  à 

Donc  alors  le  moment  d'élasticité  est  proportionnel  non^seulement  h  la  largeur  et  au  cube 

dJ 

de  l'épaisseur  de  la  lame,  mais  encore  h  —  ,  c'est-à-dire,  au  changement  de  cour- 
bure de  la  ligne  moyenne.  Ce  résultat  s'accorde  avec  Thypothèse  admise  par  Eulcr  dans 
les  Novi  Commentarii  et  les  Àcta  Acadcmiœ petropolUanw  pour  les  années  1 7G4  et  1 779. 

Concevons  maintenant  que  la  lame  élastique  vienne  à  se  mouvoir.  Alors ,  en  né|ff.ligeaDk 
les  termes  proportionnels  au  carré  de  h  ,  et  observant  que  l'expression  (s3«)  est  de 
l'ordre  de     h* ,     on  tirera  des  équations  (24^) ,  (244)  f  combinées  avec  la  formule  (277), 

0       p  at* 

puis  on  conclura  de  celles-ci ,  en  ayant  égard  à  la  première  des  formules  (271) , 

ou,  ce  qui  revient  au  même. 


(302) 


,,,         W5        W      1    /.A/.,     o\\  \  .   ^'(^^o)     t/^     .0-1  P\_       \ds         y/ 


En  joignant  h  l'équation  (5oi)  ou  (3o2)  Péquation  (248)  ou  (249)  f  on  pourra  déter- 
miner celles  des  vibrations  de  la  lame  élastique  courbe  qui  seront  indépendantes  de 
l'épaisseur  de  la  lame.  Si  l'on  veut,  au  contraire,  déterminer  les  vibrations  qui  dépcn- 
dent  de  cette  épaisseur,  il  faudra  joindre  h  la  formule  (3oo)  l'équation  (245)  ou  (246)* 
De  plus,  comme  la  valeur  do  Jn  relative  au  mouvement  de  la  lame  élastique  sera 
évidemment  fournie  non  plus  par  la  formule  (281) ,  mais  par  la  suivante 


Digitized  by 


Google 


(  3.5  ) 
l'équalion  (24C)  deTiendra 

^'Tvlû^'^d^l^'^^  ds-j  d?  "■"^' 

cl  pourra  être  réduite  à 

Lorsque ,  dans  les  formules  (5oo)  et  (3o4) .  on  substitue  les  valeurs  de  1  et  J  Urées 
des  formules  (37 1  )  •  on  obtient  deux  équations  aux  différences  partielles ,  l'une  du  pre- 
mier ordre,  l'autre  du  cinquième,  savoir, 

.M?"         ^<>\   1     (D     1    «-'    ^  '''*" 


{3o6)  û»-^ 


ds^  '^  ds  ds^  "*"v  ds^  dt^  ^* 


Si  l'on  suLstiluail  direclcmeot  dans  l'équation  (945)  la  valeur  de  cil^i  fournie  par  Té- 
qiialion  (3o3)  »  alor»»  en  oyant  égard  aux  formules  (379) ,  (ijS) >  on  trouverait 

**"  3  ^//» 

Pour  revenir  do  celle  dernière  h  l'équation  (3o4)  $  il  suflira  de  négliger ,  dans  le  second 
membre  »  le  terme  qui  renferme  le  iàcteur  k* ,  Or  »  c'est  ce  que  Van  pourra  faire  sans 
erreur  sensible,  la  quantité  k  étant  supposée  très-pelite.  Mais  il  ne  sera  pas  permis  de 
négliger  de  mémo ,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (307) ,  le  terme  proportionnel 
au  carré  de     A  ,     attendu  que  dans  ce  terme  le  (acteur  très-  petit    A'     est  multiplié  par 
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(  5i6  ) 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(Si 8) h  -^= h  G     J-— cos i — cos~      +  G  U«û siii-)  . 

^        '         Us      *      V  ax,  \  V        q\  ^I  )  \       ^        a         X  J 

Si  maintenant  on  élimine     -^     entre  l'équation  (3i8)  et  Téqualion  (3io)  présentée  sous 
la  forme 

(.-,,9)  ^^ -  =  o, 

on  en  conclura 

(d2o)    -— — 4-.— ^o  = hG     -«'n^--    i-cos-     4-G    --cos sm-   ; 

puis  en  effectuant  Tintégralion  à  l'aide  de  la    méthode  exposée  dans  le  second  volume 
[page  3 1],  et  observant  que   ^o   et    —1    doivent  s'évanouir  pour    j  =  o,     on  trouvera 

QS 

(».,)  .-.^i — 

((-•-^Tr)) 

OU  ,  ce  qui  revient  au  même , 

et  par  conséquent 

(S 9 a)  / 

|+£^JA(sinf^cosi)-^(.-cosj)(.<osi)j  +  G''^[:^>f->"('-cosi)j 

Cela  posé,  l'équalion  (5i8)  donnera 
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(5*7) 

s     i  s    .     s     i  (        .AI  «\  1    ^^   (  W  •     «     '         '\     »  /        •    '\    •    «  I 

I giQ-^ —  l«^sin-   1 1-C08-  )+G  «'{—  «n cos-  — («-t8in—  sin-j. 


+G't^li-C08- 


D'ailleurs ,  par  hypothèse ,  ^o  doit  8e  réduire  à  j  et  --j^  à  zéro  pour  j  =  « . 
Donc  les  constantes  arbitraires    Q  »  Q'    vérifieront  les  deux  formules 

'G  1 1-C08-     sin-  +  G''{-  sin-  +  -C08-  -  -8m»-}=--8m-. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  tirer  de  ces  dernières  les  valeurs  de  Q\  G' ,  et  à  les  substituer 
dans  les  équations  (399),  (323),  pour  obtenir  les  valeurs  complètement  déterminées 
des  deux  inconnues    Vo  f  ^o* 

Il  est  bon  d'observer  qu'en  vertu  de  la  formule  (3i8) ,  on  a 

(3a5)  — ■  =  -- 1 f-  = f--^=^<sm i— cos-   J  +  -ii-{cos sm-J. 

^^     '  as  ds*         V    ds         av  t(       v      a\  «./)         «,(        va       v) 

dJ 
Telle  est  la  valeur  générale  de  la  quantité    —  ,    c'est-à-dire ,  du  changement  de  cour- 
bure qu'éprouve  la  lame  circulaire  à  l'extrémité  de  l'arc    s  ,    dans  le  passage  de  l'état 
naturel  à  l'état  d'équilibre. 

Si,  dans  les  formules  (324)»  on  suppose 

(3a6)  a=z2nv, 

elles  donneront 

TTv 

Donc  alors  on  tirera  des  équations  (322) ,  (325)  et  (525) 

IIL*  ARN^B.  4i 
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(3i8) 

(328) 

^o  =  —  { 1  —  cos  —  )  4-  —  I  —  C08 sin  —  )  ; 

a7r\  X.  J        2n\v  v  v  l 

tT      \  dJ  i  j       ,      s 

(329)  :r  =  T~; —  ®'^  —  ' 

Lm  équations  (328)  et  (329)  déterminent  la  ûf^ute  que  prend  la  ligne  moyenn 
anneau  élastique  d'une  très-petite  épaisseur ,  lorsqu'à  l'aide  d'une  section  faite  per 
culairement  à  cette  ligne ,  on  la  transforme  en  une  portion  de  spirale  dont  les  extr 
sont  très-Toisines ,  et  qu'après  avoir  rendu  cos  extrémités  fixes,  on  laisse l'équilib 
tablir.  Si,  dans  la  dernière  de  ces  équations  ^  on  pose  ^  =  0,  4  =  frt,  ou  s  = 
on  trouvera 

C33o)  _  = -.. 

fis  27rv' 

Par  conséquent ,  dans  l'hypothèse  admise,  la  différence  entre  la  conrbure  de  la  spi 
la  courbure  primitive  de  la  ligne  moyenne  de  l'anneau  sera  la  même  aux  deux  extr 
de  la  spirale  que  dans  le  point  situé  h  égale  distance  de  ces  extrémités.  Celle  diff< 
est  d'ailleurs  indépendante  de  la  quantité  j  ,  c'esl-à-dire ,  du  déplacement  relatii 
extrémité  par  rapport  à  l'autre  mesuré  dans  le  sens  du  rayon     t . 

Si  la  lame  élastique  se  réduisait  à  un  demi-anneau ,  on  tirerait  des  formules  ( 
en  y  supposant    a  =  irv  , 

et  par  suilo  les  formules  (32  2) ,  (323) ,  (525)  donneraient 

ils  .     s\    ,      7r/-2i  (     /  s\         S    .    3        t\l$  .     J\  ) 

.          il                  s\    .     TTJ'Hi  {  .     s         s          s         4  /  s\) 

^o  =  -  1  —  cos-  H — - — r-isin cos i  — cos-    >  , 

(333)  -—  = L-L-.i_- —  ssm . 


(332) 
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(5i9) 
Si  le  rayon  v  deTenait  infiniment  grand ,  ou ,  on  d'autres  termes ,  si  la  lame  élastique 
était  droite,  les  formules  (3io) ,  (Sig)  »  (Ssai) ,  etc..  deviendraient  inexactes.  En  effets 
l'équation  (980)  n'entraîne  l'équation  (3 10)  que  dans  le  cas  où  le  rayon  ^  conserve 
une  valeur  finie.  Dans  le  cas  contraire  »  Téquation  (a8o)  se  réduit  à  ^o  ==&  o  ,  ou ,  ce 
qui  revient  au  méme^  à  la  seconde  des  formules  (33) ,  et  devient  identique  pour  une 
valeur  nulle  de  la  force  accélératrice.  Alors  aussi ,  en  faisant  coïncider  dans  l'état  na- 
turel la  ligne  moyenne  avec  l'axe  des  x  ,  on  trouve  t  =  o  ,  ê=zx,  Ç,  =  y, ,  «jo  =  ^o . 
et  il  faut  remplacer  les  équations  (3 10)  »  (3i  1)  par  les  formules 

(554)  4^  =  0.  (355)  4^=0, 

auxquelles  se  réduisent ,  quand  X  ei  Y  s'évanouissent ,  les  équations  (97) ,  (98)  du 
%  1.**.  Or,  en  intégrant  les  formules  (334)  et  (335)  de  manière  que  l'on  ait  1.*  pour 

Xs=zO 

(536)  ç.  =  o,        *ïo  =  o,         -^z=o, 

s/  pour    x  =  a 

(357)  ç*=i,     no—j.     -ir—^' 

on  en  tirera 

(558)  Ç.  =  i-.  (359)  fl.=j P-. 

L'équation  (339),  V^^  représente,  dans  l'état  d'équilibre,  la  ligne. moyenne  d'une  lame 
élastique  naturellement  droite ,  est  celle  d'une  parabole  cubique.  Ce  résultat  était  facile 
à  prévoir  d'après  la  forme  de  l'équation  (355). 

Si  Ton  suppose  en  même  temps  que  les  quantités     «R  ,   S  ,   P,   $     s'évanouissent, 
et  que  la  lame  courbe  se  meuve,  les  équations  (299) ,  (5oo) ,  (5oi)  et  (5o4)  donneront 

(w)         -'4=^.       '   ('*■)        -'='■'"'• 


d*I 


(        d(va,)  ) 

„,,,  A»/    dij     .    dx,   rfïj     ,     1    d'J\  (^  ds     ) 
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(  Sso  ) 

Dans  le  mémo  cas,  lei  formnles  (5o8),  qai  devront  être  vérifiéet  pour  nne  estf4nilé  libre' 
de  la  lame  élastique ,  deviendronl  respectiitament 

(544)  /  =  o.  (345)  "ë^^O' 


.  =  o  . 


II  importe  d'observer  qu'en  yeitu  de  Téquation  (540  I^  condition  (344)  pout  être  rem- 
placée par  la  suivante  : 

(34?)  "rf7^=^- 

La  valeur  de    /    tirée  de  la  formule  (34 1)  «  savoir, 
(348)  /  =  JLi;iîL, 

est  évidemment  très>petile  par  rapport  à  Texpression 

lorsque,  pendant  la  durée  du  mouvement,  les  quantités 

dt\    •  5FÎ 

restent  comparables  entre  elles.  Supposons  qu'il  en  soit  ainsi  ;  ce  qui  exige  que  la  valeur 
initiale  de 


ds  V 

demeure  très-petite ,  quand  on  la  compare  aux  valeurs  des  déplacements    7,  ^  ^o  •     Oot 
pourra ,  dans  la  combinaison  des  deux  formules  (348) ,  (349) ,  réduire  la  première  à 

(35o)  V  7  =  0, 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  à 
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(3»«) 

de  manière  que  la  condilion  (344)  soit  yérifiée  pour    j  =  o     cl  pour    s  =  a.     Si  d'ail- 
leurs OD  désigne  par    f{s)  et  ({s)     les  valeurs  initiales  de    Vo  et  de  ^o  • 

sera  la  valeur  initiale  de     1  ,     et  les  formules  (76) ,  (77)  du  Mémoire  sur  rapplication 
du  calcul  des  résidus  aux  questions  de  physique  mathématique  donneront 


(3d7)        i  =  — Scos— i ^       -" 


"-^/■""^k'w-^fw 


du  , 


le  signe     S     s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  positives  ou  négatives  de     n.     On 
tirera  ensuite  des  formules  (34o)  et  (34 1) 


Vo 


=/•(*)+"'/;/;  ^rf*'. 


(358) 
et 

(359)  o\  =  n>)+^f'JjcU^. 
OU ,  ce  qui  revient  au  même , 

(360)  7o  =  A«) 


HT!  t.* 


7i»7r'v'  +  fl* 


+  s 

et 
(56i) 


1  —  cos 


a(n'7r»t*  +  a*)'^  )  ^^' 


av 


a   %J  o  a  V  I 


ô.=f(.) 


1  —  cos 


a(n*7rn»  +  a»)^f 


at 


si„iîIi/'.inJlILJn,)_i-f(.)L.-. 


Il  est  facile  de  trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  fonctions    f{s)  et  ({s)     pour 
que  la  valeur  de    /    se  réduise  à  un  seul  terme ,  et  se  présente  sous  la  forme 


(362) 


7  =  —  cos 


afn'ïrH*  +  a*)^f     .      tins 

— i-^ — sm 

av  a 


n  désignant  une  valeur  particulière  de  n ,  et  0  une  quantité  constante.  En  effet  » 
pour  obtenir  cette  relation,  il  suffit  de  poser  t=zo  ,  dans  l'équation  (36b),  qui  donne 
alors 
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(5«5) 
(565)  /v(,)_^f(,)=^,îni»Jl. 

Ajoutons  que»  si  dans  les  formules  (SSy)»  (36o)»  (56 1)  on  substitue  la  valeur  de 

tirée  de  Téquation  (365) ,  savoir, 

G   .     nTTf* 
sin 


a  a 


ces  formules  coïncideront,  la  première  avec  Téquation  (56a) ,  et  les  deux  dernières  avec 
les  deux  suivantes  : 

.•:^,v  ^/ V    .    ^         îï^^'         (  n(n«irH>  +  a»)îf  )         tilts. 

(365)  *o  =  f  («)  +  G  -rr-T-; — Tl  *  —  ^^'  "^ ^— >sin . 

Les  équations  (564)  »  (565)  expriment  un  mouvement  régulier  do  la  lame  élastique  cir- 
culaire ,  dans  lequel  les  mêmes  vibrations  se  reproduisent  périodiquement^  la  durée  d'une 
vibration  étant  la  valeur  de    t    donnée  par  la  formule 

(566)  j^ =27r. 

Le  son  correspondant  à  un  mouvement  de  cette  espèce  a  pour  mesure  le  nombre  N 
des  vibrations  exécutées  pendant  Tunité  de  temps ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  la  valeur 

de    —    déduite  de  la  formule  (566).  Or  on  tire  de  cette  formule  «  en  écrivant    n    au 

lieu  de    n , 

puis ,  en  posant 


(568)  T~'^ 

on  en  conclut 

^569)  iV  =  Ji(n«+-^)\ 
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(  3a4  ) 
Dans  l'équation  (368),  w  représente  Tangle  au  centre  qui  correspond  à  l'arc  de  cercle 
avec  lequel  coïncide  la  ligne  moyenne  de  la  lame  élastique.  Si  l'on  veut  déduire  de  celte 
même  équation  les  nombres  de  vibrations  relatifs  aux  sons  les  plus  graves  que  puissent 
fournir  des  mouvements  réguliers  du  genre  de  ceux  dont  il  est  ici  question ,  il  faodra 
prendre  successivement  n  =  o,  n==i,  n=:a  ,  etc.. ,  et  l'on  trouvera  en  consé- 
quence ' 

(':»)  «^U^^"^)'-  «'U'+iPf-  "-U^+'^l  «-••• 

Si  la  lame  devenait  droite,  on  aurait     «-=  o  ,     et  la  première  des  équations  (Sjo), 
réduite  à 

coïnciderait,  comme  on  devait  s'y  attendre,  avec  l'équation  (laS). 

Si  la  ligne  moyenne  de  la  lame  est  un  arc  de  5o  degrés  (nouvelle  division) ,  on  aura 
V  =  ^ ,     et  les  formules  (370)  donneront 

(5,0         N  =  ^ygï.,         N  =  ±^,        'if^±^,        etc.. 
\  ^  ^  aa      4  9a      4  aa        4 

On  trouvera  de  même,  i.""  en  supposant  l'arc    a    de  100  degrés;  ou     v  =  —  , 

(372)         N  = !- —  ,  N  = î— ^,  N=^ !^-^  ,        etc.; 

^  '   '  aa     a  aa      a  aa      » 


2.**  en  supposant  l'arc    a    équivalent  à  la  demi -circonférence ,  ou    «-  =  ir , 

(373)         /V  =  — i/r,  A^  =  — i/T,  yv  =  — i/TS,         etc..  ; 

^   '    '  2a  ^  2a  ^  2a  ^ 

Sic 

3.°  en  supposant  Tare    a    équivalent  aux  trois  quarts  do  la  circonférence ,    ou    •*  =  —  » 

(574)         N  =  ^y^,         N  =  ^^.  ^  =  ±^^^,       etc.; 

^  '^'  aa      a  aa   a  aa      a 

4.*  enfin ,  en  supposant  l'arc    a    équivalent  à  la  circonférence  entière, 
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(5«5) 

(375)  iV=î:— v/r.  N  =  —  2\/T,         iV  =  — v/Ts  etc.... 

Il  Miit  de  la  formule  (36g)  qne  l'angle  «-  restanl  le  môme ,  obacun  des  sons  rendo»* 
par  une  lame  élastique  circulaire,  dans  le  genre  de  mouvement  que  nous  considi&rons , 
varie  en  raison  inverse  de  la  longueur  de  la  lame.  Si ,  au  contraire ,  la  longueur  a  de- 
meure constante  »  le  nombre  N  sera  d'autant  plus  grand ,  et  le  son  d'autant  plus  aigu 
que  l'angle  v  aura  une  valeur  plus  considérable.  De  plus  l'inspection  des  formules 
(571)  y  (37s),  (573),  (374)  f  (375)  conduira  immédiatement  aux  propositiotlr que  je  vaU 
énoncer. 

Si  Ton  courbe  plus  ou  moins  une  lame  élastique  »  de  manière  que  la  ligne  moyenne 
prenne  successivement  la  forme  d'un  demi-quart  de  cercle ,  d'un  quart  de  cercle ,  d'un 
demi-cercle,  de  trois  quarts  de  cercle,  ou  d'un  cercle  entier, 

1.*  le  son  le  plus  grave  rendu  par  le  cercle  eatier  sera  semblable  au  deiudèikie  son  du 
demi-cercle ,  et  plus  élevé  d'une  octave  que  le  premier  son  du  quati  de<  cercle  « 

^*  le  deuxième  son  du  cercle  entier  sera  plus  élevé  d'une  octare  qvele  preorfet*  nmtén 
demi-cercle , 

3.*  le  troisième  son  du  cercle  enlier  ser^  plus  élevé  d'une  octave  que  le  premier  son  de* 
l'are  équivalent  aux  trois  quarts  de  la  circonférence , 

4.*  le  deuxième  son  du  quart  de  cercle  sera  plua  élevé  d'une  octave  que  le  premier  sen  du 

^emi-quart  de  cercle , 

» 

etc«t««« 

En  général,  parmi  les  sons  que  rendra  le  cercle  entier,  ceux  qui  correspondront  à  des 
'nombres  pairs  seront  plus  élevés  d'une  octave  que  les  divers  sens  rendus  par  le  denii- 
cercle,  ceux  qui  correspondront  à  des  nombres  miikiples  de  3  seront  plus  élevés  d'une 
octave  que  les  sons  rendus  par  l'arc  équivalent  iiux  trois  quarts  do  lacirconfiirencey.en-r 
fin  ceux  qui  correspondront  à  des  nombres  multiples  de  4  seront  plus  élevés  de  deux. oc- 
taves que  les  divers  sons  rendus  par  le  quart  du  cercle. 

Remarquons  encore  que  les  déplacements  '/«  et  ^o  $  déterminés  par  les  équations 
(364)  c^  (365) ,  deviendront  indépendants  du  temps  t ,  le  premier  pour  les  valeurs  de 
$    propres  à  vériCer  la  formule 

(376)  COS =0, 

le  second  pour  les  valeurs  de     $    qui  vérifieront  la  formule 

III.'ARRéE.  4; 


Digitized  by 


Google 


SUR  L'ÉQUILIBRE  ET  LE  MOUVEMENT 

D'UNE  PLAQUE  SOLIDE. 


T-  jgQgcsw 


§  1.*'  Considérations  générales 


Considérons  une  plaqae  solide  qui ,  dans  Tétat  naturel ,  se  trouve  comprise  entre  deux 
surfaces  courbes  très-voisines  l'une  de  l'autre.  Supposons  d'ailleurs  qu'après  un  chaa- 
gement  de  forme  de  cette  plaque  on  applique  aux  molécules  qui  la  constituent  des  forces 
accélératrices  données  et  aux  surfaces  qui  la  terminent  des  pressions  extérieures  nor- 
males à  ces  surfaces.  EnCn  rapportons  tous  les  points  de  l'espace  à  trois  axes  rectangu- 
laires des    w  ,  y ,  z  t     et  soient ,  dans  l'état  d'équilibre  ou  de  mouvement  de  la  plaque^, 

m     une  molécule  quelconque , 

^  f  y  »  ^    les  coordonnées  de  cette  molécule , 

p     la  densité  de  la  plaque  au  point     [x^y,  z) , 

V    la  force  accélératrice  appliquée  à  la  molécule    m  , 

p\  p" ,  p'''     les  pressions  ou  tensions  exercées  au  point     {x,y,z)     contre  des  plans 

perpendiculaires  à  l'axe  des     x  ,     à  l'axe  des    y    et  à  l'axe  des     z  , 
A  p  F ,  E    les  projections  algébriques  de  la  pression  ou  tension    p' 
F  9  B  ,  D    les  projections  algébriques  de  la  pression  ou  tension    p" 
EfD,C    les  projections  algébriques  de  la  pression  ou  tension    p" 

On  trouvera,  s'il  y  a  équilibre  [voyez  la  page  i6j], 


sur  les  axes 
coordonnés. 


dx   '^  dy   '^    dz 


4-p^  =  0, 


(0 


dF         dB         dD     ,      ^       ^ 

^  +  -37  +  — +P^=^' 


dE 
dx 


dD 


dC 


pZ  =  0. 


dy      *     dz 
Si,  au  contraire,  la  plaque  se  meut,  alors,  en  désignant  par    ^    la  force  accélératrice 
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capable  de  produire  le  mouTement  effectif  de  la  molécule     m,     et  par     ^  ,   7,   ^ 

les  projections  algébriques  de  cette  force  sur  les  axes  coordonnés ,  on  trouvera  [vojqz  1^ 
page  166] 

dj   ^  dF    ,    dE    ,     ,y       ^, 

i 

rf£        rfD         rfC 

Dans  l'un  et  l'autre  cas ,  si  l'on  nomme 

0^  f  p  t  y    les  angles  con^ris  entre  les  demi-axes  des  coordonnées  positives ,  et  un  autre 
demi-axe     00^     mené  arbitrairement  par  le  point     {x,j,z), 

p    la  pression  ou  tension  exercée  au  point     {x,jr,z)     contre  le  plan  perpendiculaire  k 
ce  demi-cpce  et  du  côlé  qui  le  regarde, 

>9  fft,  V    les  aqgles  formés  par  la  direction  de  la  force    p    avec  liçs  dttmi-axes  des  co- 
ordonnées positives,  on  aura  [voyez  la  page  16a] 


(5) 


^  pCO8X  =  ^CO5a  +  -^COSp-(-jBC0S7  , 
pC08/x=FcOSa-f.Bc09p  +  ^^^^7  f 
\      pC09v  =  Ec0Sa-f.Z)cO9p+CC0S7  . 


Enfin ,  si  l'on  suppose  le  point  {x,jr,  z)  situé  sur  Tune  des  surfaces  «ourbes  qui  ter- 
minent la  plaque,  et  si  l'on  fait  coïncider  le  demi-axe  00'  avec  la  normale  à  ceUe 
surface ,  les  valeurs  précédentes  de  ;3Cos>  ,  ;3C0Sfx ,  pcosv  devront  se  confondre  ,  au 
signe  près,  avec  les  projections  algébriques  de  la  pression  extérieure  appliquée  h  celte 
surface  dans  une  direction  normale.  Donc ,  si  Ton  désigne  alors  par  P  la  pression  ex- 
térieure correspondante  au  point     (a?,  7,  z) ,     on  aura  encore 

/      ^COSa  +  Fc0Sp  +  -^C0Sy=r — PcoSa, 

(4)  <     f  cosa  +  5cosp-|-'^cos7  =  — Pcosp, 

^     Ecosa  4-/>cosp  +  <7cos7=  —  P.C0S7 . 

On  ne  doit  pas  oublier  que  ces  dernières  formules  subsistent  seulement  pour  les  points 
situés  sur  les  surfaces  ci-dessus  mentionnées. 
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Il  reste  à  faire  voir  comment  des  équations  (i) ,  (s)  et  (4)  on  peut  déduire  celie&  qui 
déterminent  à  un  instant  quelconque,  dans  l'état  d'équilibre  ou  de  mouvement ,  la  forme 
de  la  plaque ,  et  en  particulier  les  divers  changements  de  forme  de  la  surface  courbe  qui 
divisait  primitivement  l'épaisseur  de  la  plaque  en  deux  parties  égales.  Toutefois ,  comme 
la  détermina tioi;  de  cette  surface,  que  nous  appellerons  surface  moyenne,  s'effectue  de 
diverses  manières,  et  entraîne  des  calculs  plus  ou  moins  étendus,  suivant  que  l'on  con- 
sidère une  plaque  élastique  ou  non  élastique  ,  d'une  épaisseur  constante  ou  d'une  épais- 
seur variable ,  nous  renverrons  le  développement  de  ces  calculs  aux  paragraphes  suivants. 


§  s.  Equations  (Véquilibre  ou  de  mouvement  <Vune  plaque  naturellement  plane  et  d'une 

épaisseur  constante. 

Concevons  que ,  dans  l'état  naturel  de  la  plaque ,  les  deux  surfaces  courbes  qui  la 
terminent  se  réduisent  h  deux  plans  parallèles  séparés  l'un  de  l'autre  par  une  très-petite 
distance.  Désignons  par  2e  cette  distance  ou  l'épaisseur  naturelle  de  la  plaque,  et 
prenons  pour  plan  des  x  ,  jr  celui  qui  divisait  primitivement  cette  épaisseur  en  deux 
parties  égales.  Supposons  d'ailleurs  que,  dans  le  passage  de  l'état  naturel  à  l'état  d'équi- 
libre ou  de  mouvement,  les  déplacements  des  molécules  soient  très-petits.  La  surface 
moyenne ,  après  avoir  coïncidé  dans  l'état  naturel  avec  le  pion  des  x  ,  y  ,  se  courbera, 
en  vertu  du  changement  de  forme  de  la  plaque;  mais  son  ordonnée  restera  très-petite. 
Représentons  par  /{^^y)  cette  ordonnée.  Soient  de  plus  x^y,  z  les  coordonnées 
d'une  molécule  quelconque  m  de  la  plaque ,  et  s  la  différence  entre  les  ordonnées 
^  <  fi^fj)  comptées  sur  une  même  droite  perpendiculaire  au  plan  des  x,  y  ^  en 
sorte  qu'on  ait  généralement 

(5)  z  =  /{x,y)+s. 
Soient  enfin 

(6)  X  —  Ç,        ^— »î,         i  —  Ç 

les  coordonnées  primitives  de  la  molécule  m.  ^  ,  rt ,  ^  seront  des  fonctions  de  x  , 
y,z,  qui  serviront  à  mesurer  les  déplacements  de  cette  molécule  parallèlement  aux  axes; 
et,  si  l'on  considère  ces  déplacements  comme  infiniment  petits  du  premier  ordre,  la 
fonction  f[^*y)  sera  encore  une  quantité  infiniment  petite,  ainsi  que  ses  dérivées 
relatives  à  x  et  à  y.  Il  est  aisé  d'en  conclure,  par  des  raisonnements  semblables  h 
ceux  dont  nous  avons  fait  usage  dans  l'article  précédent  [page  s48]»  que,  si  l'on  veut 
prendre  pour  variables  indépendantes    x  ^  y  eï  s    au  lieu  de     x  ^  y  eX  z  ,     il  suffira 
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ire  dans  les  formules  (i)  et  (a)  la  lettre     «     à  la  place  de  la  lettre     s.     Ajoutons 
dans  cette  hypothèse,  les  formule»  (98)  de  la  page  166  continueront  de  fournir  des 
irs  très-approchées  de    X>'   êT>   %'     Par  suite  on  troufera ,  en  supposant  que.  la 
le  reste  eu  équilibre , 

d^    ,    dF    ,    dE    ,      ^ 


dx  dy  da 

dF     .     dB     .     dD    ,      ^ 

f  — -+pF  =  o, 


dx  dy  ds 

dE     ,     dD     ,    dC 


+  pZ=o, 


da  dy  ds 

u  supposant  que  la  plaque  se  meuve , 

dA     .    dF         dE  d-^ 

TT  +  "57  +  77  +  P  ^  -  ^  7F  ' 

dE         dD     ^    dC     ^      „  </*Ç 

7r  +  -^+"7r  +  p'^-^7F- 

it  aux  formules  (4) ,  il  résulte  des  suppositions  admises  qu'elles  donneront  à  très- 
)rè8  pour    s  =  —  i  ,     et  pour    *  =  t , 

£=0,         Z)  =  o.         C  =  —  P. 

ffet ,  dans  l'état  naturel ,  la  plaque  était  renfermée  entre  deux  plans  parallèles  au 
des     X  ,  y    et  représentés  par  les  équations 


m  vertu  des  déplacements  infiniment  petits  des  molécules ,  ces  deux  plans  se  trans- 
3nt  en  des  surfaces  courbes  dont  ils  différent  très -peu.  Donc,  si  Ton  désigne  par 
,  7  les  angles  que  forme  la  normale  à  l'une  de  ces  surfaces  avec  les  demi-axes  des 
et  z  positives,  on  aura  sensiblement,  c'est-à-dire,  en  négligeant  des  quantités  îb- 
ent  petites , 

C0Sa=:0y  C0S^  =  0y  C0SY=I. 
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Il  est  d^ailleim  éTident  qm  ces  dernières  formules  permettront  de  rédnire  les  Aquationt 
(4)  aux  équations  (9).  Enfin ,  comme  une  droite  primitivement  perpendionhnre  au  {rfna 
des  0,7»  et  propre  à  mesorer  la  demi-épaisseur  de  la  plaque  dans-  l'état  natard , 
changera  très-peu  de  longueur  ot  de  direction  en  vertu  des  déplacements  des  molécuteai^ 
il  est  clair  que ,  dans  l'état  d'équilibre  ou  de  mouvement ,  —  i  ,  +t  seront  à  très- 
peu  près  les  valeurs  de    s    correspondantes  aux  deux  surfaces  qui  termineront  la  plaque. 

Concevons  maintenant  que»  dans  les  formules  (7)  et  (9) ,  on  développe  les  quantités 

A,      B,      Cl  D.      E,      F;  X.       F,      Z. 

considérées  comme  fonctions  de  x ,  y  ei  s  ,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la 
variable    s  ;     et  soient  en  conséquence 

(la)  ^=:iio+irf,#+iia  — +...,  B  =  Bo+B.#+B,^+...,  C  =  Co+C,«+C,— +054-+...; 
^  2  a  a  D 

(i4)  -x=-ïo+-x.#+Ar.^+...,  y=yo+r.*+y.Y+-»  z=2«+z.i+z.^+ 

Supposons  d'ailleurs  constantes  la  pression  P  et  la  densité  a  relative  l  l'état  naturel 
de  la  plaque.  La  densité  p  ,  infiniment  peu  difi*érente  de  A  ,  pourra  elle-même  être 
regardée  comme  constante,  et  les  formules  (7) ,  qui  doivent  subsister,  quel  que  soit  s , 
donneront 

mais  les  formules  (9) ,  qui  doivent  être  vérifiées  seulement  pour  4  =  —  î  et  pour 
s  =  î  ,     donneront 
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(i6)  (    Do-\-D,  —  +  elc.=o.  D^-^Di^  +  elc.=o, 

C.  +  C  — +  etc.  =  — P,      C.  +  Ci^+ete.=o, 
a  o 

Il  est  important  d'obserrer  que ,  dans  les  formules  précédentes ,  les  quantités 

Fo,       ^o,        />o, 

^O    ,  Do   9  Co    , 

et 

(l8)  A^o  •        1  o  »       ^o 

représentent  i.**  les  projections  algébriques  des  pressions  ou  tensions  exercées  contre  dos 
plans  perpendiculaires  aux  axes  coordonnés  en  un  point  de  la  ligne  moyenne,  2.''  les  pro- 
jections algébriques  de  la  force  accélératrice  appliquée  au  môme  poinL 

Il  reste  à  montrer  ce  que  deviennent  les  formules  (1 5)  et  (16)  dans  le  cas  où  la  quan- 
tité t  est  très-petite.  Or,  si  l'on  néglige  dans  une  première  approximation  tous  los 
termes  qui  ont  pour  facteur  t' ,  comme  on  devra  le  faire  effectivement  si  »  la  quantité 
i  étant  du  même  ordre  que  les  déplacements  i ,  n  ^  K ,  on  attribue  au  temps  t 
une  valeur  peu  considérable,  on  tirera  des  formules  (16) 

(49)  ^0  =  0,     Do  =  o,Co  —  —  P;         E,  =  o,     D,  =  o,     C\=o, 

puis  des  formules  (i5) 

dAo     ,     dFo     ,      Y  ^^"     I     ^^o     i      V 

(91)  Z,  =  o. 

Les  formules  (20)  expriment  les  relations  qui,  dans  le  cas  d'équilibre,  subsistent  eu  chaque 
point  de  la  surface  moyenne  entre  les  projections  algébriques  de  la  force  accélératrice 
appliquée  à  ce  point  et  des  pressions  e?:ercées  contre  des  plans  perpendiculaires  aux  axes 

lil.*  ARFÉE.  43 
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d<:s  a;  et  /.  Quanta  la  formule  (21],  clic  indique  qu*une  plaque»  natureliemenl  plane , 
(ït  d'une  épaisseur  constante  nuis  très -petite ,  no  peut  rester  en  équilibre,  après  un 
cliangement  do  forine  presque  insensible,  à  moins  que  les  forces  accélératrices  ne  soient 
dirigées  à  très-pou  près  suivant  des  droites  parallèles  aux  plans  qui  terminent  la  plaque. 
(Vest  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir. 

Supposons  h  présent  que  la  quantité  i  ,  quoique  fort  petite ,  devienne  très-supérieure 
aux  valeurs  numériques  des  déplacements  Ç  ,  >i ,  C.  Pour  obtenir  une  approximation 
nouvelle ,  il  suflira  de  conserver  dans  les  formules  (i5)  et  (16)  les  termes  proportionnels 
au  carré  de  t  ,  en  continuant  de  négliger  les  puissances  de  t  d'un  degré  supérieur 
au  second.  Or,  en  opérant  ainsi,  on  tirera  des  formules  (16) 


(22) 


fc'.  =  — -A\.         0,  =  —  -/).,         C,  =  —  P  —  -C,. 

3  2  2 

!  /^.=-ï^-  ^'^-ï^-  ^''=-^^3. 


Ou  conclura  d'ailleurs  des  formules  (i5),  en  supprimant  dans  la  valeur  de      C\      les 
termes  proportionnels  au  carré  de     i  , 

Par  suite  on  aura  ,  en  conservant  dans  le  calcul  les  quantités  de  Tordre  de     t' , 

et  celle  des  formules  (i5)  qui  contient    Z„     donnera 
Il  est  important  d'observer  que  les  six  quantités 
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renfermées  dans  les  premiers  membres  des  équalions  (20)  et  (27) ,  sont  les  seules  qui 
entrent  avec  la  variable  s  et  la  constante  t  dans  les  valeurs  approchées  des  pres- 
sions ou  tensions    ^ 

A,       B,       C;  D,       E,       F 

quand  on  pousse  Tapproximalion  à  l'égard  de  A  ,  F  ,  B  jusqu'aux  termes  qui  sont 
du  même  ordre  que  i  ,  et  à  l'égard  de  E  ,  D  ,  C  jusqu'aux  termes  qui  sont  de 
l'ordre  de     t'.     En  effet,  les  valeurs  approchées  dont  il  s'agit  sont  respectivement 

(28)  A  =  Ao  +  A,s,         F  =  Fo  +  F^s.         B=^Bo  +  B,s, 

/ 
et 

(29)  E  =  E.  +  E.^  =  E,{^i-Çj  ,         /)  =  /),  +  />. -il  =  Oo(i-^)  . 

(30)  C  =  Co  +  C\  —  . 
ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(32)  C  =  _/>4.^pZ,(t»  — «»). 

Les  équations  (ao)  et  (27)  sont  les  seules  qui,  dans  le  cas  d'équilibre  de  la  plaque 
solide ,  subsistent  pour  tous  les  points  de  la  surface  moyenne.  Supposons  maintenant  la 
plaque  terminée  latéralement ,  dans  son  état  naturel ,  par  des  plans  perpendiculaires  au 
plan  des  x  ,  y  ,  ou  par  une  surface  cylindrique  dont  les  génératrices  soient  parallèles 
à  l'axe  des  z .  Si  cette  surface  cylindrique  est  soumise  à  une  pression  normale  (j^  dif- 
férente de     P,     alors ,  CQ  désignant  par 

a,         p         et         7  =  — 

a 

les  angles  que  forme  avec  les  demi-axes  des  x  ,  j  ei  z  positives  la  normale  à  la  sur- 
face cylindrique  prolongée  en  dehors  de  la  plaque ,  et  remplaçant ,  dans  les  équations  (4), 
P  par  ($ ,  C0S7  par  zéro ,  on  trouvera ,  pour  tous  les  points  situés  sur  le  contour  do 
la  plaque, 
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(33)  ^co8a-[-Fcosp  =  — ^i^cosa,    Fcosa  +  iîco»p  =  — $cosS,    EcoèoL+  Dcosp  =  o; 
puis,  en  combinant  les  équations  (33)  avec  les  formules  (28)  et  (29)  »  on  en  conclura 

(34)  (^o4-ï')coSa  +  /ï'„cOS?  =  0,  F.C0Sa4.(5,4.$lc08p  =  0, 
(55)                                /i.C08a4-/ï',C08P  =  0,  F.COSa  +  ^.COSp  =  O  , 

et 

(36)  EoCoin  +  DoCosp  =  o  , 

OU ,  ce  qui  revient  au  même , 


('')    i^+^+'^-h'+i^+^+'^h'- 


o. 


Les  cinq  condilions  exprimées  par  les  formules  (34)  »  (35)  et  (^7)  devront  être  remplies 
pour  tous  les  points  situés  sur  des  portions  libres  de  la  surface  cylindrique  qui  terminent 
latéralement  la  plaque  donnée.  Quant  aux  points  situés  sur  des  portions  fixes  de  cette 
même  surface ,  ils  devront  satisfaire  à  d'autres  conditions  que  nous  allons  faire  connaître. 

Soient 

S^  ^a  ^1 

(38)  ç  =  Ço+5.«+ç.  —  +  ... ,     «  =  >ï.+'ï.«+iï.  —  + ... ,     ç  =  ç.+ç,*+ç.  —  + ... 
^     /  a  a  a 

les  développements  de  Ç ,  >j ,  2;  considérés  comme  fonctions  de  x^  y  ci  s  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  la  variable  s  *  Se  »  I0  >  (o  représenteront  les  déplacements 
du  point  {x,j)  de  la  surface  moyenne  mesurés  parallèlement  aux  axes  coordonnés; 
et,  en  négligeant  dans  les  valeurs  de  E  ,  n  »  C  les  termes  proportionnels  au  carré  de  i , 
on  aura  simplement 

(39)  ♦     Ç  =  Ço  +  Çi5,  nz=vio  +  nt8f  C  =  Ço+5«'- 

Cela  posé,  admettons  qu'une  portion  de  la  surface  cylindrique,  qui  terminait  latéralement 
la  plaque  prise  dans  l'état  naturel ,  devienne  fixe,  ou  plutôt  que,  parmi  les  points  situés 
sur  une  portion  de  cette  surface  ,  ceux  qui  appartiennent  au  contour  de  la  surface  moyenne 
deviennent  fixes,  les  autres  étant  assujétis  de  manière  que  chacun  d'eux  se  trouve  tou- 
jours placé  sur  une  même  génératrice  de  la  surface  cylindrique.  On  aura,  pour  les  points 
situés  sur  la  portion  fixe  de  celte  dernière  surface,  non-seulement 

(4o)  5o  =  0 ,  >ïo  =  0 ,  Ço  =  0  , 


Digitized  by 


Google 


(557) 
mais  encore     Ç  =  o  cl  «i  =  o  ^     quel  que  soit     r .     Par  suite  on  tirera  des  formules  (3g) 

(40  ït  =  o,  »ï,  =  o. 

Dans  le  cas  parliculier  où  la  plaque  solide  est  rectangulaire  et  terminée  latéralement 
par  des  plans  perpendiculaires  aux  axes  des  x  et  ^ ,  les  formules  (34) ,  (3J5)  et  (37) 
donnent  1.®  pour  les  points  situés  sur  la  surface  supposée  libre  de  Tun  des  plans  perpen- 
diculaires à  Taxe  des     x , 

(4s)  Ao  +  '£  =  o.  F.  =  o, 

(43)  ^.  =  0,  F.  =  o, 

(M)  ^+^  +  '^-  =  »- 

».*  pour  les  points  situés  sur  la  surface  supposée  libre  de  l'un  des  plans  perpendiculaires 
k  l'axe  des    j , 

(45)  Bo  +  9  =  o.  F,  =  o, 

(46)  Bt  =  o,  F,  =  o, 

(47)  -^  +  -^+''^'  =  °- 

Si  l'on  yeut  considérer  la  plaque  solide,  non  plus  dans  l'état  d'équilibre  »  mais  dans 
Tétat  de  mouvement;  il  faudra ,  dans  les  équations  (20) ,  (37)  et  dans  la  formule  (37) , 
remplacer  les  quantités 

(48)  JTo,    X,;        n;     Y,.       Z,.    Z,,    Z, 

par  les  différences 

(49)  ^•— 7p"'^'— "57^'^*"7F'    "^77^*^    TF' ^'"HF'^^'^lû^' 

Cela  posé,  on  tirera  1.^  des  équations  (so) 

._  X  dAo    ,     ''-^o    ,      y  rf*5o  dFo    ,    dBo    ,      «.  rf*»o 


rfa;     ^     «^     ^    "^      •        "^    rff     '  (/«       '      dy        '    "^     "        «^    rft» 

a.*  de  l'équation  (97) ,  on  réduisant  le  polynôme 
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(  338  ) 
an  seul  terme     ç„ , 

5.*  de  la  formule  (57) 

Ajoutons  que ,  dans  le  cas  du  mouvement ,  les  valeurs  de     E  ,  D  ,  C     fournies  par  les 
équalions  (5])  et  (Ss)  deviendront 

(54)  6  =  -P4-|p(^.— ^)(t--0. 

Supposons  maintenant  que  la  plaque  donnée  devienne  élastique ,  et  que  son  élasticité 
soit  la  même  dans  tous  les  sens.  Alors,  en  adoptant  les  principes  énoncés  dans  Tun  Aes 
précédents  articles  [pages  177  et  178],  et  prenant  x  ,  jr,  z  pour  variables  indépen- 
dantes ,  on  trouvera 


dx 


(55) 


dy 


(tz 


a     \dz         dy  j  a     \dm        dt  j  2     \dy         dx  j 


h  ,  K    désignant  deux  quantités  constantes ,  et     u     la  dilatation  du  volume  donnée  par 
l'équation 


(56) 


■~  «te  **"  fl>  "^  rfî  ' 


Par  suite ,  si  l'on  fait  pour  plus  de  commodité 
(57)  k-\-K  =  BK, 
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(  359  ) 
,  si  l'on  prend  pour  variables  indépendantes     x  ,  y ,  s     au  lieu  de     x  ,  jr ,   z  ,     on 

ira 

^K~^  dx'^  dj'^  ds  '      K~  dx'^     dy  '^  ds  '      K~  dx^  dy'^     ds 
.8) 

K~    3     [ds  '^  dy)  '     K~     2     [dx'^dsj'      K~     a     \dy  ^  dx) 

Lorsque ,  dans  les  formules  (58)»  on  substitue  aux  fonctions     A  ^  B  ^  C  ,  D  ,  E  ,  F 
,  TU,  K     leurs  développements  ordonnés  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  variable 
alors ,  en  égalant  entre  eux  les  coeflicients  des  puissances  semblables  de     s  ,     on 
ouve 


'9) 


iD„_  0-1/        rfç.  \       ^<._  0-1  /     ,  rfç.\       F.  _e-i/rfç,       rfD„\ 

/^-e'^S'a.iil.j.c      -®i-''«'j-oiîi^c     ^-''«•4.'''''a.er 
»o)  I  • 

lis,  en  combinant  les  formules  (69) ,  X60)  avec  les  équations  (19) ,  on  ea  conclut 

'  dx  dy  9  \dx    ^    dy  )  * 


i3) 
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(64) 


(54o) 
Donc  »  81  l'on  fait  pour  abréger 


(65) 
on  aura 


(60) 


et 


(67) 


ou ,  ce  qui  revient  au  même , 


(68) 


F.=  — pft' 


6      rf'gp 
fl+i    daxiy 


Gela  posé,  les  équations  (so)  et  (37)  qui  sont  relatiresà  l'équilibre  d'une  plaque  solide, 
donneront ,  pour  une  plaque  élastique , 


/rf'g.  ■     «  9  rf'g.    ,     1  6  +  a  d^vo\   ,    y  _ 

[da,'  ■*■  a  e  +  i  rf/'   ***  a  O  +  i  dxdj  J  "*"  "^^  ~  °  ' 

,d^n,  .  0  rf'.,          .  0+a  rf'6„x             _ 

l    "  Uj-'  ^a  9+1  ri^r'    ^  a  O  +  i  rf«fy^^     •~*^' 


(69) 


et 
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(  541  ) 
De  plus ,  en  vertu  des  formules  (34)  »  (35)  et  (37) ,  combioées  avec  les  équations  (66)  et 
(68) ,  on  aura,  pour  tous  les  points  situés  sur  une  portion  libre  du  contour  de  la  plaque 
élastique , 

ÛV(-- h -7 7-JcOSa^ [- ^)cosf>>  =  — {- TjcOSa, 

(71)  ; 

(7«) 

>  rfy'  9+1       <te*  '  9+1      rfavfy 

Au  contraire ,  pour  tous  les  points  situés  sur  une  portion  fixe  du  contour  de  la  plaque , 
les  valeurs  des  inconnues  Ço  »  no  >  ^o  devront  satisfaire  non-seulement  aux  conditions 
(4o) ,  mais  encore  aux  formules  (4i)f  ou ,  ce  qui  revient  au  même,  aux  deux  suivantes: 

Dans  le  cas  particulier  011  la  plaque  élastique  est  rectangulaire  et  terminée  latéralement 
par  des  plans  perpendiculaires  aux  axes  des  a;  et  j",  les  formules  (71)»  (7s)»  (73) 
donnent  1.®  pour  les  points  situés  sur  la  surface  supposée  libre  de  l'un  des  plans  perpen- 
diculaires à  l'axe  des     £c  , 

/  c\  ^«/^5o     ,        i        diio\         ifP         ,-.\  dlo     ,     dvio 

(75)       n^+-ô7r-^)=7iT-^)'     — ■^^=="' 

(77)  -(^'*-ï^)=^.. 

9.*  pour  les  points  situés  sur  la  surface  supposée  libre  de  l'un  des  plans  perpendiculaires 
h  Taxe  des    j^ , 

III.*  ANNÉE.  44 
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(S40 

(79) 


\ 


=  0, 


(8o) 


Si  l'on  désigne  par    »    la  somme  des  deux  premiers  termes  compris  dans  la  valeur  ■ 
de    V    [voyez  la  formule  (56)] ,  et  si  l'on  pose  en  conséquence 


(8.) 


_dl        dn 


»  exprimera  évidemment  la  dilatation  superficielle  qu'éprouve ,  en  vertu  do  changement, 
de  forme  de  la  plaque ,  le  plan  mené  par  le  point  (s  ^  {  ,  ^  —  »)  parallèlement  au 
plan  des    x  ,  y.    Si  d'ailleurs  on  représente  par 


(8f) 


1» 


»  =:  If.  +  *!*  +  »» +  €lC...  , 


le  déFeloppement  de    »    considéré  comme  fonction  des  Tariables    x,  jr,  s  ,    sdiTabC 
les  puissances  ascendantes  de    « ,     on  aura 


(83) 


et  les  formules  (66) ,  (67)  donneront 


(85) 


(86) 
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(545) 


Dejilus,  les  équations  (69)  deriendront 


(87) 


+  A",  =  o  , 


^H^+^W'+'^^\+y-=" 


et  Ton  conclura  de  ces  dernières ,  en  les  combinant  par  voie  d'addition ,  après  avoir  dif- 
férencié la.  première  par  rapport  à    x  ,    et  la  seconde  par  rapport  à    j , 


</« 


''j' 


E^fin  Téqualion  (37)  donnera 

Lorsqae,  dans  la  formule  (89) ,  on  remet  pour     »,     sa  valeur  tirée  de  Téquation  (84) , 
on  te  trouve  immédiatement  ramené  à  la  formule  (70). 

^i  Ton  veut  considérer  la  plaque  élastique ,  non  plus  dans  l'état  d'équilibre,  mais  dans 
Tétat  de  mouvement ,  il  faudra ,  dans  les  équations  (69)  »  (70) ,  (87) ,  (88) ,  et  dans  les 
formules  (73),  (78),  (81),  remplacer  les  expressions  (48)  par  les  expressions  (49)*  Cela 
posé»  on  tirera  i.«  des  équations  (87)  et  (88) 


(90) 


(91) 


\  ito»  "^  <y«  y  "*■  ito   "*"  i(r        dt*    ' 


8.*  de  l'équation  (70)  »  en  réduisant  le  polynôme 
lu  seul  terme    (o  » 
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De  plus,  en  substituant  aux  quantités    Xr  ^  T^  ^    dans  les  formules     (75)9  (78) »  (81), 
les  binômes 

ou  plutôt  les  valeurs  approchées  de  ces  binômes  obtenues  à  Taide  de  TéquatioD  (9s)  » 
savoir  y 


^ 


on  trourera 


rfx'      '    dxdy*f  *     dm 

(95)  "*(^r^  +  -^)=-^'+-^' 

Dan*  le  cas  particulier  où  la  force  accélératrice  r  devient  constante ,  les  formalet  (91) 
et  (99)  se  réduisent  à 

(97)  "  T(";ter+»lteT^+-^J+-rfF"-'^- 

Si  cette  même  force  accélératrice  s'éTanouit,  la  formule  (97)  donnera  (implemeot 

Si  d'ailleurs  on  considère  un  corps  élastique  comme  un  système  de  molécules  qui  agitswi 
Tune  sur  l'autre  à  de  très -petites  dislances»  alors,  en  supposant  que  Télasticité  reste  k 
même  dans  tous  les  sens ,  et  que  les  pressions  supportées  par  la  surface  libre  da  corps 
dans  Tétat  naturel  se  réduisent  à  zéro,  on  obtiendra,  entre  les  constantes  désignées  par 
k    et  par    K    dans  la  formule  {h^) ,  la  relation 


I 
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(845  ) 

(99)  *='»^- 

Oa  aura  doDC  par  suite     0  =  3,     et  Ton  tirera  des  équations  (90) ,  en  attribuant  des 
valeurs  nulles  aux  forces    X, ,  l'a , 


Ci  00) 


(5/rf'e.   ■   rf'g.\  ■  5  rf».  )_  rf'g. 

(  8  V  «te*    "^    rf/'/  "^  8     dx  )         df    ' 
(5  /</'»).     .     d*r,o\       5    rf».  )        rf'g. 


Sans  la  même  hypothèse ,  si  les  pressions  P ,  $  s'éranouissent  avec  la  force  7  , 
les  formules  (71),  (73),  (gS)  donneront,  pour  les  points  situés  sur  des  portions  libres 
de  la  surface  qui  termine  latéralement  la  plaque  élastique , 


(101) 


(loa) 


f— 21^ ]<iO$a+--{— — ^ — -)C0SP  =  0  , 

\dx  ^     dy  J  ^  %\  dy    ^   dx  J       "^ 

( -p— 4- —  — 7— Icosa  + -r  T^T" Cosp  =  0  , 


f — —4- icosP4- —  co8g  =  o , 

\  dy*    ^4     «te*  r"'*^^  4    dxdy 


Si  la  plaque  éiaslique  était  rectangulaire  et  terminée  latéralement  par  des  plans  perpen- 
diculaires aux  axes  des  se  et  j  »  les  formules  (loi),  (102),  (^o*^)  donneraient  i.*pour 
la  surface  supposée  libre  de  l'un  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des    x  , 


«^*  4      ^"  '  dxdj 


'=0 
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(546) 
s.*  pour  la  surface  suppoaée  libre  de  Tun  dea  plana  perpendiculairea  à  Taxe  dea    r. 


<f'C.     .     »    rf'Ç.  rf'Ç. 


('«8)  ^b:T-  +  T-^^  =  o 


•  =.0 


4    db»  r/df4r 

Il  est  boa  d'obserTer  qu'en  vertu  de  la  seconde  des  équations  (loS)  ou  (io8) ,  la  condi- 
tion (io6)  pourra  être  réduite  à 

("»)  ^■^î~  =  ®' 

et  la  condition  (109)  à 

La  plupart  des  équations  établies  dans  ce  paragraphe,  et  particulièrement  les  formules 
(30) ,  (17) ,  (34) ,  (35) ,  (36) ,  (5o) .  (50  »  (9^)  »  (9-0  »  (9«)  »ont  extraites  d'un  Mémoire 
que  j'ai  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le  jE>  octobre  i8s8.  Ces  mômes  formules, ou 
du  moins  celles  que  l'on  en  tire  en  posant  0  =  3,  se  sont  trouvées  d'accord  avec  les 
formules  contenues  dans  le  Mémoire  do  M.  Poisson ,  qui  était  sous  presse  à  cette  époque , 
et  qui  vient  de  paraître.  Toutefois  aux  conditions  (74)  9  dont  la  première  entraine  la 
seconde ,  lorsqu'on  a  égard  à  la  dernière  des  formules  (4o) ,  M.  Poisson  a  joint  une  troi- 
sième condition  qui  disparaît  d'elle-même  dans  le  cas  où  la  plaque  élastique  devient  cir- 
culaire ,  et  dont  l'admission ,  dans  les  autres  cas ,  nous  parait  sujette  à  quelques  diffi- 
cultés. 

On  peut  aisément  conclure  de  l'équation  (96)  que  la  vitesse  de  son  dans  une  plaque 
élastique  d'une  étendue  indéfinie  est  précisément  la  valeur  de  a  déterminée  par  la 
formule  (65).  Si  d'ailleurs  on  suppose  0  =  3,  on  prouvera,  comme  dans  l'article  pré- 
cédent [page  36g],  que  la  vitesse  dont  il  s'agit  est  à  la  vitesse  du  son,  dans  un  corps 
solide  élastique  dont  les  trois  dimensions  sont  indéfinies ,  dans  le  rapport  do  ^s  à 
|/^=3.  Si  l'on  attribuait  au  nombre  0  une  valeur  différeQte  de  3  ,  le  rapport 
entre  les  deux  vitesses  serait  celui  dç     |/G» — 7    è     f/ë**  =  G. 

L'équation  (98)  a  la  môme  forme  que  celle  qui  a  été  trouvée  sans  démonstration  dans 
les  papiers  de  M.  Lagrange,  et  qui  a  servi  de  base  aux  recherches  publiées  par  H."*So* 
phie  Germain  dans  un  Mémoire  sur  les  plaques  élastiques  couronné  par  l'institut  en  i8i5. 
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(  547  ) 
GonceTons  maintenaDl  que  Ton  considère  non  plus  nne  plaque  élastique ,  mais  une 
(ilaque  solide  enlièrement  dénuée  d'élasticité.  Alors ,  en  adoptant  les  principes  énoncés 
dans  Tun  des  pfécédents  articles  [pages  1 85  et  186],  et  faisant  pour  abréger 

(.1.)  k4-K  =  »K,  a.=  (ô-i-ji-, 

on  reconnaîtra  que  les  formules  (90) ,  (9s)  doivent  être  remplacées  par  celles  qu*on  en 
déiiluity  quand  on  substitue»  dans  les  premiers  membres,  aux  inconnues  («  »  >i«  >  C»  » 
leurs  dérivées  relatives  à     1 9    savoir , 


dlo              drto               «'Ço 
*    '           dt     '           dt    * 

et  à  la  quantité 

••—    d»     '      dy 

rezpressioB 

\da)      '      dy  )          «f». 
dt                ^    dt     ' 

Donc,  si  Ton  pose 

(u3) 

dlo 

dt 

dv„                       dK, 
"•'          dt          *•'          dt    ""'" 

les  inconnues    «. . 

«, ,  w, , 

qui  représenteront ,  au  bout  du  te 

Uons  algébriques  de  la  vitesse  d'un  point  sitaé  sur  la  surface  moyenne ,  devront  satis- 
faire ,  quels  que  soient    x  ei  y ,    aux  équations 


(ii4) 


■7(BTTTV\^'^~dp-r^^^ ^ i^^'^-dT  ' 

Oo  lirera  d'ailleurs  des  formules  (1 14)  *  combinées  avec  les  formules  (83)  et  (1 15) , 
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(ii6)  û' 


(548  ) 
\dt  I     ,  ^  dt   >   \  ,    dX.    ,    dY,  VTT' 


\- T^r-    +^^  +  -^  = 


dx""  dy^         ]^^    dx  dy  dt 


Eofin ,  si  la  force  accélératrice  s'épanouit ,  les  équations  (i  i5)  et  (116)  deviendront  res- 
pectivement 


(118)  a' 


''•(^)  .  ''•(^)!    <^) 


+ 


</a?*  •  dy^        ]  dt 


Il  sera  également  facile  de  trouver  les  conditions  qui,  dans  le  cas  que  nous  considérons, 
devront  être  remplies  pour  les  points  situés  sur  le  contour  de  la  plaque  solide. 

Nous  renverrons  à  un  autre  article  l'intégration  des  équations  diiTérentielies  obtenues 
dans  ce  paragraphe. 


S  5.  Sur  Us  équations  (Téquilibrô  ou  de  mouvement  (Tune  plaque  solide  naturelUmcM 
plane,  mais  d'une  épaisseur  variable. 

Dans  le  paragraphe  précédent,  nous  avons  regardé  comme  constante  l'épaisseur  at 
de  h  plaque  solide.  JSupposons  maintenant  que  cette  épaisseur  varie  ;  mais  admettons  » 
pour  plus  de  simplicité»  qu'étant  toujours  très-petite,  elle  se  trouve  primitivement  divisée 
en  deux  parties  égales  pour  le  plan  des  x  ^  y.  i  deviendra  une  fonciioades  coor- 
données X  ,  y  9  et  la  plaque  solide  sera  renfermée ,  dans  l'état  naturel ,  entre  deux 
surfaces  courbes  représentées  par  les  équations  (10).  D'ailleurs,  si  l'on  nomme  «,  p, 
7  les  angles  formés  par  la  normale  à  l'une  de  ces  surfaces  avec  les  demi-axes  des  coor- 
données positives,  on  aura 

,         .  ces  a  C0S6  COSoc  COS& 

(119)  — T' —  = Tr--  =  C0S7,  OU  — rr — =  "TT —  =  —  COS7. 

^      J'  /di\  fd*\  f^^\  (       \ 

W;  Vd^J  \lû)  \d^) 

De  plus ,  si  l'on  continue  de  regarder  comme  infiniment  petits  les  déplacements  des  mo- 
lécules ,  et ,  si  l'on  détermine  toujours  la  variable  s  par  l'équation  (5) ,  les  formules 
(119]  subsisteront  encore  après  les  déplacements  dont  il  s'agit ,  la  première  pour  «=-—•, 
la  seconde  pour    «  =  s  •     Par  conséquent  on  tirera  des  formules  (4)  i«*  pour    «  =  —  ^ 
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(349) 


0)   \ 


\  ^^+^^  +  ^+''-=''- 


pcuir     s^j=z  l 


dx  tly 


iiip  fi  Ton  développe  lea  quantilés  /^»  DpC^D^E^F^X^V^Z  suivant 
puâssaoces  ascendantes  de  <  à  l'aide  des  équations  (i t)»  (i  3)  ^  (i4)  >  on  trovvera  » 
ieu  des  formules  (i  6] , 

z>„  + /j. -^ +  ...  +  (/.'.  4- ...);  ^ +  (/?.  +  ...),• -"^  =  o . 


s   on  en   conclura  «  en  n<^^IigeanL.dans  qne  première  approximation  les  Icrmps  du 

me  ordre  que  la  fon(5tion     t     et  ses  dérivées    —  ,   -t-  .  \ 

*  dx       dy  ■; 

•4)  £\  =  o,         P„=3so,         Co  =  o, 

JII.*AIfNÉK»  *  ^''^ 
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(  35o  ) 
Coin  posé,  les  formules  (ao)  devront  être  rcmplacvos  par  les  suÎTantes 


(1.6) 


Quant  à  la  formule  (21) ,  elle  conlinuera  d'êlre  fournie  par  la  première  approximaltoii^ 
Mail  elle  acquerra  do  nouveaux  termes ,  fi  Ton  a  recourt  à  nne  approximation  noufelie* 
Concetons  en  effet  qoe^  dans  les  formules  (itt),  (iti5) ,  on  conserve  les  termes  pro- 
portionnels au  carré  de     t.     On  tirera  de  ces  formules 


\  ^  dx  dy  i  diC  dy 

^  %  dx  dif 

128  C,  =  yrf.  -— .  +  «  F,  —  —  +  iï.  -—  —  —  Ca  r 

dx^  dx  dy  dy*  6 

puis  on  conclura  de  celles-ci»  combinées  avec  les  équations (1 5)  les  deux  premièix^^  (te# 
équations  (is5)  et  les  équations  (ia6), 
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(5ii  ) 


Par  suite  celle  des  équations  (i5)  qui  renferme  la  quantité     C,     donnera 


OSi).i 


De  pluf  »  comme  la  variable  ê  comprise  dans  les  équations  (la),  (i3)»  (i4)  est  uns 
quaoUlé  du  même  ordre  que  i  »  on  tirera  de  ces  équations  combinées  avec  les  deux 
premières  des  formules  (is5),  et  avec  les  équations  (127),  {^^9)*  (i3o),  1.'  en  négligeant 
dans  les  développements  de     A,  F^  B^     les  puissances  de     i    supérieures  à  la  premi&rc 

(28)  A—A.^A,9.        F  =  Fo  +  F^s.        B  =  B.  +  B,s. 

9.*  en  négligeani ,  dans  les  développements  de  E  ,  D  ,  C  ,  les  puissances  de  i  su- 
périeures à  la  seconde 

=^(^+^+'»-.)-'(^.â+'.|)-Ti^-s+(»-+«ii. 


(3») 
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Oulro  les  ëqualious  (i  s6)  et  (  1 5 1  )  qui ,  dans  le  cas  d'équilibre  d'une  plaque  solid 
sistenl  pour  tou«  les  points  de  la  surface  moyenne ,  il  en  est  d'autres  qui  aont  n 
au  contour  de  celte  plaque,  et  que  nous  allons  faire  connaître.  Supposons  touj< 
plaque  terminée  latéralement  par  une  surface  cylindrique  dont  les  génératrices 
perpendiculaires  au  plan  des     x,  y.     Soient 


«  , 


^ 


Ot  ■        7îrr  -*^ 


les  angles  formés  par  la  normale  à  cette  surface  avec  ks  demi-axes  des  coordonn 
sitircs;  et  concevons  que  l'on  développe  ; ,  )i ,  ç  suivant  les  puissances  ascer 
de  la  variable  s  à  l'aide  des  formules  (38).  En  raisonnant  comme  dans  le  $ 
prouvera  q^ie  les  conditions  (4o)«  (40  doivent  ôtrs  vériGées  pour  tous  les  poini 
surface  moyenne  situés  sur  des  portions  fixes  du  contour  de  la  plaque ,  et  les  fo 
(33)  pour  tous  les  points  de  la  surface  moyenne  situés  sur  des  portions  libres  du 
contour.  D'ailleurs ,  en  substituant  dans  les  formules  (33)  les  valeurs  de  A  ,  f 
D  »  E  fournies  par  les  équations  (28) ,  (i3a) ,  et  supposant,  pour  plus  de  siin] 
0?  =  P,     on  retrouvera  encore  les  conditions  (34) ,  (55)  et  (37). 

Si  l'on  veut  considérer  la  plaque  solide ,  non  plus  dans  l*état  d'équilibre  »  mai 
Tétat  de  mouvement,  il  faudira ,  dansées  équations  (laG),  (i3i)  et  (37),  rempla 
quantilOs  (48)  par  les  expressions  (49)*  Cela  posé,  on  lirera  des  équations  (196) 


(i34) 


"^  dy 
.     dBo 


dx 


^''^<+-'4 


+  ?^.— f 


•<r 


J_|f.*+(,.  +  P,^j  +  ,K.=,   ^, 


et  de  l'équation  (i3i)»  en.  réduisant  le  polynôme 


in\  seul  terme     («  » 


(135) 


i-td-J.     ,       d-F,         d'B.\        .(  .    d*i  du      .    _    du 

Quant  à  l'équation  (37)^  elle  devra  être  remplacée  par  la  formule  (5i)« 
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Supposons  mainlcnant  que  ia  lame  proposée  devienne  élastique ,  ci  que  son  élaslicilô 
Ht  la  même  dans  lous  les  sens.  Alors  »  eu  adoptant  les  mômes  notations  que  dans  le  se- 
>nd  paragraphe»  et  combinant  les  formules  (5g) ,  (6a)  avec  les  équations  (is4),  (i25), 
1  retrouvera  les  valeurs  de     Si  ,  lo.  »  ^i  et  K^     déterminées  parles  formules  (Ci),  (tiu), 

lus  valeurs  de  jio,  K  ,  B.^  J^,  F. ,  Bt  déterminées  par  les  formules  (66) , 
i8),  tandis  que  les  quantités  U  »  »«  acquerront  des  valeurs  nouvelles.  Gela  posé,  i|'il  y 
équilibre,  les  équations  (126)  et  (i3i)  donneront 


_  0-1     P     1     c/i 


.6) 

in* 


rf'iïo         g      d'^rio       6  +  a  </«go     ir/^»>o        1     Jgo\  di        Q      /^/g^     ^„oW/m| 
75^"*"  aO+a    rfa?»  "*"  aO+a //j^/j     «L\<6'       0+>   ^a- j  ^fy"*"  aô+a  \e/^  ^lïx)'dx\\ 


Y  —    ^'^      P     i     di 
0        p     t     aj 

i'/diKo  dit:,        dH. 


y  ^-(v   '^*  j.r  di\     i'Iy^dX^        dYA 
i ,  au  contraire ,  la  lame  élastique  se  meut,  on  tirera  des  équations  (i34)  et  (i35) 
I        I  £te'      a9+a    ify»       aO+a  r^p^^     iL\^       ô+i     dy }  dx    aô+a\'^     c^yr^Jj 


+  ^•—-77^  + 


^S) 


1^  |^j?>+20+a    flfy'^aQ+a  ^«ify'«L\rfr  "*"«+»  "Sryrfy''"ae+a\"^'*'  A?  j*»Jj 


y  d*iio         0-1    P  _i_  di 
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Si  l'on  admel  la  relation  établie  par  la  formule  (99)  entre  les  quantités  k  ci  K  , 
on  aura  0  =  3.  Alors ,  en  supposant  constantes  la  4ii*ection  et  rintensilë  de  la  force 
iiccélératricc    <f  »     on  conclura  des  formules  (i58]  »  (iSg) 

■"'((/x'  "*"8   (//'    "^Sc/xc/j        \dx   "^4     d>J    i/o?      "si  dy  '^   //^  j      (//    ) 

I"   ((/jr»     "•"»    r/;r^    """8  dsdy        \  dy   "^4   (/j?  j     r/j  8  \  d>  '*'    (/x/     c/j    ^ 

C/-.0  G-»      />    c/l(i) 

"^       ~    (//•    "^      e       p       dy      ' 


l"    3  [dx^'^^dx^dy^'^  dy^l'^  *(  \dx^'^ /i  dy*jdx*'^2dxdydxdy'^\dy''^fi  dx^jdy- 


+  —; =Z. 

dt' 

Hii(in ,  «i  l'on  suppose     if  =  o,P  =  o,     et 

(i4«)  i  =  c{i+ax  +  bjr), 

a,  b  ,  c     désignant  trois  (juantités  constantes,  les  équations  (i4o)  >  (i4i)  «lonneront 
respectivement 

'    Jd-U_     5.^    *llil\        "•      (    (j^.lj[n:\    ii^fîL    «/.i.\  |_  rf'g. 
('45)1 

i(/;y'   "^8   rf«'  ■*'8  dxdj]'  i+«*féy  j    iflfjy   ■'■4   </«j'''8*\fl'/  ^  rf*  j  )  ""  rff  • 
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(.44)     -T-(»+«*+Ayr(-5-r+»  rfwF  +  -l^r)  +  -rfF  =  ^- 

Les  équations  (i36),  (137),  ou  (i38),  (lôg),  ci  les  suivantes  sont  celles  qui,  dans 
Tctat  d*équiiiKi*e  ou  de  mouvement,  subsistent  pour  tous  les  points  d'une  plaque  élastique 
<lont  Tépaisseur  est  variable.  Quant  aux  formules  qui  doivent  être  vérifiées  pour  les  points 
lî^itués  sur  le  contour  de  la  plaque,  elles  ne  difi^rent  pas  de  celles  que  nous  avons  obtenues, 
dans  le  S  s  ,  en  supposant  IVpaissenr  constante. 
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SUR  L'ÉQUILIBRE  ET  LE  MOUVEMENT 

D'UNE  VERGE  RECTANGULAIRE.  . 


(«onsidcroDs  une  Ycrge  solide  qui ,  dans  l'état  naturel,  ait  pour  axe  une  ligne  droii?^ 
ou  une  courbe  plane.  Supposons  d'ailleurs  que  la  section  fuite  dans  la  viTge  par  un  plijri 
perpendiculaire  à  Taxe  soit  un  reclan;;lc  dont  les  deux  côtés  restent  constamment  paral- 
lèles h  l'un  des  plans  menés  par  cet  axe,  ou  au  seul  plan  qui  le  renferme.  La  verge  dont 
il  s'agit  deviendra  ce  que  nous  appellerons  une  verge  rectangulaire,  et  ton  épaisseur 
fi/t  ou  st  mesurée  parallèlement  ou  perpendiculairement  au  plan  qui  renferme  l'axe 
ne  sera  autre  chose  que  Tun  des  côtés  du  rectangle  ci  -  dessus  mentionné.  Au  reste ,  les 
(épaisseurs  aA  »  st ,  que  nous  regarderons  comme  très  -  petites ,  pourront  demeurer 
constantes,  ou  varier  d'un  point  de  l'axe  h  un  autre,  suivant  une  loi  quelconque. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  une  verge  rectangulaire  ne  diffère  pas  d'une  plaque 
solide  qui  serait  naturellement  plane  et  terminée  latéralement  par  deux  surfaces  cylin- 
driques très*  rapprochées  l'une  de  l'autre.  Si  d'ailleurs  on  suppose  que  cette  plaque  solide 
devienne  élastique,  et  oflrc  la  même  élaslicité  dans  tous  les  sons;  si  de  plus,  en  adoptant 
les  notations  et  les  principes  exposés  dans  l'article  précédent ,  on  continue  de  prendre 
pour  plan  des  x,  y  celui  qui  divisait  primitivement  l'épaisseur  st  de  la  plaque 
i'Iastique  en  deux  parties  égales;  les  déplacements  \^  ,  >2o  d'un  point  de  la  surface 
moyenne,  mesurés  parallèlement  aux  axes  des  x  *i.\  y  »  devront ,  dans  le  cas  d'équi- 
libre ,  acquérir  des  valeurs  telles  que  les  formules  (20)  de  la  page  35s  ,  savoir, 

dx  dy  dx  dy 

cl  les  formules  (34)  de  la  page  (33G) ,  savoir, 

(2)  [Ao  +  a^)cosa  4.  FoCos(5  -=z  o  ,         t\co^^  +  (Zf«  +  ^iV<^*>  =  ^ 

soient  vérifiées,  les  deux  premières,  pour  tous  les  points  situés  sur  la  surface  moyenne  (1<* 
la  plaque,  et  les  deux  dernières  pour  tous  le^  points  situés  sur  le  contour  de  cette  sur 
l'ace ,     Ao ,  Fo  ,  B^     élant  des  fondions  de    x  ,  y     déterminées  par  les  équation5  (65^ 
«îc  la  page  339 ,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même ,  par  les  suivantes 
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lions  (4)  et  (5)  sont  précisément  les  valeurs  de     g  et  de  n     correspondantes  à  un  point 
situé  sur  Taxe  de  la  verge. 

En  résumé ,  Ton  Toit  que ,  dans  le  cas  d'équilibre  de  la  verge  rectangulaire  »  les  dé- 
placements Ço  »  ^'o  d'une  molécule  primitivement  renfermée  dans  le  plan  des  so^j, 
et  les  déplacements  So,o  #  >>o»o  d'un  point  primitivement  situé  sur  l'axe  se  déduiront 
des  formules  (i)  ,  (2) ,  (3) ,  (5)  »  dont  la  première  cl  les  deux  dernières  devront  être  vé- 
rifiées pour  tous  les  points  de  la  section  failo  dans  la  verge  par  le  plan  des  x  ,  y,  tan- 
dis que  la  seconde  devra  être  vérifiée  pour  tous  les  points  situés  sur  le  contour  de  celte 
même  section.  Or  les  formules  (1)»  (2],  (3) ,  (5)  sont  entièrement  semblables  aux  for- 
mules (i),  (4)»  (38i),  (22)  de  l'avant -dernier  article;  et,  pour  tirer  les  unes  des 
autres ,  il  suffit  de  remplacer     ji,F,BpXtY,lgii     par     A^, ,  Fo  »  iî©  t  ^o» 

ï'o,  Ço,  »Jo,     P  par  Ç,     n  par ^  ,    K  par   — ^X.     ^  por  ^  +  1.     enfin    Ç. , 

Si  9 .5»  •••  9  Ho  p  1»  #  *3a  •••  par  Ço»o  *  5i»o  •  Ç»»o  »  •••  "ofo  9  ^i*Q  »  ^*a*9  •••••  Ccla  posé»  en 
tenant  compte  des  observations  fuites  à  la  page  027 ,  on  pourra  immédiatement  trans- 
former celles  des  équations  de  l'avant-dernicr  arliclc  qui  déterminent  les  valeurs  de  ^  , 
r^^ ,  relatives  à  l'équilibre  d'une  lame  élasliquc  droite  ou  courbe  d'épaisseur  constante  ou 
variable  y  de  manière  à  obtenir  les  équations  qui  fourniraient  les  valeurs  de  So»a  •  >}««o 
relatives  à  l'équilibre  d'une  verge  élastique  et  rectangulaire ,  pourvu  que  cette  lame  et 
celle  verge,  prises  dans  l'état  naturel  et  coupées  par  le  plan  des  x  ,  j ,  offrent  toutes 
deux  la  même  section.  Si,  pour  plus  de  simplicité,  on  suppose  les  différentes  faces  de 
la  verge  élastique  soumises  dans  tous  leurs  points  h  une  seule  pression  extérieure,  on 
devra  réduire  ^j!  k  P,  cl  alors,  pour  effectuer  la  transformation  dont  il  s'agit^  il  suffira 
de  remplacer  dans  les  formules  (60) ,  (61) ,  (62) ,  (67) ,  (68)  ,  (69)  ,  (71) ,  (72) ,  (99), 
(100),  etc....  de  Tavant-dernier  article,     So  »  >3o  t  ^o  »  -^i  »  I^o  t  ^i ,  y%   par  Ço»o  » 

>îo,o»  -ïo,o»  ^1,0,   J^o»o .   J^«,o,   y^fo,     K  par  — ~^  »      ®    P°*^   ®  +  ï  »     «nfin    P 

0-1                                                           JP 
par     P  -f-  n  =  — - —  P ,     la  valeur  de     H     étant .      Donc ,  si  Ton  considère 

l'équilibre  d'une  verge  rectangulaire,  qui,  dans  l'état  naturel,  étant  droite  et  d'une 
épaisseur  constante ,  aurait  pour  axe  Taxe  des  x ,  les  déplacements  d'un  point  de 
l'axe,  mesurés  parallèlement  aux  coordonnées  x  ei  jr ,  seront  déterminés  par  les 
équations 

(6)  a>i^+^...  =  o. 

f^*     d^r,^.o  t/         .     ^'/t/         .  dXno\ 


dans  lesquelles 


dx 
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('^)  "  H^  "?^^ — "^  "^^)  "  ^•'•+-6-l^"-+»  -zr)  +*-5r'^— 

Concevons  enfin  que,  dans  l'état  naturel»  la  verge  élastique,  douée  d'une  épaisseur 
constante  »  offre  pour  axe  une  courbe  plane ,  et  que  le  plan  de  la  courbe  coïncide  avec 
celui  des  x.  y.  Si  l'on  nomme  $  l'arc  de  cette  courbe ,  v  son  rayon  de  courbure , 
T    son  inclinaison  par  rapport  à  l'axe  des    x  ,     si  d'ailleurs  on  pose 

(i5)  7==ÇcosT  +  >ïsinT ,  ^  =  «cost^gsint9 

(i6)  rS==^cosT  +  y»in'f  *        ^\=  ycosT — ^sinr  , 

et  si  l'on  désigne  par  7o»o  »  ^o.o  *  c!Ro,o  •  S.,o  les  valeurs  de  v  ,  *  ,  k  ,  <S  »  corres- 
pondantes à  des  valeurs  nulles  do  r  ^  r\  les  quantités  7o»o  >  ^090  représenteront 
les  déplacements  d'un  point  de  la  courbe ,  mesurés  dans  le  sens  de  la  tangente  et  de  la 
normale;  puis,  en  faisant  pour  abréger, 

A» 
(17)  ^•=^"*T' 

,  ^7090  Oo»o  f  aOofo       .       7ojo 

et  remplaçant  1.*  — — P  par  — — P,  a."  «R.  par  <R,„  ,  on  tirera  des  formales 
(a8o)  et  (i83)  de  la  page  3o8 

(19)  a'i  +  v^.„  +  _lL_  =  o, 


\ 


la  valeur  de    ^  étant  fixée ,  non  plus  à  l'aide  de  l'équation  (s8a)  [page  SoS],  mais  à 
l'aide  de  celle  qu'on  en  déduit  en  substituant  aux  quantités 

(21)  ^0.       K,       cSl.;  So,       S.,       S. 

les  quantités 

(22)  ^010»       o\t»o  »       «i'Viio  I  Oo9o  f       Oifo  »       ^s»a  , 

fournies  par  les  développemenU  de    ^  et  de   S    suivant  les  puissai^ees  ascendantes  de 
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r  et  de  r' .     Il  sera  également  facile  de  trouver  les  conditions  qui  devront  être  remplies 
pour  une  extrémité  libre  ou  pour  une  extrémité  âxe  de  la  verge  élastique  en  équilibre. 
En  effet,  s'il  s'agit  d'une  extrémité  fixe,  les  formules  (sôo),  (25 1)  et  (284)  des  pages 
(5o2)  et  (3og)  donneront 
(a3)  7o,o  =  0 , 

(24)  ^«.o  =  o  , 

Quant  aux  conditions  relatives  à  une  extrémité  libre,  on  les  obtiendra  en  remplaçant, 
dans  les  formules  (28a) ,  (286) ,  (288)  %  la  pago  3og,  d  par  G  -j- 1  »  et  les  quantités 
(21)  par  les  quantités  (22). 

Si  l'on  voulait  considérer  une  verge  élastique  et  rectangulaire,  non  plus  dans  l'état 
d'équilibre,  mais  dans  l'état  de  mouvement ,  il  faudrait,  en  regardant  cette  verge  comme 
une  plaque  solide  dont  la  largeur  serait  très-petite,  substituer  aux  formules  (1)  les  for- 
mules (5o)  de  la  page  537,  savoir, 

Or^  ces  dernières  étant  semblables  aux  formules  (i5)  de  l'avant-dernier  article,  il  est 
clair  que,  dans  l'état  de  mouvement ,  les  équations  propres  à  fournir  les  valeurs  de  Ço»« 
et  >}o,e  >  ou  de  70*0  et  ^oto  *  pour  une  verge  élastique  rectangulaire,  se  déduiront 
des  équations  propres  à  fournir  les  valeurs  de  go  et  Ho  ou  de  70  et  ^o  9  pour  une 
lame  élastique ,  à  Taide  des  mêmes  transformations  que  nous  avons  opérées  dans  le  cas 
de  l'équilibre.  Ainsi,  par  exemple,  en  remplaçant,  dans  les  formules  (82]  et  (8g)  des 
pages  263  et  264,  So  ,  I0  »  Xof  X^,  Y.,  y,,  y,  par  Ço,o  •  io,o ,  ^0.0,  ^,.o , 
l'a»©  •  Yxto  »  Y^fo  »  on  trouvera,  pour  tous  les  points  situés  sur  l'axe  d'une  verge  rec- 
tangulaire naturellement  droite  et  d'une  épaisseur  constante. 

Ajoutons  que  les  conditions  (g)  et  (10)  ou  (11)  et  (12),  établies  dans  le  cas  d'équilibre  ,^ 
et  relatives  à  une  extrémité  fixe  ou  à  une  extrémité  libre  de  la  verge,  continueront  de 
substituer  dans  Tétat  de  mouvement,  excepté  la  dernière  des  conditions  (12)  j  qui  devra 
être  resiplacée  par  une  autre  déduite  de  la  formule  (giHP^S^  >64],  savoir. 
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(«8)  "*-^  =  ^-  +  -%^' 

Lorsque  la  force     7    est  constante  et  constamment  parallèle  à  elle-même ,  on  a 

et  les  équations  (26),  (27)  deviennent 

(5o)  e»illn2l4,^'''°>°  ^y. 

^^  //a;4     ^     ,/p     —  ^' 

Alors  aussi»  en  réunissant  la  première  des  conditions  (12)  à  la  condition  (s8) ,  on  trouve 
pour  une  extrémité  libre  de  la  verge  élastique  en  mouvement 

Dans  le  cas  particulier  où  la  force  accélératrice  s'évanouit ,  les  formules  (99)  et  (3o)  don- 
nent simplement 

(32)  a.i:i^=il!-L^ 

(33)  s- .^!:^j^  1:^222^=0. 

^     '  dx^     ^      dt* 

Si  la  verge  élastique  en  mouvement  était  supposée  naturellement  droite ,  mais  d'une 
épaisseur  variable»  alors,  en  remplaçant  dans  les  formules  (i53)  et  (iSy)  des  pages  281 

et  282     Ço  par  Ço*o  »     ^îo  par  >ïo,o  »    "^^  P.®^  "n — ^*     on  trouverait,  au  bout  d*un 

temps  quelconque     t ,     et  pour  tous  les  points  de  l'axe, 
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/    d^J     ,    ^t    ^/V     ,     i    d^J\ 


£/P 


Ces  dcrDÎèrcs  équalions  subsisleDt,  dans  l'hypothèse  admise,  pour  tous  les  points  situés 
sur  Taxe  de  la  verge  élastique.  Quant  aux  conditions  relatives  h  ses  deux  extrénnîlés, 
elles  coïncideront,  pour  une  extrémité  fixe,  avec  les  formules  (25),  («4).  et  pour  une 
extrémité  libre  avec  les  formules  (344)  .  (545) ,  (S55)  de  Tavant-dornicr  article,  savoir. 

(49V  1  =  0, 


(5o)  ■:7r=0' 


UU  d-J 


=  0 


ds  '  ds^ 

Ajoutons  que,  si  le  rayon  de  courbure     t      devient  constant,  la  formule  (356)  de  la 
page  321  donnera 

^^'f  ^  y-  ^ÎT^       ^^      ds^     ^v«       ds^   j d? 

I 
Les  diverses  équations  ci -dessus  établies  déterminent,  dans  l'état  d'équilibre  ou  de 
mouvement  d'une  verge  élastique  et  rectangulaire,  d'une  épaisseur  constante  ou  d*une 
épaisseur  variable ,  et  dont  l'axe  droit  ou  courbe  est  renfermé  dans  le  plan  des  x ,  ^  , 
les  déplacements  Ço,o  t  >}ofo  ou  70,0 ,  ^oto  d'un  point  de  Taxe  mesurés  parallèlemeot 
à  ce  plan.  Si  l'on  voulait  déterminer  en  outre  le  déplacement  («,0  d'un  point  de  Taxe 
dans  le  sens  de  la  coordonnée  z  ,  ou  même  les  déplacements  S  ,  1 ,  C  d'un  point 
quelconque  ,  on  y  parviendrait  sans  peine  en  remplaçant  r  par  r'  dans  les  formules 
de  l'article  précédent ,  puis  en  développant  les  quantités  A,B,C\DtE,F,if 
Y]  ,  (  suivant  les  puissances  ascendantes  de  r,r\  et  par  conséquent  les  quantités 
Ao  $  At  f  y^a ,  ...  fio  »  Bi  •  -ff»  f  •••  Co  t  C,  ,  C, ,  ...  Do  »  Dt  t  /), ,  ...  Eo  9  El , 
JÇ, ,  ...  Fo ,  F,  ,  F, ,  ...  ?o  »  Ç.  •  Ç,  •  ...  «• ,  >î,  •  ». ,  ...  suivant  les  puissances  as- 
cendantes de  r.  Parmi  les  formules  ainsi  obtenues,  celles  qui  détermineront  la  valeur 
dp     2;o,« ,     dans  l'état  d'équilibre  ou  de  mouvement  d'une  verge  droite,  d*une  épaisseur 
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constante  ou  yariable,  coïncideront  éndemment  avec  celles  que  Ton  déduirait  des  équa- 
tions (7) ,  (lo)  •  (12) ,  (i4) .  (27) .  (3o) ,  (3i) ,  (33) ,  en  substituant  aux  lettres     h  ,  n 
et  Y    les  lettres     i ,  K  et  Z, 

Je  terminerai  cet  article  en  indiquant  quelques  applications  des  formules  qu'il  renferme. 

Observons  d'abord  que ,  dans  le  cas  oii  Ton  suppose  nulle  la  pression  P  et  la  force 
accélératrice  ?  ,  les  formules  propres  à  déterminer  les  valeurs  de  Ço»o  t  yioio  ou  de 
7o»o  »  ^ofo ,  pendant  le  mouvement  d'une  verge  élastique  rectangulaire,  sont  entièrement 
semblables  aux  formules  de  l'avant-dernier  article  qui  déterminaient  les  valeurs  de  Ç«  , 
«o  ou  7o ,  ^o  pendant  le  mouvement  d'une  lame  élastique.  Par  conséquent,  dans  cette 
hypothèse,  les  valeurs  do  Sot*  et  de  no»o  >  relatives  à  une  verge  droite,  qui,  étant  douée 
d'une  épaisseur  constante ,  présenterait  deux  extrémités  fixes  ou  une  extrémité  fixe  et  une 
autre  lïbfe^  coïncideront  avec  les  valeurs  de  $0  >  I0  relatives  h  une  lame  élastique 
droite,  et  fournies  par  les  équations  (1 14)  et  (1 15)  ou  (1 18)  et  (1 19)  de  la  page  s68.  De 
même  4  étant  donnée  une  verge  courbe  dont  l'axe  se  trouve  compris  dans  le  plan  des 
05 ,  j ,  les  valeurs  de  70,0 1  ^0.0  relatives  h  celles  des  vibrations  de  la  verge  qui  seront 
indépendantes  de  l'épaisseur  mesurée  parallèlement  au  plan  dont  il  s'agit,  coïncideront 
avec  les  valeurs  de  Vo,  ^o  relatives  à  une  lame  élastique  courbe,  et  fournies  par  les 
équations  (56o),  (36 1)  de  la  page  322.  Seulement  la  quantité  n,  qui  mesurera  la 
vitesse  du  son  dans  une  lame  ou  dans  une  verge  élasliquo  d'une  longueur  indéfinie  sera 
déterminée,  pour  une  lame  élastique,  par  la  formule  (62)  de  la  page  258,  et  pour  la 
verge  élastique ,  par  la  formule  (8).  Si  l'on  pose  pour  abréger 

(5«)  y  =  ^. 

et  si  l'on  réduit  d'ailleurs  le  nombre  6  au  nombre  3 ,  comme  on  doit  le  faire  quand 
on  veut  exprimer  que  les  pressions  supportées  par  la  surface  libre  d'un  corps  élastique 
dans  l'état  naturel  s'évanouissent,  les  deux  formules  en  question  coïncideront,  la  pre- 
mière avec  l'équation  (110)  de  la  page  267 ,  et  la  seconde  avec  la  suivante 

(55)  ii=y^. 


En  comparant  la  valeur  précédente  de  n  ,  c'est-à-dire,  la  vitesse  du. son  dans  une 
verge  élastique  k  la  quantité  i/îïT  •  qui  représente  la  vitesse  du  son  dans  un  corps 
élastique  [voyez  la  page  269],  on  reconnaîtra  que  ces  deux  vitesses  sont  entre  elles  dans 
le  rapport  de  \/s  à  \/ë>  M.  Poisson  avait  déjà  énoncé  cette  proposition  ,  qui  sub- 
siste comme  il  l'a  fait  voir,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  surface  qui  termine  latérale- 
ment une  verge  élastique  droite. 

III.'  Anwkiî.  47 


Digitized  by 


Google 


(  566  ) 
Quant  aux  rapports  qui  existeront  entre  les  divers  sons  produits  parles  vibrations  Ion 
gitudinales  ou  transversales  de  la  verge  élastique  rectangulaire ,  ils  seront  évidemmen 
les  mêmes  que  les  rapports  entre  les  sons  produits  par  les  vibrations  longitudinales  oi 
transversales  de  la  lame  élastique  »  pourvu  que  cette  lame  et  cette  verge ,  étant  prises  dan 
l'état  naturel  et  coupées  par  le  plan  des  a; ,  j ,  offrent  précisément  la  même  section 
Par  conséquent^  si,  la  longueur  d'une  verge  droite  étant  représentée  par    a  ,     on  pos* 

(54)  iV  =  ^, 

c'est-à-dire,  si  l'on  désigne  par  ^V  le  plus  petit  nombre  de  vibrations  longitudinale 
que  cette  verge,  supposée  libre,  puisse  exécuter  pendant  l'unité  de  temps,  le  nombre  N 
des  vibrations  transversales  correspondantes  à  l'un  des  sons  produits  par  la  n\ême  verg< 
sera  [voy.  la  page  271] 

(55)  ;V'=(2,o55838...)  — ^. 

a 

Celte  dernière  formule  s'accorde  parfaitement  avec  les  expériences  de  M.  Savart  rappor- 
tées dans  le  Bulletin  des  Sciences  de  janvier  1828 ,  et  diflère  très-peu  d'une  formule  qu< 
M.  Poisson  a  présentée  sans  démonstration  dans  ce  même  Bulletin ,  mais  que  l'on  ne  re- 
trouve pas  dans  le  Mémoire  publié  par  ce  géomètre  sur  l'équilibre  et  le  mouvement  d» 
corps  élastiques. 

Concevons  maintenant  que  l'on  compare  le  son  le  plus  grave,  produit  par  les  vibration! 
longitudinales  d'une  verge  droite,  aux  divers  sons  produits  par  celles  des  vibrations  â'uo< 
verge  circulaire,  et  de  même  longueur,  qui  sont  indépendantes  de  l'épaisseur  mesurée  sui 
vant  le  rayon  de  l'arc  de  cercle  avec  lequel  l'axe  de  la  verge  coïncide  dans  l'état  naturel. 
En  nommant  a  la  longueur  de  l'arc  en  question,  et  A  la  vitesse  du  son  dans  h 
verge  redressée ,  on  pourra  déterminer  immédiatement  le  nombre  des  vibrations  exécu- 
tées pendant  l'unité  de  temps  et  correspondantes  aux  divers  sons  de  la  verge  circulaire,  2 
Taide  des  formules  (Syi),  (372),  etc.  de  la  page  324*  Comme  les  expériences  que  M.  Sa- 
vart  a  bien  voulu  entreprendre  sur  ma  demande ,  et  que  j'ai  déjà  mentionnées  dans  l'a- 
vant-dernier  article  [page  3i6],  peuvent  servir  à  la  vérification  des  formules  dont  il 
s'agit ,  je  vais  rapporter  ici  ces  expériences  qui  no  peuvent  manquer  d'intéresser  les 
physiciens ,  et  auxquelles  l'habileté  bien  connue  de  l'observateur  ajoute  un  nouveau  prix. 

Deux  verges  parallélipipédiques  en  cuivre  jaune,  dont  les  longueurs  respectives  étaient 
o'",8225  et  i'",657,  ont  été  successivement  courbées  de  manière  à  offrir  chacune  1.*  un 
demi-quart  de  cercle,  2.*  un  quart  de  cercle;  et,  après  avoir  produit  dans  ces  mêmes  verges 
des  vibrations  analogues  aux  vibrations  longitudinales  d'une  verge  droite  «  on  a  déterminé 
le  nombre     ^V     des  vibrations  correspondantes  5  chacun  des  sons  que  l'on  pouvait  ob- 
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tenir.  Or  les  valeurs  approchées  de  A^,  ainsi  déduites  de  l'expérience  el  relatives  au 
son  le  plus  grave,  ont  élé  !.•  pour  la  verge  de  i"\GSj  courbée  de  manière  h  offrir 
successivement  un  demi-f|uarl  do  cercle  et  un  quart  de  cercle, 

(56)  yV=r.  2211,84...  et  (57)  iVz=2/,oo, 

^    a.*  pour  la  verge  de     o,'"8225  ,     courbée  delà  même  manière, 

(58)  AT  =  4423,68...  et  (59)  /V  =  48oo. 

D*autre  part,  le  nombre  représenté  dans  les  formules  de  la  page  324  par    -—  .     c'est- 

^-dire,  le  nombre  des  vibrations  longitudinales  correspondantes  au  son  le  plus  grave  que 
peut  produire  une  verge  droite ,  avait  été  déterminé  pour  la  grande  verge  par  une  expé- 
rience directe  qui  donnait 

(60)  —  =  2i33,33...  , 

^     '  aa 

et  par  conséquent  ce  même  nombre  devrait  être  pour  la  petite  verge 
(60  ■^=(^"^^'^^-)-;^^â"=^^97>79 


Or,  en  comparant  les  valeurs  de     ^V     fournies  par  les  équations  (56)  et  (57)  à  la  valeur 
de    —    tirée  de  Téquation  (60) ,  ou  les  valeurs  de     N    fournies  par  les  équations  (58) 

et  (Sg)  à  la  valeur  de     —    tirée  de  Téquation  (61) ,  on  trouve  k* 

(62)  ;V  =  (i,o36...)  — ,  (63)  /V=  (i,ia5...)  — 

aa  aa  » 

a.» 

(64)  iV=  (1,029...)  — ,  (65)  iV=  (1,1168...)  — . 

aa  ^  '  aa 

Les  coefficients  numériques  qui  entrent  dans  les  formules  (62)  ou  (64)  et  (63)  ou  (65)     ' 
différent  très-peu  des  nombres 


V/17 


=  i,o3o7...         el        ——  =  1,1180..., 


4 
qui  tiennent  la  place  de  ces  mêmes  coefficients  dans  les  formules  (371)  et  (372)  de  la 
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page  324  9  ci  ^'^^  P^"^  même  remarquer  que  le  nombre  indiqué  par  la  ihéorîe  est  toujours 
compris  entre  les  deux  nombres  fournis  par  les  expériences  faites  sur  les  deux  veines 
proposées. 

Après  avoir  fait  connaître  la  valeur  de  N  correspondante  au  son  le  plus  grave  que 
pouvait  produire  la  grande  verge  courbée  de  manière  à  offrir  un  demi-quart  de  cercle» 
l'observation  a  encore  permis  de  fixer  les  valeurs  de     N     correspondantes  à  un  deuxième 

et  à  un  troisième  son ,  et  par  suite  les  rapports  de  ces  valeurs  k     — .     Or  ces  rapports, 

qui,  en  vertu  des  formules  (Syi)  de  la  page  3249  devaient  être 

-2-; =  2,010...  et  -2-- =  0,010..., 

4  4 

ont  été  trouvés  sensiblement  égaux ,  le  premier  au  nombre  2  ^  le  second  au  nombre  3 , 
ensorte  que  sur  ce  point  l'expérience  s'est  encore  accordée,  avec  la  lliéoriè. 
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SUR  L'ÉQUILIBRE  ET  LE  MOUVEMENT 

DTNE   PLAQUE   ÉLASTIQUE 

DONT  L'ÉLASTICITÉ  N'EST  PAS  LA  MÊME  DANS  TOUS  LES  SENS. 


Nous  avons  donné  »  dans  le  troisième  volume  des  Exercices  de  Mathématiques  [pag.  3a8 
t  suivantes],  les  équations  qui  expriment  l'équilibre  ou  le  mouvement  d'une  plaque 
>l!de  élastique  ou  non  élastique,  d'épaisseur  constante,  ou  d'épaisseur  variable,  mais 
a  nous  bornant  à  l'égard  do  la  plaque  élastique  au  cas  où  l'élasticité  restait  la  mémo 
ans  toutes  les  directions.  Alors  les  projections  algébriques  sur  les  axes  coordonnés  des 
rcssions  p\  p" ^  p'"  supportées  en  un  point  quelconque  {x.y^z)  par  trois  plans 
Drpendiculaires  à  ces  mêmes  axes ,  ou ,  en  d'autres  termes ,  les  six  quantités 

i)  A,    jff,     C,     D,    E,    F 

3  trouvaient  liées  aux  déplacements  S  ,  n  ,  i  du  point  dont  il  s'agit  par  les  formules 
Ï8)  de  la  page  SSg.  Considérons  maintenant  une  plaque  élastique  dont  l'élasticité  no 
)it  pas  la  même  dans  tous  les  sens.  On  devra  aux  formules  que  nous  venons  de  rappeler 
jbstituer  les  équations  (36),  (Sy)  des  pages  226,  227,  dans  lesquelles  m  désigne 
ne  molécule  d'un  corps  élastique,  a ,  6 ,  c  les  coordonnées  primitives  de  cette  mole- 
ule,  c'est-à-dire ,  celles  qui  se  rapportent  à  l'état  naturel  du  corps ,  r  le  rayon  vecteur 
lené  primitivement  do  la  molécule  m  \x  une  molécule  voisine,  a  ,  p  ,  7  les  angles 
)rmés  par  le  rayon  r  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  f{r)  une 
)nction  qui  dépend  de  la  loi  de  l'attraction,  et  p  la  densité  du  corps  au  point  {x^j,^), 
^'ailleurs,  si ,  en  supposant  toujours  que  les  déplacements  l  $  n  ,  ^  restent  très-petits, 
n  veut  prendre  pour  variables  indépendantes,  au  lieu  des  coordonnées  primitives  a  , 
t  c ,  les  coordonnées  x  ,  j^  z  relatives  à  l'état  d'équilibre  ou  de  mouvement  du 
orps  élastique,  il  suffira,  comme  on  l'a  prouvé  à  la  page  207  du  3.*  volume,  d'écrire 
artout  X  au  lieu  de  a  ,  j  au  lieu  de  A  ,  c  au  lieu  de  c.  Donc,  si  l'on  fait, 
our  abréger , 
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(  «  ) 

(2)  a  =  pS[^  C05<a/(t.)]  ,      b=.'»s[^  COsSV'W]  .         «  =  pS[^  CO*<7/(r)]; 
(.î)   cl  =  pS[^ C0S'?C08' v/(r)],  C  =  t.S[—  COS'vCO»'a/(r)J,  f  =6S[—  COS»aC0S'f /(r)], 
/  ur=pS['^'cos'xcos.Scos7/(r)j,   v=pS[""-cos^MOs■//{r)^,   w  =  ps[— cos'acoâ?/(r)l, 

'A)  I  ll'=.,Si  "^'"cOs'.'-lOSy/C*)],    v'=roS[-"î''cOSaCOâ\^COSy/(r)],    W'  — oS["-C05aC05'<./(r)], 

(  u''=pS[~cos.'-co»'//(r)],  T''=6s[-'^''co?»coi^7/(r)],  iv''=pS[Î^^COSac05fcos'7/W]; 

l<î«  valeurs  de    A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E  y  F    rclalivcs  5  un  corps  élastique  dont  l'élasticité 
n'est  pas  la  nîcme  dans  tous  les  sens  deviendront 

dx  ^     ,ly^dz^\di^  dy)^      \dx  ^  dz)^      \dy  ^  dx]  ' 

j  r/j;  ^      dy  ^      dz   ^      \dz  ^  dyj^      \dx  ^  dij^       \dy  ^  dx)  ' 

dï     ,.dr.  rfÇ  'dr.  d%\  JdK     ,    dî\  ,ldl         dn\ 

rfj;    '         ity    '  rf;     '        \rf;         dyj^       \dx    ^    dz }    *        \dy         dsj 


(•') 


1   C  --=  c 


(U'  ^        dy  ^        dz^       \dz  ^  dy)  ^     \dx  ^  dz)  ^     \dy  ^  dx) 
IiOr»«|iîu  le  corps  élaslicjuc  est  homogoiic^  les  quinzi:  coolliciciiU 
(/)         «>     1>,     c,     d,     e,     f,     ij  ,     V,     w.     i\\     v\     w',     u\     v\     w* 
^  se  I  éduiseul  à  des  quanlilcs  constantes ,  cl  Ton  peut  en  dire  aulant  de  la  densité    p . 
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(5) 
qui ,  pour  de  très-petits  déplacements  des  molécules ,  ne  diffère  pas  sensiblement  de  la 
densité  primitive.  Alors  les  valeurs  de    A,B,C/D,E,F,     fournies  par  les  équa- 
tions (5) ,  (6) ,  dépendent  des  six  quantités 

^        ^        ^        —M—        —4-^        ^4-^ 
^^^  dx  '       dy  '       dz  '       dz^  dy  '       dx^  di  '       dy  ^  dx  ' 

qui  varient  seules  dans  ces  mêmes  équations  avec  les  coordonnées  x  ,  j,  z.  On  peut 
remarquer  que  ces  six  quantités  sont  aussi  les  seules  fonctions  de  x  ,  j^,  z  ,  qui  en- 
trent dans  la  valeur  générale  de  la  dilatation  ou  condensation  linéaire  mesurée  suivant 
une  droite  menée  par  le  point  {x,y,z)  de  manière  à  former  les  angles  a,  p ,  y 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives.  En  cûet»  si  Ton  nomme  i  celte  dilata- 
tion linéaire  prise  avec  le  signe  +  ^^  cette  condensation  linéaire  prise  avec  le  signe 
—  ,     on  aura  »  comme  on  l'a  prouvé  dans  le  II.*  volume  des  Exercices  [page  66], 


fe) 


c  =  -—  COS'a  +  --^  COS*S  +  — -  COS'7 
dx  dy  *^        dz 


Dans  le  cas  particulier  où  le  corps  élastique. offre  trois  axes  d'élasticité  rectangulaires 
entre  eux  et  parallèles  aux  axes  des     Xj  y  ,  z  ,     les  neuf  coefficients 

(lo)  u,     V,     w;         u',     v',     w';         u',     v'',     w'', 

s'évanouissent,  et  les  formules  (5)«  (6),  réduites  aux  suivantes 

(il)  yi  =  a-— 4-f- — he-— .  jff  =  f— --t-b-^-f-d— -,  C  =  e -- +  d  — +  c  — ; 
^      '  dx  dy  dz   .  dx  dy     '       dz  dx    ^       dy  dz 

coïncident  avec  les  équations  (65) ,  (64)  des  pages  253,  254  du  III.*  volume  des  Exer- 
cices. 

Les  formules  (5)  et  (6)  ou  (ii)  et  (12)  étant  une  fois  établies,  il  suffirait  de  les  com- 
biner avec  les  formules  (2)  ou  (2*5)  et  (28)  des  pages  161  et  166  du  III.*  volume,  pour 
obtenir  les  équations  générales  de  l'équilibre  ou  du  mouvement  d'un  corps  élastique , 
dont  les  molécules  s'écartent  très-peu  des  positions  qu'elles  occupaient  dans  l'état  naturel.  ' 
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(4) 

Donc ,  si  l'on  désigne  par  ?  la  force  accélératrice  appliquée  au  point  {x^y,  z)  de  ce 
corps  élastique,  et  par  X  ,  Y,  Z  les  projections  algébriques  de  la  force  f  sur  les 
axes  coordonnés ,  les  équations  propres  à  déterminer  le  mouTement  de  ce  même  corps 
seront  généralement 


d^l       ^d*i  d*i  d»ïi  ,d*7i  ,d*n  d^K         ,  dK  ,  dK 

\    djdi        dzdx         dxdy         dydt         dzdx        dxdy  dydt        dzdx        dxdy} 

P-^=    Y 

^  dr       ^ 


^    ^  >  dx*  dy»  dz*  dx^  dy^  dz*  dx^  dy*  at* 


\    dydz        dzdx        dxdy  dydi         dzdx  dxdy        dydz  dzdx         dxdyj 


d^K  y 


4- Y Uy hV    --4-U hU    ■  +U he hd hC 

^^  dx^  dy-  ^       dz^   ^      dx^  ^       dy^    ^       dz^   ^     dx^  ^     dy*   ^     dz* 


\      dyù 


d^l         d^i       .d^n         ^dU        ,d'n        ^d^K 


-4-e— -4-u 


-d— -4-w 


^V 


d-ri 


H-u'' ^-v'—-- f-w'. 


rf'Ç 


dydz        dzdx        dxdy        dydz  dzdx        dxdy         dydz         dzdx  dxdy 


Si  le  corps  élastique  offre  trois  axes  d'élasticité  rectangulaires  et  parallèles  aux  axes  de» 
.T,  j,  5,  les  coefficients  u,  v,  w,  u',  v',  w',  u',  v^,  w'  s'évanouiront ,  et  les 
équations  (i3) ,  réduites  aux  suivantes 


(•4)     f. 


rf'n 


rf'i) 


rf'Ç 


rf'Ç 


rf'fl 


^'^ +''-k^+"'is-+ "l^  + '^=' -sr. 


r/'Ç    ,    ,  r/»ç     ,       c/n    .  ^'5     .      .    </*«     .     «  rf'Ç 


//j?" 


+<^^+«-^+ 


2C 


</z(<j; 


+  sd 


^:^  +  '^=P-5F- 
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(8) 
coïncideront  avec  les  formules  (68)  de  la  page  a35  du  III.*  volume.  EnGn ,  si  des  for- 
mules (i3)  et  (i4)  on  veut  tirer  celles  qui  expriment  l'équilibre  d'un  corps  élastique,  il 
suffira  d'annuler  les  trois  expressions 

,  .,  d*ï  d^n  £/«ç 

^*^J  IT'        "5F"'        Ht^' 

Concevons  à  présent  que  le  corps  élastique  se  réduise  à  une  plaque  élastique  naturel- 
lement plane  et  d'une  épaisseur  constante.  J)ésignons  par  a{  l'épaisseur  naturelle  de 
la  plaque ,  et  prenons  pour  plan  des  x  ,  y  celui  ~qui  divisait  primitivement  cette  épais- 
seur en  deux  parties  égales.  La  surface  moyenne»  après  avoir  coïncidé  dans  l'état  na- 
turel avec  le  plan  des  x  ^  y ,  se  courbera  »  en  vertu  du  changement  de  forme  de  la 
plaque  »  mais  son  ordonnée  restera  très-petite.  Désignons  par  f{x,y)  cette  ordonnée , 
et  faisons  de  plus 

(i6)  »  =  «  — /(a^.y)» 

t  étant  l'ordonnée  d'une  molécule  quelconque  m  prise  au  hasard  dans  l'épaisseur 
de  la  plaque.  Enfin  soient 

I17)        A  =  A,-\-A^$  +  elc,,    F  =  F,  +  F.»  +  elc.  ,    iï  =  5.  +  iï.« -f- olc. , 

(18)  ç  =  ç, +  ç,«  +  etc.  ,         u  =  j)o -f- »,»  4- etc.  ,        ç  =  Ç,  +  ç.»  •+•  elc. , 

(19)  X=X,-^X,s-\-etc.  ,  r=  r. +  !'.«  + etc.,  Z=Z.+Z.«+Z.-^-f.etc., 

les  développemenls  de  A,F,  B,l,v,i,X,Y,Z  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  « ,  dans  le  cas  oh  l'on  prend  a; ,  /  et  «  pour  variables  indépendantes. 
En  supposant  que  la  plaque  élastique  se  meuve  et  soit  extérieurement  soumise  à  une 
pression  normalo  désignée  par  P ,  on  établira,  comme  nous  l'avons  fait  dans  le  III.* 
volume  [pages  SSy  et  338],  les  trois  équations 

Seulement  pour  obtenir  les  valeurs  des  fonctions  Ao ,  Fo  »  Bo  *  ^t  »  F^ ,  B,  expri- 
mées à  Taide  des  dérivées  partielles  de  («  #  «lo  »  Co  »  il  faudra  combiner  les  équation» 
(g)  de  la  page  35 1,  c'est-à-dire  les  trois  formules 
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(2  2; 


(6) 
E  =  o,        D  =  o,        C=  —  P. 


qui  subsisteront  encore  pour  <  =  —  i  et  pour  s  =  i ,  non  plus  avec  les  équations 
(58)  de  la  page  ôôq,  mais  arec  les  équations  (5)  et  (6).  On  aura  donc,  pour  «  =  —  i 
et  pour    s  =  ( , 

dx^      dy^       dz  ^'*   \dt  ^  dyj^     \dx^  dt]^      \dy^  d»]  ' 


(«3) 


dy^       dz  ^      \dz  ^  dy)^       \dx^  dz}^      \dy^  dx) 


Li^'  +  di^  +  c^  +  u-f^  +  a  +  T'f^+^Uw'f^  +  ^W-P; 

\     dx^       dy^dz^       \dt  ^  dy)^       \dx^  dzj^        \dy  ^  dx) 

I 

puis ,  cil  subsliluant  les  valeurs  dos  fonctions 


d.v  '^   dz   '  flfj   "*"   dz   '  ^/2    ' 


tirées  des  formules  (*>3)  »  dans  celles  des  équations  (5) ,  (G)  qui  détcrinincnt  les  pres- 
sions    A  ,  F ,  B  ,     on  trouvera 


',ao; 


a.b,(,i,e,f,U,D,tO     désignant  de  nouveaux  coefficients  dont  1rs  valeurs 
seront 

(a6)  a  =  a 


(2-) 


edc  —  cu^  —  dx"*  —  cw^'  H-aD"v*w» 
bz=b 


\'*{t\c-^u"^)  ^u'*{vc~^x"*)  -^d^jetl'-yv*'*)-^  'm'd(v"yy"-~^eu^)  'j^7d\'^u''^y"'^dy'^^^ 

cdc  —  eu'"  — dv*«  — c\y"*  +  in^^j^vf" 
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(»8) 


(7) 
r  =  f 


cdc  — eu**— df** — cw  ••  +  «*?»»?*  ~ " —  ' 


(«9) 


î>  =  w' 


T-'o(dc.u'»)4.uV(ee-T«')+d^'(ed-if*)+K^^+dT^)(T»TT*-en'0+(du+ryO{a*w*-d**)+(v^'+nnO(u«v»^w') 

edc—  en"  —  dT*»^cw**  +  au''»'w*  » 


(5o) 


<  =  w 


UT(dc-n»')+T^u(ec-v'")+w*e(ed-w*')+(T'e+w*n)(f»TT''-en*)+(w*T+oe)(n»w»-dv«)4-(u'+vvQ(u«t<'.cw«) 

edc  —  eu**  — d»** — cw**+au*T*w' 


(30 


f=f 


cdc  —  eu*^  —  df  ^«  —  cw«"  +  au*^  t^w  ♦       ———————        , 


^        T(u^w^-dT^).fu(f^w^-ett")-fe(ed-w^*) 


(5s) 


^_   T(u^w^>df^)+u^(TV^-cu^)+d(ed-w^«) 
cdc  -  eu**  -  d?''*  -  cw''»  +  au^'r^'w*' 

^  _    u(u^w^-dT^)+Y^(T^w^-eu^)+w^Ced-w^') 


Or»  si,  après  avoir  développé  les  deux  membres  des  formules  (sS)  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  s ,  on  pose  successivement  dans  ces  formules  «  =  — r  »\  «  =  t ,  on 
en  conclura ,  en  négligeant  les  termes  proportionnels  au  carré  de    i , 

(55)  (      B.  =  fJ^  +  ii^+i[^+^)-PV. 


\ 


r.=.^+i^+,(^+^)-P«. 


rv.«  AiiNi£. 
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(8) 

D'autre  part,  si  l'on  nomme  V^  F^W  des  fonctions  de  a?, /,  s  propres  à  vérifier 
les  formules 

(56)         I    ..0  +  d^+..»'=_.g_.'^_,.(|+^). 

dx  dy  \d^        dxj 

on  aura ,  pour    5  ==  —  i    et  pour     $  =  i  ^     en  vertu  des  équations  (a3)  et  (35)» 

(36)  T-+'-!^-"'         Y+ï^  =  ^.         ?  =  '^. 

dz         dx  dz  dy  dz 

puis  on  en  conclura ,  en  prenant  pour  variables  indépendantes  x ,  j  ,  s  au  lieu  de 
X  ,  y,  z  , 

Cola  posé  ,  soient 

(38)  <7o,         ^o.         ^f'. 

U'S  valeurs  de  f/ ,  ^,  JV  correspondantes  à  *  =  o.  Ou  tirera  des  formules  (35) 
cl  (37)  f  en  développant  les  deux  membres  de  chacune  d'elles  suivant  les  puissances  as- 
cendantes de    s , 
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(9) 


er.  +  wT.  +  vVF.  =  -  V  i!l  - T'  ''" 


ée 


dy 


\dy    ^    dx]' 


(39)  I    „.p.+j^.+„-,f-.=-u:^_.-^  -'(^+^)  • 


et 

(4o) 


Ç.=  t^o- 


..  =  ^. 


rfÇo 


rfr   ' 


ç.  =  ^f.. 


Par  suite  les  équations  (54)  donneront 


rft/„ 


^^   ^  1      '             dx     ^       dy     ^     \dy     ^     dx  )            rfa!»               «/j-»  rf.wfy    ' 

'~       rfj!     "*"       rfj     "^    irfy     "*"    rfx   j            rfx'               rfj'  ^     dxdy   ' 

Si  mainlenaal  on  substitue,  dans  les  formules  (20)  et  (21) ,  les  valeurs  de  A^ ,  B», 
F»,  A,  ,  Bt  ,  F,  ,     fournies  par  les  équations  (33)  et  (4>)  >  ^^  trouvera 


(42) 


dx^ 


et 


3  rfa;4    ^''*   dx^dy  ^  ^'•' ^ -*   >   rfj,..rfy«  ^^     dxdy^^'      rf/*      ^ '^    rfP 


(43) 


4-pjz.+  ^(z.+  24^+2^),. 
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(    10) 

f/o  9  ^0  t'i^o    désignant  des  fonctions  de    x  ei  y    déterminés  par  les  formules  (Sg). 

Les  équations  (4s)  et  (43)  sont  les  seules  qui  subsistent ,  pendant  le  mouvement  d'une 
plaque  élastique  naturellement  plane  et  d'une  épaisseur  constante  ,  pour  tous  les  points 
de  la  surface  moyenne.  Supposons  d'ailleurs  cette  plaque  terminée  dans  son  état  naturel 
par  des  plans  perpendiculaires  au  plan  des  x  ,  J  ou  par  une  surface  cylindrique  dont 
les  génératrices  soient  parallèles  à  l'axe  des  z.  Si  cette  surface  cylindrique  est  soumise 
k  une  pression  normale    $    différente  de    P ,    et  si  l'on  désigne  par 

«,     P    et    7  =  Y 

les  angles  que  forme  avec  les  demi-axes  des  x  ^  jr  ci  z  positives  la  normale  à  la  sur- 
face cylindrique»  prolongée  en  dehors  de  la  plaque;  les  conditions  (54)t  (55)  et  (Sa)  des 
pages  556  et  338  du  III.*  volume ,  savoir, 

(44)  {Ao  +  *J?) cos«  +  F.cosp  =  o ,       F.coBa  -f-  {Bo  +  $) cosp  =  o  , 

(45)  /i.cosa  +  FiCosp  =  0  ,        -F.cosa  +  ^.cos^  =  o , 

devront  être  remplies  pour  tous  les  points  do  la  surface  moyenne  situés  sur  dos  portions 
libres  du  contour  do  la  plaque.  Au  contraire,  les  formules  (4o)  et  (40  des  pages  536 
o{  357  du  même  volume ,  savoir» 

(47)  Ço=0,  îïo  =  0,  Ço  =  0, 

(4B)  5i  =  o,  *ïi  =  o 

devront  être  vérifiées  pour  les  points  de  la  surface  moyenne  située  sur  des  portions  fixes 
du  contour  de  la  plaque.  Il  est  bon  d'observer  i.""  qu'en  vertu  des  équations  (4o)»  les 
formules  (4G)  et  (48)  pourront  être  réduites  aux  suivantes» 


(4y) 


,      I  dHo  ,     rf'Ç.  ^\  (d-V.  .     d'F.  _  „\ 
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(  "  ) 


(5o) 


dx 


u,. 


rfg. 
♦ 


=  r,. 


a.*  qne  des  formules  (45)  et  (49)  combinées  entre  elles  on  conclara ,  en  négligeant  les 
termes  proportionnels  ou  carré  de    •  , 


(5i) 


dx 


.    dF,       /y    -rfZ.  rf'l7.\ 

-*^*p[^'+-z^-dn-j 


(rfF.    dB,      ( 


dZ, 


-^)  }«'»?=« 


Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer,  dans  les  formules  (44)»  (4^)  et  (49)  ou  (Si),  les  va- 
leurs de    /f 0  9  F09  Bo,  At ,  Fi  t  j9i  ,     fournies  par  les  équations  (33)  et  (4i). 

Si  Ton  voulait  considérer  une  plaque  élastique ,  non  plus  dans  l'état  de  mouvement  » 
mais  dans  Tétat  d'équilibre,  il  suffirait  de  supprimer,  dans  les  équations  (4^)»  (43)  et 
(49)  •  tous  les  termes  qui  renferment  des  dérivées  relatives  à     t. 

Revenons  au  cas  oh  la  plaque  élastique  se  meut.  Alors  les  deux  inconnues  Ço  >  >i*  » 
qui  mesurent  les  déplacements  parallèles  aux  axes  des  x  ei  y  pour  un  point  quel- 
conque de  la  surface  moyenne,  pourront  être  déterminées  à  l'aide  des  équations  (4^) 
réunies  aux  conditions  (44)  ou  aux  deux  premières  des  conditions  (47)»  en  sorte  que 
les  valeurs  générales  de  ces  inconnues  seront  indépendantes  de  la  valeur  initiale  de  (« , 
et  par  conséquent  de  la  forme  de  la  surface  moyenne  à  Torigine  du  mouvement.  De  plus , 
après  avoir  déterminé  Ço  et  Ho  »  on  déduira  des  formules  (39)  les  valeurs  de  17o  »  P^o> 
et  de  l'équation  (43),  réunie  aux  conditions  (45)  et  (5i),  ou  à  la  dernière  des  conditions 
(47)  et  aux  formules  (5o) ,  la  valeur  générale  de  Co«  Si  l'on  suppose  en  particulier 
que ,  pendant  la  durée  du  mouvement ,  les  déplacements  £«  »  «lo  >  mesurés  parallèle- 
ment au  plan  des  x  ^  y ,  restent  très-petits  relativement  à  l'ordonnée  Co  de  la  sur- 
face moyenne,  ce  qui  exige  que  les  valeurs  initiales  de  Ço  *  «lo  soient  elles-mêmes  très- 
petites  relativement  à  la  valeur  initiale  de  C«  ;  alors,  en  négligeant  tous  les  termes  qui 
renferment     So  ou  «i» ,     on  tirera  des  formules  (Sg) 

(5a)  Do  =  o,         V.=io. 

Par  suite  les  équations  (40  •  (4^)  deviendront  respectivement 


(53) 


'  dx^  dy^  dxdy  (U^  dy^  dxdy 


F.^^t 


^'Co 


dx"" 


dy 


ÙJiih 
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(  ««  ) 


/    i' 


(54) 


rfj;4 


el  les  équatioDs  (âo)  »  (5i)  se  réduiront  aux  suivantes 


(55) 


(50) 


dx 


=  0, 


=  0. 


dx 


Les  diverses  formules  que  nous  venons  d'élablir  se  simplifient ,  lorsqu'on  suppose  la 
plaque  élastique  extraite  d'un  corps  solide  qui  offrait  trois  axes  d'élasticité  rectangulaires 
et  parallèles  aux  axes  des  x,  j,  r.  Alors  les  coeiTicients  u ,  v,  w,  u',  v',  w', 
u'',  v'',  w'  s'évanouissent,  et  les  formules  (26),  (27)»  (28),  (29),  (3o) ,  (5i),  (52) 
se  réduisent  à 

(57)        a  =  a  — — ,      b  =  b  — — ,      (  =  f,     îl  =  o,     t  =  o,     f  =  f— --. 
ce  c 


(58) 


«  =  -1 


tJ  =  —  ,  t»  =  o  . 

c 


Alors  aussi  on  tire  des  formules  (Scj) 

(59)  f/.  =  o,      f,  =  o,      ;r.=  -±-^-i. ''"• 


C     dx  c      dy  c 

Par  suite  les  valeurs  de     A^ ,  B^  ,  F^ .  A,  ,  B,  ,  F,  ,     déterminées  h  l'aide  des  équa- 
tions (33),  (4i),  deviennent 


(60) 


/ 


^.  =  -^j(ac-e-)-^4-(fc-de)i^-/>e 


dx 


dy 


/?.= 


(fc_d,,)^+(bc-d')^-/>d}. 


dx 


\         •""    Uj-    ^    dxj' 
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(  »5) 


(6i) 


c 


c 


rfs* 


rf'Ç. 


(f«-^^«)^  +  (''<=-^')     ., 


/*.  =— af 


et  tes  formules  (42) ,  (4^)  donnent ,  pour  un  point  quelconque  de  la  plaque  élastique , 


(6a) 


ac-c*     rf'Ço     ,    .  rf'Ç.    ,     afc-de     rf'»,    ,      -,  <<»Ç. 


rf'uo     ,    bc-d«     dUo     ,     afc-de     i/*Ço 


//^ 


dfr' 


(Ixdy 


dr 


(63) 


Quant  aux  conditions  qui  deirront  être  vérifiées,  dans  l'hypothèse  admise,  pour  les  points 
situés  sur  le  contour  de  la  surface  moyenne»  on  les  obtiendra  immédiatement,  si  les  bords 
de  la  plaque  sont  libres,  en  substituant  les  valeurs  de  Ao  ^  Bo  9  Fo  p  ^t  ,  B,  ,  F, 
dans  les  formules  (44)  »  (4^)  »  (56) ,  et  elles  coïncideront ,  si  les  bords  de  la  plaque 
deviennent  fixes ,  avec  les  formules  (47)  et  {5u). 

On  peut  encore  remarquer  la  forme  que  prennent  les  équations  (42)  et  (54)  dans  le 
cas  oii  Ton  suppose  la  force  accélératrice  7  et  les  pressions  P,  Ç  réduites  à  zéro. 
Alors  ces  équations  deviennent  respectivement 


(«4) 


(65)  - 


^        dxdy  ^      dy-    ^^    dx-   ^^'^    ^  dxdy  ^       dy-  ^   di' 


dx^ 
d^r.„ 


dxdy 
d^Tio 


dy^ 
dy^ 


dx 
d^Ko 


dxdy  dy^ 


dy^ 
■U-- =( 


dt^ 


o. 
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(»4) 
On  voit  par  ce  qui  précède  comment  les  rarialions  de  l'élasticité  influent  sur  la  forme 
des  équations  qui  déterminent  les  mouvements  d'une  plaque  élastique.  Les  formules  qu'on 
avait  obtenues  en  supposant  que  l'élasticité  restait  la  même  dans  tous  les  sens  ne  ren- 
fermaient  qu'un  seul  coefficient  dépendant  de  la  nature  de  la  plaque.  Mais  cette  suppo- 
sition ne  s'accorde  pas  avec  les  phénomènes  observés  par  les  physiciens;  et»  pour  ob- 
tenir des  résultats  comparables  à  l'expérience ,  il  faudra  généralement  recourir  aux  for- 
mules (4s) ,  (54) .  (64)  9  etc. ,  après  avoir  déterminé  les  six  coefficients  qu'elles  ren- 
ferment, et  qui  tiennent  la  place  des  quinze  coefficients  compris  dans  les  équations 
générales  du  mouvement  d'un  corps  élastique. 
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SUR  L'ÉQUILIBRE  ET  LE  MOUVEMENT 

D'UNE   VERGE   RECTANGULAIRE 

EXTRAITE  D'UN  CORPS  SOLIDE 

DONT  L'ÉLASTICITÉ  ^'EST  PAS  LA  MÊME  EN  TOUS  SENS. 


Quanti  une  plaque  élastique  naturellement  plane ,  et  semblahle  à  celle  que  nous  avons 
considf!^r«'>e  dans  rarticle  préctSiient,  se  trouve  latéralement  terminée  par  deux  surfaces 
cylindriques  très -rapprochées  Tune  de  l'autre,  elle  devient  ce  que  nous  trommons  une 
vcpge  reclangulaire.  I/axe  de  celte  verge,  qui  en  général  est  une  courbe  plane,  se  ré- 
duira simplement  à  une  droite ,  si  les  deux  surfaces  cylindriques  se  transforment  en  deux 
plans  parallèles.  Supposons  d'ailleurs  que  l'on  choisisse  pour  plan  d('s  x  ,  y  celui  qui 
divise  Tépaisseur  de  In  plaque  ,  pri^e  dans  l'état  naturel ,  en  deux  parties  égales  ,  et  pour 
axe  des  x  l'axe  de  la  verge.  Enlin  soient  9.1  l'épaisseur  primitive  de  la  plaque,  et 
3/i  la  distance  comprise  entre  les  plans  parallèles  qui  la  terminent  latéralement,  c'est- 
à-dire,  l'épaisseur  de  la  verge  mesurée  dans  le  plan  des  x  ,  y.  Les  épaisseurs  2 A  , 
*i\  seront  précisément  les  deux  côtés  du  rectangle  qu'on  obtiendra  en  coupant  la  verge 
par  un  plan  perpendicidaire  h  son  axe.  D'autre  part,  si  l'on  adopte  les  notations  et  les 
principes  exposés  dans  l'article  précédent,  les  déplacements  So  »  '^o  relatifs  à  un  point 
situé  sur  la  surface  moyenne  de  la  plaque  élastique,  et  mesurés  parallèlement  aux  axes 
des  X  i^i  y  f  devront,  pendant  le  mouvement  de  la  plaque,  acquérir  des  valeurs 
telles  que  les  formules  ()io)  de  la  page  5 ,  savoir, 

et  les  formules  (44)  de  la  page  lo,  savoir, 

(î)  (y^o  +  5^)COS«  +  FoC08p  =  0,  /'oC0Sa+(Zîo+5?)C08?  =  0 

soient  vérifiées ,  les  deux  première^  pour  tous  les  points  de  la  surface  moyenne  »  et  les 
deux  dernières  pour  tous  les  points  situés  sur  le  contour  de  cette  surface,  A^  9  Fo  * 
B^  étant  des  fonctions  de  a? ,  j  déterminées  par  les  équations  (55)  de  la  page  7  > 
c'cfl-à-dire ,  par  les  suivantes 

IV.  •  ANN&E.  3 
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(  «6  ) 
dx  f^y         \  '(r         '^'^  ! 

\  dx     '         dy      '       \  dy      ^      dx  1 

dx      '  dy       '       \  dy       '       dx  I 

Il  est  essentiel  de  rappeler  que ,  dans  les  équations  (i) ,  (y),  (5) ,  o  désigne  la  densité 
de  la  plaque»  i*egard6e  comme  constante;  P,  0?  les  pressions  supportées  i."  par  les 
plans  qui  terminent  la  plaque  du  côté  dos  z  positives  et  du  côté  des  z  négatives, 
2.*  par  les  plans  ou  surfaces  cylindriques  qui  la  terminent  laléralcmenl;  X^  ,  l'«  les 
projections  algébriques  sur  les  axes  des  x  et  y  de  la  force  accélératrice  appliquée  à 
un  point  quelconque  do  la  surface  moyenne;  et  a  ,  S  les  angles  formés  avec  les  deaii- 
axes  des  j?  et  j'  positivrs  par  la  normale  élevée  dans  le  pLiu  (1rs  x ,  j  sur  le  cou 
tour  de  celte  surface. 

Concevons  maintenant  que  »  la  plaque  élastiffue  étant  réduite  h  une  veri^e  rectangu- 
laire,  on  désigne,  comme  dans  Tarticle  précédent,  par  i,  n,  ^  les  déplacements 
parallèles  aux  axes  d*une  molécule  quelconque  m  qui  correspond,  dans  Télat  de  mou- 
vement, aux  coordonnées  X,  y,  z;  par  X  y  y ,  Z  1rs  projections  algébriques  de 
la  force  accélératrice  appliquée  h  cette  molécule;  et  par  yl  ,  F ,  E;  F  ,  B  ,  D;  E  , 
D  p  C  les  projections  algébriques  des  pressions  ou  tensions  exercées  au  point  (x^y.z) 
contre  trois  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés.  Soient  de  plus  r  ,  r'  les  distances 
comprises  dans  Télat  de  mouvement  i.°  entre  iaxe  de  la  verge  et  la  droite  menée  par  la 
molécule  m  parallèlement  \x  Taxc^  des  z  ,  2.''  entre  la  molécule  m  et  le  point  de 
la  même  droite  qui  se  trouvait  primitivement  renfermé  dans  le  plan  des  ^  »  y*  EutiD 
supposons  que  l'on  dé\eloppe  les  quantités  ;,':.?,  A',  Y,  Z  ,  ^ ,  B ,  C\  D ,  E , 
F,  considérées  coumie  fonctions  de  x  ,  r  el  r\  suivant  les  puissances  ascendantes 
de     r,  r' ;     et  joignons  en  conséquence  à  la  formule 


(4)  ç  ^  5.,,  +  ?.,,r  +  ÇoM  r'  +  —  (f„o^'  +  «Çf.rr'  +  Ço..r'*)  +  ctc 


toutes  celles  qu'on  en  déduit  quand  on  y  n^nplace  la  lellre  S  par  l'une  des  lettres 
71  ,  }^  ,  X ,  Y  y  Z  ,  A  ,  B  ,  C  ,  I)  ,  E  ,  F.  Les  fonctions  de  a?  et  de  j ,  désignées 
dans  les  formules  (1) ,  (2) ,  (3)  par  Ç»  •  "o  .  X^  ,  Y^ ,  Ao ,  Fo,  Bo  se  confondront 
avec  les  valeurs  de  i,ri,X^Y,A,F,B  correspondantes  à  r'  =  o.  Donc 
elles  seront  données  par  des  équations  de  la  forme 
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(«7  ) 

r*  r' 

(o)  Ç.  ^=  Ço,o  +  5i»o»*4"Ç».-o  elC...   ,  >Jo  =riofo  +*ïi»o^  +  «afo h^^C*"* 

Riniiarquons  d'ailleurs  que  les  deux  quanlilcs  dési^jnécs  par  Çoto  >  yioo  dans  les  équa- 
lions  (4)  et  (5)  sont  préciséiiienl  les  valeurs  de  Ç  et  de  >î  correspondantes  à  un  point 
situé  sur  l'axe  de  la  verge. 

En  résumé ,  l'on  voit  que  ,  peudant  le  mouvement  d'une  verge  droite  et  rectangulaire  , 
l<*s  déplacements  Ço  »  >:o  d'une  molécule  primitivement  renfermée  dans  le  plan  des 
js ,  y ,  et  les  déplacements  Soto  »  »o>o  d*uu  point  primitivement  situé  sur  l'axe,  se 
déduiront  des  formules  (i) ,  (2) ,  (3) ,  (5),  dont  la  première  et  les  deux  dernières  devront 
ô(re  vérifiées  pour  tous  les  points  de  la  section  faite  dans  la  verge  par  le  plan  des  x  , 
j ,  tandis  que  la  seconde  devra  être  vérifiée  pour  tous  les  points  situés  sur  le  contour 
de  cette  même  section.  Or  les  formules  (1),  {9^) ,  (5)  sont  entièrement  semblables  aux 
formules  (2),  (4),  (22)  des  pages  246,  247»  25o  du  III.*'  volume;  et,  pour  tirer  les  unes 
des  autres,  il  sufBt  de  remplacer     A,F,B,J[,Y^i,ri     par     Aot'Fof  Bo ,  Xo, 

io,lo,>'o,     p  parle,     ^=-^    par    -^^ ,      g-^-^—par    ^^j^  ,     enfin 

?o  >  ^i  »  Ça  *  •••  *Io  •  *3i  »  Il  •  •••   par  Ço»o  9    ?i>o  r.  Çâ*o  »  •••  "^oo  •  "^i*©  »  ^%to   »  .•#.•••    viClB 

posé,  on  pourra  immédiatement  transformer  les  équations  qui  expriment  le  mouvement 
d'une  lame  élastique  droite  et  d'épaisseur  constante,  c'est-à-dire,  les  équations  (46)  de 
la  page  255  du  III.'  volume,  de  manière  à  obtenir  les  équations  du  mouvement  de  la 
verge  droite  et  rectangulaire  qui,  étant  coupée  par  le  plan  des  x,  y ,  offrirait  la 
même  section  que  la  lame  élastique.  En  effet,  pour  opérer  la  transformation  dont  il 
s*agit,  il  suffira,  dans  les  équations  (46)  de  la  page  255  du  III.'  volume,  de  substituer 
aux  quantités 

les  quantités 

et  alors,  en  réduisant  le  polynôme 

+  T— :77i; r 


A»       (it^        *     2       dt*        '        dr 


au  seul  terme     —         "''*  ,     vis  à-vis  duquel  les  deux  autres  peuvent  être  négligés,  on 


trouvera 
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(   '8) 


(7) 


fto* 


Il  ne  reste  plus  qu'à  exprimer  les  quantités  A^^o  >  A^,o  ,  produites  par  le  dévelop^ 
peinent  de  Ao  suivant  les  puissances  ascendantes  de  r,  à  Taide  des  dérivées  par- 
tielles de  £o>o  f  'ïofo-  Pour  y  parvenir,  on  observera  d'abord  que  la  section  primitive- 
ment faite  dans  la  verge  par  le  plan  des  x  ,  y  était  comprise  ealre  deux  droites  pa- 
rallèles à  l'axe  des     x    et  représentées  par  les  équations 

(8)  7  =  -/..  J  =  h. 

Or  les  deux  courbes  »  dans  lesquelles  ces  deux  droites  se  transforment  en  vertu  des  dé- 
placements infiniment  petits  des  molécules  »  diO^rent  infiniment  peu  de  ces  mêmes  droites. 
Donc«  si  Ton  désigne  par  «  »  6  les  angles  que  forme  la  trace  du  plan  normal  à  l'une 
de  ces  courbes  sur  le  plan  des  x  ,  y  avec  les  demi-axes  dos  a;  et  /  positives,  on 
aura  sensiblement,  c'est-à-dire»  en  négligeant  les  quantités  infiniment  petites, 

(9)  cosa  =  o,         cosp=:qpi; 

et  les  équations  (ti)  donneront  à  Irès-peu  près ,  pour  les  points  silués  sur  les  courbes  dont 
il  s'agit , 

{10)  /ï'o  =  o,       /;.  =  — le- 

De  plus ,  comme  une  droite  primitivement  parallèle  à  l'axe  des  y  et  propre  à  me- 
surer la  demi-épaisseur  h  de  la  verge  dans  Tétat  naturel ,  changera  très-peu  de  lon- 
gueur et  do  direction  en  raison  des  déplacements  iufinimcut  petits  des  molécules  «  il  est 
clair  que»  pendant  la  durée  du  mouvement,  — /t ,  +  '^  seront  à  très-peu  près  les  va- 
leurs de  r  correspondantes  aux  deux  courbes  déjà  menlionuées.  Donc,  en  vertu  des- 
formules  (10)  réunies  aux  équations  (3) ,  on  aura,  sans  erreur  sensible  ,  pour  r  =  —  A 
et  pour     r  j^li  t 


('0 


L  dx  dy  \  dy  dx  ] 

\  dx    ^       dy    ^     \  dy    ^    dx  1 
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^     (  >9  ) 
pu»  en  substituant ,  dan$  la  |>reinière  des  équations  (3) ,  les  valeurs  des  fonctions 

(•a) 


/y     '  dy    ^  dx     ' 

tirées  des  foriuulcs  (i  i)  >  savoir, 

dlo        </.!.  _  (blP-î>t>)P+it9?  î>f-be    dl, 

dy    "^    ds    ~~  bf-î)'  bC-î»*       rf*     ' 

(.5) 

rf,.  _  (cp-î>tp)p-f'i'        flt-cf    «<5. 

«(r  ~        bf-îi'  bf-î>'    *<*    ' 

et  faisant  pour  abréger 

ïif-bf      .  fî>-rf      , 

ttbc-oi'-be'-ff'+aM 

(.5)  j;^;:^; =P«S 

(»6)  l<e_(m.K»  +  b)P  =  n, 

on  trouvera 

(17)  ^.  =  ,u'-^4-". 

CoDcevons  à  présent  qu'en  ayant  égard  h  la  première  des  équations  (5) ,  et  à  l'équation 
analogue 

(i8)  A.  =  yio.o  +  -^i.o^  +  '^•»o  —  +  etc.. , 

on  développe  les  deux  membres  de  la  formule  (17)  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  T.  Si  Ton  y  pose  ensuite  successivement  r  =  —  A  ,  r  =  h  ,  on  en  conclura , 
en  négligeant  les  termes  proportionnels  au  carré  de     A  , 

(.9)  ^„.  =  p.a.il^4.n,  (20)         ^.,.  =  pii«-£^. 

D'autre  part,  en  prenant  a;  et  r  pour  variables  indépendantes  au  lieu  de  x  ,  j  , 
et  fiiisant 
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(   »o  ) 

(bu)-î»o)P+î>'i?         ,  {cv-im)P-(':C 

^'''  — bTï- =  "  '       — bFT' —  =  "  • 

on  tirera  dis  équations  (i3)  réunies  aux  Ibniiules  (i4) 

'      '  tir  dx  dx     ^  dr  dx 

puis,  m  développant  les  deux  membres  suivant  les  puissances  ascendantes  de     r,     po- 
sant    r^=±li  ,     et  négligeant  les  termes  de  Tordre  de     A ,     on  trouvera 

Par  suite  Téqnation  (»o]  donnera 

Si  maintenant  on  substitue  dans  les  Tormulos  (G)  et  (7)  les  valeur^  de     //««o  .    -«^i.. 
fournies  pur  les  équations  (19)  et  (24)  >  on  obtiendra  les  suivantes  : 

Les  équations  (^5)  et  (26)  sont  les  seules  qui ,  pendant  le  mouvement  d'une  vergo 
élastique  naturellement  droite,  subsistent,  pour  tous  les  point»  de  Taxe,  entre  les  va- 
riables indépendantes  x  ^  t ,  et  les  déplacements  Ço>o  #  ^o»o  mesurés  parallèlemeot 
au  plan  des  x  ,  jr>  Ajoutons  que  ,  les  fonctions  (o»o  >  >i»>o  étant  supposées  connues, 
on  déterminera  sans  peine  les  valeurs  approchées  des  pressions  Aof  F^ ,  B^  et  dei 
déplacements  (o  >  ^9  relatifs  à  un  point  pris  au  hasard  dans  le  plan  des  x  ,  y.  En 
effet  les  équations 

(27)  So  ^^^  Ç050  "T"  Çijo^  5  îlo  ^^  "ïojo  "T"'ïi>o'' > 

réunies  aux  formules  (1 9),  ()t3)  el  (24)»  fourniront  les  valeurs  de     f»,  y;, ,  A^,     aux  quan- 
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iiiés  prùs  lie  l'ordre  de  A*.  Qiianl  aux  valeurs  approchées  de  t\  ,  B^  ,  elles  seront 
déterminées  par  des  équations  semblables  aux  formules  {^y)  de  la  page  a5d  du  III.*  vo- 
lume, et  que  l'on  déduira  immédialemcul  de  ces  formules  en  écrivant 

F         B        ^  r  Y  )'  4  i»t     ^<^ 

au  lieu  de 

l'\        B,        Ç.  ,         r:.  ,        A\,        y,,        ^.  ,        cl      P, 

On  Iroiivera  ainsi ,  en  négligeant  les  leriîics  proportionnels  au  cube  de     h , 

M  ''—i\^*'(^--'^]k-'-^-  fi.=-tf4f(i-...-^)  ('.—). 

Il  est  maintenant  facile  d'établir  les  conditions  particulières  auxquelles  doivent  satis- 
iiiire  les  deux  fonctions  Ço>u  >  ^o.o  pour  les  points  situés  aux  extrémités  de  l'axe  de  la 
verge.  Ellectivemcnt ,  si  l'on  suppose  la  V(  i'|^c  terminée  du  côté  des  x  positives  et  du 
eôlé  des  x  négatives  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe,  et  qui  supportent  en  cha- 
cun de  leurs  points  une  nouvelle  pression  désignée  par  P  ,  on  aura ,  pour  ces  mêmes 
poiiLls , 

(5o)  yiz=_p,         F  =  o; 

puis ,  en  posant  dans  les  formules  (5o)     r'  =  o  ,     on  trouvera 

(30  Ao  =  —  ^.       Fo=:o. 

Enfin,  après  avoir  substitué  dans  ces  dernières  les  valeurs  de     A» ,  F„     tirées  des  équa- 
tions (28)  et  (29) ,  on  en  conclura 

(52)  ^0,0  =  —  !?, 

OU,  ce  qui  revient  au  môme,  eu  égard  aux  formules  (19),  (aS) ,  (24),  (26)  et  (26), 
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Les  conditions  (54)  ot  (55)  devront  «Irc  remplies  pour  chacune  des  diMix  extmniiés  de- 
là veryc  élastique ,  si  ces  deux  extrémités  sont  libres.  An  contraire ,  si  ces  extrémités 
deviennent  fixes,  ou  plutôt,  si,  les  exlrcmilés  de  l'axe  étant  fixes.  les  point»  renfermé* 
dans  les  plans  qui  loruiincnl  la  vcrgo  du  côté  des  x  positives  ou  négalîves,  sonl  assu- 
jettis de  manière  à  n'en  point  sortir,  on  aura,  pour  les  abscisst^s  correspondantes  aux 
plans  dont  il  s'a,i!;il ,  non-seulement 

(5<))  5.,..,  =  o  ,  (^7)  >;,.o  =■-  o  : 

mais  encore 

quelles  que  soient  les  valeurs  de     r,r,     et  par  conséquent 

(58)  ;,.,.  — To, 

ou  f  ce  qui  revient  au  niùinc , 

Si  la  verge  élastique  offrait  une  exlrémllé  libre  et  une  extrémité  fi\e ,  les  conditions 
(5.V; ,  (55)  devraient  être  vérifiées  pour  la  première  extrémité,  et  les  conditions  (56), 
(57),  (5())  pour  la  seconde. 

Les  équati«>ns  el  condiiions  ci-dessus  établies  siifllscnt  à  la  détermination  contplète  des 
inconnues  Ço.o  .  »îo.o  qui  représentent,  pour  un  point  quelconque  situé  sur  Taxe  de  la 
verge,  les  déplacfmenls  n)e«urés  pnrallolement  au  plan  des  x^  r.  Si  Ton  voulait 
déterminer  en  outre  le  diplacemcnt  ^010  de  ce  point  dans  le  sens  de  In  coordonnée 
z  ,  on  y  parviendrait  sans  peine  en  échanj^eanl  entre  elles,  dans  les  calculs  qui  pré- 
cèdent, les  quantités  qui  correspondent  à  l'axe  des  y  et  h  Taxe  des  r.  Alors  on 
retrouverait  toujours  les  équations  (C) ,  (19)  et  (20) ,  ainsi  que  les  conditions  (54)»  (56). 
Mais  les  équations  (7),  (so),  (25),  (24)»  (26)  seraient  remplacées  par  d'autres  équations 
de  la  forme 


(4o) 


(40  /#o,.  =f"* 
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(^^)    "  y (-5^4 —  «  -iteT-J  +  -571-= '2-  -^-  Tr '"  +  '^  -ir-]  • 

fi,  C,  n,  ,  n,  désignant  quatre  nouveaux  coeiBcieoU  dont  les  valeurs  seraient  dounéos 
^r  des  formules  semblables  aux  équations  (i4)  ou  (si),  et  i  l'épaisseur  de  la  verge 
mesurée  parallèlement  à  Taxe  des  z^  Pareillement  à  la  place  des  conditions  (53), 
(67)  y  (Sq)  on  trouverait  celles-ci 

(45)        — 7-r-  =  »-7i7- •  "*-t::t-=^o„  +  — t:: ft 


///»X  j,  wÇo50  43    "S090         1      ,, 

En  résumé  »  pour  obtenir  k  valeur  de  l'inconnue  Çoi 0  »  il  suffira  d'intégrer  Téqua- 
tion  (s5)  de  manière  à  remplir,  pour  chaque  extrémité  libre  de  la  vergd,  la  condition  (54)» 
et  pour  chaque  extrémité  fixe  la  condition  (56),  De  même  on  obtiendra  la  valeur  de 
l'inconnue  i7o«o  »  ^  l'aide  de  l'équation  (26)  réunie  aux  conditions  (55) ,  ou  bien  aux 
conditions  (5;)  et  (og),  et  la  valeur  de  l'inconnue  Ço>o  >  ^  l'aide  de  l'équation  (44) 
réunie  aux  conditions  (45)  »  ou  aux  conditions  (46).  Ajoutons  que,  les  inconnues  Ço*o  > 
loro  »  Çofo  étant  une  fois  déterminées ,  on  pourra  fixer  la  valeur  approchée  de  ï  à 
l'aide  des  formules  (25)  et  (42)  réunies  à  la  suivante 

(47)  Ç  =  Ço,o  +  Çnur  +  Ço,ir', 

OU,  ce  qui  revient  au  même ,  à  Paidc  de  la  formule 

«8)       5  =  ï.,.  +  (*ik^-  ^  +  „-).+  («^-^  +  n,).'. 

Effectivement ,  si  l'on  regarde  les  épaisseurs  2  A  et  21  comme  des  quantités  infiniment 
petites  du  premier  ordre ,  la  valeur  générale  de  $  ,  ou  le  déplacement  d'un  point  quel- 
conque de  la  verge  élastique ,  mesuré  parallèlement  à  Taxe  des  x  ,  sera  déterminé  par 
l'équation  (48)  avec  ifne  approximation  qui  ne  comportera  qu'une  erreur  du  second  ordre 
seulement. 

Si  Ton  voulait  considérer  une  verge  élastique,  non  plus  dans  l'état  de  mouvement, 
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mais  dans  Télat  d'équilibre,  il  suffirait  de  supprimer,  dans  les  équations  (a5) ,  (s6)« 
(.^4) ,  les  dérivées  relatives  à     t ,    savoir, 

d*ioyo  d*lHoyo  d*Ko90 


dt*      •  dt*      •  dr 

}i  dans  la  seconde  des  formules  (55)  ou  (45) ,  le  terme 


dYojo  dZ 


ou 


\M^ù9ù 


qui,  en  vertu  de  l'équation  (96)  ou  (44)  ..^i^re  très-peu  do  l'expreMion 


U     S}o90  ^     »0»0 

OU 


dxdn    '  dxdf    ' 

Revenons  au  cas  où  la  verge  élastique  so  meut.  Si  Ton  suppose  cette  verge  extraite 
d'un  corps  solide  qui  offrait  trois  axes  d'élasticité  rectangulaires  et  parallèles  aux  axes 
des    X  ,  j,  z  »    les  neuf  coefficients  désignés  dans  l'article  précédent  par 

u,     V,     w,     u',     v',     w',     u',     v',     w* 

s'évanouiront,  et  les  constantes  tt,t',^,^,^,f,  U,t),lD  seront  déterminées 
par  les  formules  (5;) ,  (58)  du  même  article.  En  conséquence  les  formules  (i4)  »  (>5)« 
(16)  et  (si)  donneront 

//   V  i-  ,         dc-cf 

(49)  k  =  o,  1  = 


(So)  pix' 


Lc-d' 
abc  -  ad*  -  be  *  -  cf  »  +  a  def 


de-cf   ^   ,     df-bc     _. 

(62)  n'  =  o.  n'  =  — l_P__l_'i'. 

On  trouvera  de  même,  en  substituant  aux  quantités  k  ,  1 ,  n\  11'  les  quantités  A, 
t  p  Ht  9  ^t  »  ^^  en  échangeant  entre  elles  i.*  li^s  deux  lettres  b  et  c  ,  2«*  les  deux 
lettres     c  et  f ,     3.*  les  pressions     P  et  U^, 
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(53)  11  =  0.  t^.^^-^ 


bc-d»   * 

(«)  "•=»■       "•"-bî^*-^"- • 

Gela  posé,  dans  Thypothëse  admise»  les  équations  (a6),  (44)»  qui  fournissent  les  valeurs 
de  «e»o  »  (o»o  relatives  à  un  point  quelconque  do  Taxe  de  la  verge»  deviendront  res- 
pectivement 

tandis  que  Ton  aura  »  pour  une  extrémité  libre  » 

(5y)  _^=o,  n'___  =  X...+ 


rfj!»  '  rfx»  ""   '       <te 


rf»t.,.  „.    rf'Ç.,.  V       .     «'^«o 


et  pour  une  extrémité  fixe 

log)  >2o,o  =  o  ,  — —  =  o  , 

(6o)  ç.,.  =  o ,  ^^  ■   =  o . 

Au  reste  »  il  n'est  pas  nécessaire  de  recourir  à  l'Iij^othèse  dont  il  s'agit  pour  obtenir 
les  équations  (55) ,  (56)  avec  les  conditions  (67)  »  (58)  »  (59) ,  (60) ,  et  Ton  retrouvera 
encore  ces  diverses  formules»  si  Ton  suppose  les  valeurs  de  (««o  »  ^o»o  constamment 
nulles»  pendant  le  mouvement  de  la  verge  élastique»  ainsi  que  les  deux  pressions  exté- 
rieures   P»  5?. 

Concevons  h  présent  que  la  force  accélératrice  f  devienne  constante  et  constam- 
ment  parallèle  à  elle-même.  Admettons  en  outre  que  les  trois  pressions  extérieures  P, 
^  »  P    s'évanouissent.  Alors  on  aura 
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Par  tuile  les  équations  (aS) .  (55) ,  (5(>)  donneront 


d*lo,o     ,    V        '^'t 


1090 


^    '  6      dx*     ^     dr     —'' 

(63)  fl.il  .^1^4.^ 


3        i1f4      ^^      ai* 

Dans  le  même  cas,  les  condîlions  (36),  (Sg),  (60)  devront  être  remplies  pour  une 
cxirémilé  fixe  de  la  verge  élastique.  Mais  les  conditions  (34) ,  (67) ,  (58) ,  relative!  k 
une  extrémité  libre ,  devront  être  remplacées  par  les  formules 

(64) 

(fi5) 


dx 

=  0. 

dx* 

=  0  , 

d^fiofo 

=  0  . 

dx^      =** 

(66) 

Enfin,  si  Ton  suppose  que  la  force  accélératrice     7     s'évanouisse,  les  équations  (61), 
(69) ,  (63)     deviendront  respectivement 

(67)  ftv'''^"'«   —   '''^"•'^ 


dx*  dl' 


(68)  a-—  iliirL4.   ^""«''^ 


3       dx^        ■       dr 


(69)  a»  il  ^'^->-    +  ^'^-    =0. 

^  •'^  3       flx^      ^     dt* 

La  constante  a  ,  comprise  dans  la  plupart  des  formules  que  nous  avons  obtenues , 
représente  évidemment  la  vitesse  du  son  dans  une  verge  élastique  droite,  d*ane  lon- 
gueur indéfinie.  C'est  du  moins  ce  que  Ton  prouvera  sans  peine ,  h  Taide  de  réquation 
(67) ,  en  raisonnant  comme  nous  Tavons  fait  à  la  page  t6g  du  IIL*  volume.  D'totra 
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part  p  s!  Ton  nomme     i    la  dilatation  linéaire  de  la  verge  élastique  mesurée  en  un  point 
quelconque    x  ,  y ,  z    suivant  une  droite  parallèle  à  Taxe  des     x  ,     il  suffira  ,  pour 
déterminer     i  «     de  réduire ,  dans  la  formule  (g)  de  Tarticle  précédent ,  l'angle     a    à 

zéro ,  et  chacun  des  angles     p  ,  7    à  —  ;     en  sorte  que  Ton  trouvera 


Donc  Téquation 


(7>) 


dx 


qui  subsistera,  en  vertu  de  la  formule  (ig)  •  pour  chacune  des  extrémités  de  l'axe  de  la 
verge  élastique ,  pourra  s'écrire  comme  il  «uit 

(711)  ^=pû»f  +  n. 

Ajoutons  que  les  quantités  a  et  n  ,  dont  la  première  est  déterminée  par  la  formule 
(i5),  pourront  être  facilement  exprimées  en  fonction  des  pressions  P»  $,  et  des 
quinze  coeflicients  a  ,  b  ,  c  ,  d  ,  e  ,  f ,  u  ,  v  ,  w  ,  u' ,  v',  w',  u',  v'',  w*,  ren- 
fermés dans  les  équations  (5),  (6)  de  l'article  précédent.  En  eflet^  l'équation  (17)  étant 
le  résultat  de  l'élimination  des  expressions  (is)  entre  les  formules  (3)  et  (10),  et  les 
formules  (3)  se  confondant  avec  les  formules  (a5)  ou  (33)  de  l'article  précédent,  c'est- 
à-dire  ,  avec  celles  que  produit  l'élimination  des  quantités 

dx'^  dt   *  dy'^  dz    '  dz 

entre  les  équations  (5),  (6)  et  (aa)  du  môme  article,  il  est  clair  que  l'équation  (71) 
pourra  être  immédiatement  fournie  par  l'élimination  des  cinq  quantités 

^         ^        ^O.^        ^u.^        ^JL.^ 
^'^^  dy  '       dz'       dz'*'  dy  '       dx'^  dz  '       dy  '^  dx 

entre  les  formules  (5) ,  (6)  do  la  page  a  et  les  suivantes 

(j4)  B  =  —  9,     C  =  ^P,    D=o,    E  =  o,    F  =  o. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  pressions     P«  $     s'évanouissent ,  la  formule  (71),  ré 
duite  à  • 
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(75);  ^=f*^'Sv 

f 

est  celle  que  l'on  trouve  quand  on  élimine  les  expressions  (73)  entre  les  formules 

(76)  B  =  o,    C  =  o.    2)  =  o,    E  =  o,    F  =  o 

et  les  équations  (5) ,  (6)  de  Tarticle  précédent.  Alors  aussi  on  tire  de  la  formule  (71) 

(77)  «*=4- 

Donc  »  pour  obtenir  le  carré  de  la  vitesse  da  son  daûs  une  ver^  élastique  qui  a  pour 
axe  Taxe  des  x ,  il  suffit  de  chercher  ee  que  deviennent  la  quantité  A  ,  c'eat4- 
dire,  la  projection  algébrique  sur  Taxe  des  x  de  la  pression  ou  tension  p'  sup- 
.portée  par  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe»  et  la  condensation  ou  dilatation  ={rc 
mesurée  parallèlement  au  même  axe,  tandis  que  les  deux  autres  composantes  de  la 
pression  p\  et  les  pressions  p',  p"'  supportées  par  des  plans  perpendiculaires  aix 
axes  des  7  et  s  s'évanouissent;  puis  de  diviser  la  quantité  A=^^ip'  parla  con- 
densation ou  dilatation  qpi  et  par  la  densité  p.  Cette  proposition  subsistant  d'ail- 
leurs ,  quel  que  soit  l'axe  de    x  ,     peut  être  remplacée  par  le  théorème  suivant. 

TuitORBHB.  Une  verge  élastUiuô  étant  extraite  dCun  corp$  solide  homogène  qui  w! offre 
pas  la  même  clasticUé  dans  tous  les  sens ,  pour  obtenir  le  narré  de  la  vitesse  du  son  dans 
cette  verge  indéfiniment  prolongée^  il  suffit  de  chercher  ce  que  deviennent,  en  un  point 
quelconque  du  corps  solide ,  la  dilatation  ou  condensation  linéaire  zhi  ,  mesurée  pa- 
ralèllement  à  Caxe  de  la  verge  »  et  la  pression  ou  tension  p'  supportée  par  un  plan 
perpendiculaire  à  cet  axe,  tandis  que  les  pressions  ou  tensions  principales  se  réduisent 
Cune  à  p\  les  deux  autres  à  zéro,  puis  de  diviser  ta  ditatafion  ou  condensaiian 
zb  I    par  le  facteur    p'    et  par  la  densité    p . 

Le  rapport  qui  existe  pour  une  verge  élastique  et  rectangulaire,  dont  les  faces  latérales 
sont  soumises  à  des  pressions  extérieures  nulles ,  et  dont  l'épaisseur  ou  les  épaisseurs  soQt 
très-petites ,  entre  la  pression  ou  tension  supportée  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
et  la  condensation  ou  dilatation  mesurée  suivant  cet  axe»  est  ce  que  nous  nommerons 
désormais  l'élasticité  de  la  verge.  Cela  posé ,  il  résulte  du  théorème  précédent  que ,  dans 
une  verge  élastique»  extraite  d'un  corps  homogène»  et  indéCniment  prolongée»  la  vitesse 
de  propagation  du  son  est  proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  l'élasticité. 

Nous  terminerons  cet-  article  en  indiquant  quelques  applications  des  formules  qu'il 
renferme.  • 


Digitized  by 


Google 


(»9) 
Observons  d'abord  que,  si  la  force  accélératrice  7  et  les  pressions  extérieures  P. 
•$,  P  s'évanouissent,  les  valeurs  des  inconnues  ^«10»  *)ofo>  (o>o  »  déterminées  à  Taide 
des  équations  (67) ,  (68) ,  (69)  et  des  conditions  (36) ,  (Bg) ,  (60)  ou  (64) ,  (65) ,  (66) , 
dépendront  uniquement  de  la  vitesse  û,  des  trois  dimensions  de  la  verge  élastique,  et 
de  son  état  inilial.  Donc  ces  valeurs  ne  différeront  pas  de  celles  qu'on  obtiendrait  «n 
conaîdérant  une  verge  élastique  extraite  d'un  corps  solide  dont  rélasticîlé  resterait  la 
même  dans  tous  les  sens;  et  elles  seront  semblables  [voyez  la  page  365  du  III.»  volume] 
aux  valeurs  de  ?»  •  «o  relatives  à  une  lame  élastique  droite.  On  doit  en  conclure  que 
les  relations  trouvées  dans  le  IIL*  vohnne  [pag^s  «70  et  suivantes]  entre  la  vitesse  a  , 
la  longueur  ou  l'épaisseur  d'une  lame  élastique,  et  les  sons  produits  par  les  vibrations 
IcHigitudinales  ou  transversales  de  cette  lame,  continueront  de  subsister  pour  une  verge 
élastique  homogène,  lors  même  que  l'élasticité  de  celte  verge  deviendra  variable  avec 
la  direction  de  son  axe.  Ainsi ,  par  exemple ,  si  l'on  nomme  a  la  longueur  de  la  verge 
élastique,  et  N  le  plas  petit  nombre  de  vibrations  longitudinales  que  cette  verge, 
Supposée  libre ,  puisse  exécuter  pendant  Tunité  de  temps,  on  aura 

De  plus  le  nombre  des  vibrations  transvenvales  exécutées  par  la  même  verge  parallèlement 
h  l'axe  des  y  ,  ou  parallèlement  à  l'axe  des  z  ,  sera  l'une  des  valeurs  de  —  four- 
nies par  l'équation  (i84)  [p^g^  ^70  ^^  IH.*  volume]  ou  par  celle  qu'on  en  déduit, 
quand  on  substitue  l'épaisseur  f  àTépaisseur  h.  Donc ,  si  les  deux  épaisseurs  h 
et  i  deviennent  égales ,  les  vibrations  transversales  exécutées  parallèlement  aux  axes 
dès  y  et  z  pi*oduîront  toujours  les  mêmes  ftoos.  Il  était  important  de  voir  si  cette 
conclusion ,  qui  peut  paraître  singulière  quand  on  suppose  la  verge  extrerte  dlun  corps 
solide  dont  l'élasticité  n'est  pas  la  même  dans  tous  les  sens ,  serait  confirmée  par  l'obser- 
vation. Ayant  consulté ,  à  ce  sujets  M.  Savart ,  j'ai  eu  la  satisfaction  d'apprendre  que  des 
expériences  qu'il  avait  entreprises ,  sans  connaître  mes  formules ,  l'avaient  précisément 
conduit  au  mémo  résultat. 

En  considérant,  dans  cet  article  et  dans  le  précédent,  des  plaques  ou  des  verges 
élastiques  extraites  de  cor|>s  solides  qui  n'offraient  pas  la  métat  éiasifeité  ea  tous  9ens , 
j*ai  supposé  que  ces  plaques  ou  verges  étaient  naturellement  planes  ou  naturellement 
droiteis  et  douées  d'une  épaisseur  constante.  Mais  on  pourrait,  par  des  calculs  du  même 
genre,  établir  les  équations  d'équilibre  ou  de  mouvement  de  plaques  ou  de  verges  natu- 
rellement courbes  ou  d'une  épaisseur  variable ,  et  l'on  obtiendrait  alors  des  formules 
analogues  à  celles  que  j'ai  données  daas  les  derniers  articles  du  III.*  V0lame. 
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SUR  LES  PRESSIONS  OU  TENSIONS 

SUPPORTÉES 

EN  UN  POINT  DONNÉ  DTN  CORPS  SOLIDE 

PAR  TROIS  PLANS  PERPENDICULAIRES  ENTRE  EUX. 


^ tMJtSMÊ^ 


Rapportons  la  position  d'un  corps  solide  à  trois  axes  rectangulaires-  des    x ,  j«  ^« 
Soit    O    le  point  qui  correspond  aux' coordonnées     {x,j,z).     Supposons  que  par  le 
point    O    on  mène  i .''  trois  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés  ,  s.*  trois  autres  pbkr 
perpendiculaires  entre  eux.  Soient  d'ailleurs 

«I  )  Px  f  7i  yUes  angles  formés  avec  les  demi-axes  des  coodonnées  positives  par  trois  aal 
oi  >  Pt9  7>  9  ?  demi  -  axes  OL ,  OM  ,  ON ,  perpendiculaires  aux  trois  derniers  pUi 
«3  9  ^3  9  73  9/  et  partants  du  point    O  ; 

'''  ')  les  pressions  ou  tensions  supportées  au  point    O    par  les  faces  des  mêmes  plana  qiuii 
P*  •  (  regardent  les  trois  demi-axes     OL ,  OM  ,  ON  ; 

x'  '    '  '  y'  ^(^^®  angles  formés  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positites  par  les 
*9    a  >    *j> pp^g^^Qg  Q^  tensions 

h  9  f*3,  V3,jt 

#'  ries  pressions  ou  tensions  supportées  au  point     O     par  les  plans  perpendiculaires 
'^J  \  aux  axes  coordonnés  ; 
P   '^ 

jP  ,  B  ,  D  ,  >  les  projections  algébriques  des  pressions  ou  tensions*  <  P'  r 

enfin 

©l> ,  ^,  £  ,\  , 

^p  in>  »  £)>?  ce  que  deviennent  les  projections  algébrique»  d^s  forces 


4 


{pi^ 
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quand  on  prend  pour  demi-axes  des  coordonnées  positives  les  Irois  demi-axes     OL , 
OM  ,  ON •     On  aura ,  en  vertu  des  formules  (5)  de  la  page  i6a  du  troisième  volume  , 

;),C08>,  =  -^C09a,  4-^COSp,  +£0087»  , 

p,cosfA,  =  Fcosa,  +BcosPi  -|-Dcos7j  , 

p.COSv,  =:£c0Sa, -|-DcOS^i  +  CCOS7,  ; 


(Oi 


OL 


PaCOSX,  =  ^COSa,  +  Fcosp,  +  JBCOS7,  , 
p,C0Sfia:=:FC0Saa  +  Bc0Sp, +Z)C0S7,  , 

p,  ces  Va  =  £cosaa  +  Dcos^,  +  Ccos  7,  ; 
pi COSX3  z=  A cosaa  -j- Fcospa  +  BCO873 , 

P3COSfi3  =  FC0Sa3  4-5c0Sp3-|-Dc0S73  , 
p3COSV3  =  £cOSa3 -4-1^008^3  +  ^*^0573  . 

plus»  comme  la  direction  de  la  force     p,     formera  évidemment  avec  les  demi-9xes 
•  OM  ,  ON    des  angles  qui  auront  pour  cosinus  les  trois  expressions 

008^, COSat  +  COSfi, COSp,  +  COSV, C087(  I 
COsXiCOSa.  +  C0SfiiC0SPa  +  C0Sv,C0S7,  , 
C0SXxC08a3-|-COSfi|C0S^3  +  COSV,COS73  , 

J(o=p,(c08*A,C08ai  +C08fi,CO8Pi4"0OSv»COS7,)  , 
^  =  pK(cO8>sC08aa-|-0OSfA|C0Sp,-|-C<><'<^>0OS7a)  > 
£  =  Pi(C08XiC08a3  -f-  C08f*i  COSPa  +  COSV,  COS73)  ; 


de  même 


^=  Pa(C0S>aC0Sa,  +  COSfiiCOSPj  +  C08VaCOS7a)  , 
iH)  =  p,(C0S>aC0Saa  +  COSpaCOSp,  +  CO9VaC087a)  , 
<0  =  Ps(cOS>,COSa3  +  CO8fAaCO8p3+OO8VaCO87i)  > 


et 


IV.»  AlVlliB. 
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eltoCOSOCi  +  ^COSa,  +  £  COSaj  =  piCOS>i  =  i^COSa,  +  FcOSp,  +  ECOS7,  , 

(10)  \        j'cOSa,  +1^' OOSa,  +  <®C05a3  =  /),COS>a  =  i^COSa, -f-FcOSp,  -^EcOSy^  , 

<f  co?a»  +5)cos(z,4-Gcosa3:=  /33CO8X3  =::=  y^cosas  +  Fcos^a  + -^cosy:  ; 
f     cl^cosS,  +  /cosp9  +  ^cosp3=p,cosfx,  r=Fco5a,  +  Z?coi»S,  +  Dcos-/,  f 

(11)  (         ^COSp,+^.,COSp,  +  .0COSp3=/>aCOSfAa=FcOSa, +BC0SÎ5, +  D0OS7,  , 

^cosS,  +-0cospa  +  C<^os^3  =/J3C08a3  =  Fcosa3  +  ^005^3  +  Dcosyi  ; 

cl^cosYi  +  ^005'/,  +  <!^'C0S73=piC0Sv,  =  Fcosa,  +  Z)cosp,  4-CCOS7,  , 
(la)  I       5*cos7i  +  .^f},cos7,+'2)cos73=piCosv,  =  Ecosa,  +Dcospi  +CC057, , 

<tcos7, -|-^cos7a  +Ccos73=^/)3COsv3  =  Fcosas  +Z)cosp3  +  ^^0373  ; 

puis  on  conclura  des  formules  (10) ,  (1 1)  >  (12) 

'      A  =  o1oCOS'ax  +  "lft)C05'a,  +  Qcos*a3  +  a^cosaaCOSa3  +  2£cosa3COSai  +  a^COsa,cosa,, 
(i3)         /?  =  c1>coà»p,  +  \(îjcos'f^,  +  Gcos»p3  +  a<0co8p,cos^3  +  a£co?p3Cosp,  +  2^cosPiCOsp,, 

^       C  =  ol>COS'7,+  \|î,COS»7a+OcOS'73  +  a^COS7aCOS73  +  2^COS73COS7,  +  2^COS7,COS7,; 

D  =  01,033(3,0087,  +  lJÎ)COS0aCOS7a  +  Q  CO8P3COS73 

+  .®(cOSPaC0373  +  C05|53COS7a)  +  <D(COd,33COS7,+COSp,COS73)+^(cOSp,COS7a  +  C08PaCOS7,), 
E  =  oli^^S'/iCOSax  -f-  lPoC0S7aC0Saa  +  ©00573 C03a3 

+  «2)(C0S7,CO8a3+C0S73COSaa)  +  <D(C0373C0Sa,+COS7iC0Sa3)+J'(C0S7iC0Saa+0087,C0Sa,), 
F  =c/l.C08axC0Sp,  +  l(î)C0SaaC0Spa  +  GC^Sa3COSp3 
y  +<0(cOSaaCOSp3+COSa3CO*5a)+£(cOSa3COSp,+  COSa,COSp3)+^(cOSa,COSPa+COSaaCO5p,). 

On  pourrait  au  reste  déduire  les  équations  (10)  et  (i4)  des  équations  (7)  et  (8)  à  l*aide 
d*un  échange  opéré  entre  le  système  des  demi-axes  des  x ,  y ,  z  positives  et  le  système 
des  demi-axes     OL  ,  OM  ,  ON . 

Concevons  h  présent  que  les  pressions  ou  tensions  principales  soient  précisément.cellcs 
qui  ont  été  désignées  par  p,  ,  p, ,  p^ ,  et  que  de  ces  trois  pressions  ou  tensions  les 
deux  dernières  s'évanouissent.  On  aura 
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(16) 


(54) 
(i5)  ^\yz=dzpt,     a)îj=o,     Q=io,    0  =  0,     £=0,-   ^  = 

Par  suite  les  formules  (i3)  et  (i4)  donneroDi 

/4  =  c/l>cos*3t, ,  B  =  JoCos*ptf  C=oHoCos"7t, 

D  =  &l>COSp,C087o  E  =  3,1,C087,COSflt,  ,  F=  (A>C082,C0S^,. 

De  môme,  si,  en  allribuant  des  valeurs  nulles  à  deux  des  pressions  ou  tensions  principales 
qui  correspondent  au  point  {Xfy,z)  ,  on  supposait  la  troisième  pression  ou  tension 
principale  dirigée  suivant  la  droite  qui  forme  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives, 
non  plus  les  angles  a,  ,  p,  ,  7.  ,  mais  les  angles  a ,  p  ,  7,  on  trouverait,  en  dési- 
gnant par  o\o  celte  pression  prise  avec  le  signe  —  ou  cette  tension  prisa  avec  le 
»igno     + , 


(t?) 


/i  =  ^H^COS'a,  JÎ  =  oi,C08»P,  C  =  olUcOS»7, 

D  =  {>l,cosScos7  ,         E  =  cl)C0S7C0sa  ,        F  =  olUcosacosp . 


D'autre  part ,  si  Ton  nomme  p  la  densité  naturelle  du  corps  solide  supposé  élastique 
et  homogène,  t  la  dilatation  linéaire  mesurée  au  point  [xty^z)  suivant  la  droite 
dont  il  s'agit ,  et  a  la  vitesse  de  propagation  du  son  dans  une  verge  rectangulaire  in- 
finiment mince  qui  aurait  pour  axe  cette  même  droite ,  on  trouvera ,  en  vertu  de  la  for- 
mule (77)  de  l'article  précédent, 

(18)  a*=  — . 

Enfin ,  si  l'on  désigne  par  S  »  1  »  C  les  déplacements  infiniment  petits  du  point 
{^»Jf^)  mesurés  parallèlement  aux  axes  coordonnés,  on  aura  [voyez  la  formule  9  de 
la  page  3] , 


(19)^ 


dl  dn  dt^ 

•  =  -—  COS'a  +  -r-  COS*S  +  -7-  C0S"7 
dx  dy  '         dz 

.    l^yi    .     dXA  .    [dX,    .    dl\  ,    ld\     ,    dy^\ 


puis  on  conclura  des  équations  (17)  et  (18)  combinées  avec  les  formules  (5)  ei  (6)  delà 
page  fi 
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(  35  ) 

Cela  posé ,  rélimination  des  six  quantités 

^^^^  £te  •       flf/  '       rf'   '       ^2  "^  flf/  '       daf"^  dz  *       dy'^  da>* 

entre  les  équations  (19)»  (so)  et  (si)  produira  éyidemment  une  autre  équation  de  la  forme 

(«5)  --i-j-==3,C0S*a4-flC08<p+C<î0S<74-2jDC0S'pCOS'74-2(EcO8»7C0S*a4-2^COS*aC0S'P 
p 

-|-2ÏlC0S*aC0SpC0Sy+  2lïC0S^aC0S7  4-  a03cOS^aCOSP 

4-2ïrcos^Pcos74-«lï'cosacos*Pco87-l-a03'cosaco8^p 

4- 2Îil^C08pC08^74- 2jj'C0SaC0s'74- 2U)*'c0SaC0SPC08'7 , 

31.  0»  «»  ÎD,  «»  ^.  U.  lï.  m.  ïi'.  D'»  10''  ir»  D^  lO''  désignant  de  nou- 
velles constantes  qui  seront  exprimées  à  l'aide  des  quinze  coeiBcients  a^  b,  c»  d,  e, 
f ,  u  ,  V ,  w ,  u',  v',  w',  u',  ?',  w^  L'équation  (26)  fait  voir  comment  la  vitesse 
de  propagation  du  son  ,  dans  une  verge  rectangulaire  infiniment  mince ,  extraite  d'un 
corps  élastique ,  varie  avec  les  angles  a  ,  p ,  y  qui  déterminent  la  direction  que  pre- 
nait dans  ce  même  corps  Taxe  de  la  verge. 

Concevons  maintenant  qu'à  partir  du  point     {x^y^z)     on  porte»  sur  la  droite  qui  forme 
avec  les  demi  axes  des  coordonnées  positives  les  angles    «»  p,  7  »     une  longueur  dont  le 
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carré  représente  le  produit    ^i/p*»     ^^  désignoni  par     x  +  ^f   J'^J^    ^  +  i     1^^ 
coordonnées  de  l'extrémité  de  cette  longueur.  On  aura 


(«4) 


cosa         cosp  CO87 


et  l'on  tirera  do  la  formule  (s5) 

(aS)  m^^  +  Bj^  +  €z*  +  2ÎDy«'  +  «€«•*"  +  a^x'y» 

+  axHUy2  +  dzx+ttïxy)  +  2ynU'y2  +  l)'zx  +  ttï'xy)  +  2z'(U'y2+^^^ 

Cette  dernière  équation  appartient  à  une  surface  du  4**  degré  qui  a  pour  centre  le  point 
(^>7»2)  »  c^  >  comme  le  rayon  vecteur  mené  de  ce  centre  à  un  point  de  la  surface  est 
d'autant  plus  grand  que  la  vitesse  a  est  plus  petite ,  on  peut  affirmer  que  la  vitesse 
A  acquiert  une  valeur  minimum  quand  ce  rayon  vecteur  devient  un  maximum,  et  une 
valeur  maximum  quand  ce  rayon  vecteur  devient  un  minimum.  Dans  l'un  et  l'autre  cas , 
les  coordonnées    x  ,  y ,  z     de  l'extrémité  du  rayon  vecteur  vérifient  la  formule 

2tx'+-/y+«z*+uyz+D«+ttïxy+  -^  (ttïx-+ttrr+tirz')+— (Dxvt)'y+trï') 


(«6) 


ai 


ax 


=  i^x«+0y>+ÎDz'+M'yz+trzx+tirxy+  ^  (Hx«+uy+UV)+^  (ttJx'+Hry+ttrz') 
====  «x'+DyHCz'+U'yz+ÎTzx+lU'xy  +  —  (lïx'+tï'y*+ iJV)+ -^  (^^^ 


Donc  par  suite,  lorsque  la  vitesse     u     deviendra  un  maximum  ou  un  minimum,  on 


aura 


/       3lcos*a  +  ^cos*p  +  (gcos»7  +  Ucospcos'/  +  l)cos7Cosa  +  ttIcosacosS 

^^^  (tDcOS'a  +  ttï'cOS*?  +  ttf  C08'7)  +  -^^^^  (DcOS  »  a  +  D'cOS-p  +  D'cos^y) 


(«7) 


acusa  ^^'  .    —         .    .  —  w         2C08a 

=  ^COS'a  +  JQCOS'P  +  Î5C0S*7  +  n'C0sPc0S7  +  1)'C087COSO  -j-  {D'cOSaCOS^ 

=  (gcos'a  +  JDCOS'P  +  €C0S*7  +  ÏI''C0SPC0S7  +  lJ'coS7C0Sa  +  tD'coSaCOS^ 


cosa 


COSP     M!« 


^.  J±JL-  (|jcos*«  +  U^cos'p  +  t)'cos«7)  +-^^  (Ucos««  +  ircos-p  +  ll'cos»7) 
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(37) 
Si  le  corps  solide  que  l'on  considère  offre  trois  axes  d'élasticité  rectangulairet  entre 
entre  eux  et  parallèles  aux  axes  des     x ,  jr ,  z  ,     les  neuf  coefficients 

u,     y,     w,     u',     v',     w',     u',     v',     n' 

s'évanouiront;  et  les  formules  (20) ,  réduites  aux  suivantes 

a  -— 4-f-7-  +  e---=pn»«cos*a, 
dx  dy  dz        ^ 


donneront 


dl ^      (bc-d*)co8»a+(de-cf)co8*p+(fd-bc)cos»y 

dx       ^      *  abc-ad*-bc»-cf*+adef  ' 


y 


.     V  I    ^ (de-cf)cos«a+(ca-e*)co8'P  +  (ef-ad)cos«y 

^*^^  Wj'        ^     *  "  .abc-ad*-bc*-cf»  +  2def ; 

£/Ç  (fd-be)co8*a+(ef-ad)cos*P'f(ab-f')cos«7 

rfT  abc  -  ad  •  -  be  •  -  cf  • + adef  ' 

tandis  que  l'on  tirera  des  formules  (21) 

Idiï    .    d^^  cospeosy               d^    .    dl          ^      cosvcosa 
^4-^-pû« — â— ,        -4-^=pû.. . 
«ï    I    ***          ^,      cosacosS 

Par  suite  l'équation  (aS)  deviendra 

t  ^*  ■ 

^'*^  ■wïr  =  2l^^**"+flc®**P+€cos474-2jDcoa*pcos*74->«Jeos»y^^^ 

les  valeurs  de    3l»0*€*]9»(Er^    <lant  respectivement 
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(58) 
bc-d> 


(5,) 


\ 


€  = 


abc-ad*-bc»-cf'  +  adcf   * 

ca-e* 

abc-ad*-bc*-ef'  +  adef 

ab-f» 


abc-ad»-bc»-cf»  +  adef 


(55) 


J= 


ef-ad .     I 

abc-ad'-be'-cf*+adef         ad  ' 

fd-be ^_i_ 

abc-ad*-be*-cf'+adef         a«  * 

de-cf 


abc-ed*-be*-cf»  +  adcf         af 


+  -7J 


et  les  diverses  valeurs  du  produit      n^p     auront  pour  mesure  les  divers  rayons  yecteurs 
menés  du  point     {x,y,  z)     à  la  surface  représentée  par  l'équalion 


(34) 


2lx*  +  fly*  +  €**  +  aJDy'2*  +  a€2"x5  +  a^x'y»  ==  I. 


Alors  aussi,  en  désignant  par  a',  il* ,  a^  et  par  a,  ,  a, ,  As  tes  valeurs  de  a 
correspondantes  h  des  verges  dont  les  axes  seraient  parallèles  aux  axes  coordonnés ,  on  di- 
viseraient les  angles  formés  par  ces  derniers  axes  en  parties  égales»  on  trouverait  i.* 


(55) 
a.» 


a'» 


=  p3l. 


•H^  =  pfi'  "71^  =  ''^' 


A  l'aide  des  équations  (35)  et  (36),  on  peut  fixer  les  valeurs  des  coefficients  31  >  0  » 
C  •  1D  >  €  »  ^»  lorsqu'on  a  déduit  de  Texpérience  celles  des  vitesses  a',  ûf^  ii''\ 
A,  ;  il, ,  A|,     Ajoutons  que,  siT^n  pose 


COS«  =  COSp  =  COS7  =  ±  -7^=-  , 


|a  formule  (3i)  donnera 
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EnfiQ,  si  l'élasticité  du  corps  est  la  même  dans  toos  les  sens /la  condition  (45)  de  la 
page  SOI  du  troisième  Tolume,  savoir , 

(44)  L  =  3iB, 

sera  remplie,  et  les  formules  (43)  donneront 

(45)  3l=:^=i.2-=i.i.. 

Gela  posé,  l'équation  (40  pourra  être  réduite  à 

(46)  n.  =  liî  =  ll. 

OU ,  ce  qui  revient  an  même ,  à 

Cette  dernière  formule  coïncide,  comme  on  devait  s'y  attendre,  avec  l'équation  (55)  de- 
là page  565  du  troisième  volume  des  Exercices- 
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SUR  LA  RELATION  QUI  EXISTE 

ENTRE  LES  PRESSIONS  OU  TENSIONS 

SUPPORTÉES  PAR  DEUX  PLANS  QUELCONQUES  EN  UN  POINT  DONNÉ  D'UN  CORPS  SOLIDE. 


Nous  ayons  prouvé^  dans  le  second  volume  des  Exercices  [page  4^]  que»  si  par  un 
point  donné  d'un  corps  solide  on  mène  deux  axes  qui  se  coupent  à  angles  droits»  la  pro- 
jection sur  le  premier  axe  do  la  pression  ou  tension  supportée  par  un  plan  perpendicu- 
laire au  second  sera  équivalente  h  la  projection  sur  ce  second  axe  do  la  pression  ou  tension 
supportée  par  un  plan  perpendiculaire  au  premier.  Nous  allons  maintenant  faire  voir  que 
la  même  proposition  s'étend  au  cas  où  les  deux  axes  forment  entre  eux  un  angle  quel- 
conque. Effectivement  soient  OL  »  OM  deux  axes  ou  plutôt  deux  demi -axes  menés 
arbitrairement  par  un  point  donné  d'un  corps  solide.  Rapportons  d'ailleurs  tous  les  points 
du  corps  ù  trois  axes  rectangulaires  des    x  ^  y ,  z;     et  nommons 

«1  >   p.  >   7»  ;      *»  >   P»  f  7» 

les  angles  formés  par  les  demi-axes  OL  ,  OM  avec  ceux  des  coordonnées  positives. 
Soient  enGn 

Pi  f  p»     les  pressions  ou  tensions  supportées  au  point     O  ,     et  du  côté  des  demi-axes 
OL  ,  OM  ,     par  des  plans  perpendiculaires  h  ces  demi-axes  » 

^19  Pi  »  '•'x  9  \  les  angles  formés  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  par  les  (  p.  > 
^a  >  p, ,  v, ,     pressions  ou  tensions  |  p»  » 

tr,     l'angle  formé  par  la  direction  de  la  force    p,     avec  le  demi-axe     OM  , 
«r,     l'angle  formé  par  la  direction  de  la  force    p,     avec  le  demi-axe     OL  , 

A  ,  F ,  E  p  \  l<^s  projections  algébriques  des  pressions  ou  tensions  supportées  au  point 
F  ,  B  ,  D  ,  )Of  et  du  côté  des  coordonnées  positives,  par  trois  perpendiculaires  aux 
E  f  D  ,  C ,  ]  axes  des     x  ,  y ,  z. 

On  trouvera 
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(4«) 

y:7iCos>,  =  -^co8a, -f-Fcosp, +jEC097i  , 

(0  [       /^iC08f«i=FC0S3t,+BC0Sf,4-^C0S7x  , 

/9(C09Vi  =  JScosa,  +  DcosPi  +  Ccosjt  , 

{*)  C05«r,  =C0SX,C0Sa,  +  C0Sp,C0Spa-J"<^0Sv,C0S7,  , 

et  par  suilo 

(  /?,COS«r,  =  ^COSûtjCOSa,  4-^COSf ,  C0SJ5,  -J-  CCOS71COS7, 

(3)  1 

l+^(cOSf..C057a+COSf5,COS7x)+E(COS7.COSa,+COS7,C09a,)+F(cOSa.COSf5,+CO?X,C^^^^ 

Cela  posé,  concevons  que  Ton  vienne  à  échanger  entre  eux  les  demi-axes  OL  ,  OJi. 
En  vcrlu  de  cet  échange,  le  premier  membre  do  Téqualion  (3)  se  transformera  dans  le 
produit  /},cosra  ,  tandis  que  le  second  membre  restera  invariable.  On  aura  en  con- 
séquence 

(4)  P:,  tu  S  S- ,  :—  /;  1  COi  zr ,  . 

Or  les  produits  ;>.cosv, ,  pacosv,  représenteront,  au  signe  près,  les  projections  de 
la  force  p^  sur  la  droite  031 ,  et  de  la  force  p^  sur  la  droite  OL.  On  pourra 
donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

TniumÊME.  Si  par  un  point  donne  cCun  corps  solide  on  mène  deux  axes  nui  forment 
entre  eux  un  ari^lc  quclcorK/ue,  la  projection  sur  te  premier  axe  de  la  pression  ou  ten- 
sion supportée  par  un  plan  perpendiculaire  au  second  sera  équivalente  à  la  projection 
sur  ce  second  axe  de  la  pression  ou  tension  supportée  par  un  plan  perpendiculaire  au 
premier. 

Il  est  bon  d'observer  que  de  ce  tbéorémo,  ou  de  l'équation  (5)  qui  le  renfcrmo,  on 
peut  immédiatement  déduire  les  formules  (7),  (8),  (10),  (11),  (12),  (i3)  et  (i4)  de 
Tarticle  précédent. 
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SDR  LES  VIBRATIONS  LONGITUDINALES 

D'DNE  VERGE  CYLINDRIQUE  OU  PRISMATIQUE  A  BASE  QUELCONQUE. 


■  ■aoeoe?  I 

Considérons  une  verge  élastique  qui  se  confonde  ^  dans  Télal  naturel ,  avec  un  prisme 
ou  un  cylindre  droit»  dont  la  base,  renfermée  dans  un  contour  de  forme  arbitraire»  offre 
des  dimensions  très-peliles.  Rapportons  tous  les  points  de  l'espace  à  trois  axes  rectangu- 
laires des  X,  j,  z,  en  prenant  pour  axe  dos  x  une  droite  comprise  dans  l'épaisseur 
de  fa  verge  et  parallèle  aux  arctes  du  prisme  ou  aux  génératrices  du  pylindre  dont  il  s'agit. 
Supposons  d'ailleurs  la  verge  soumise  à  une  pression  extérieure  »  mais  constante,  dési- 
gnée par     P  ;     et  soient ,  pendant  le  mouvement  de  la  verge , 

(0  A,    F,     E;     F,     /?,     D;     E,     D,     C 

les  projections  algébriques  des  pressions  ou  tensions  que  les  plans ,  menés  par  le  point 
[x^y,z)  parallèlement  aux  plans  d^s  j,  z»  des  s,  œ  ctdes  a?,  j^,  supportent  du 
côté  des  coordonnées  positives.  Soient  enfin  Q  oi  R  deux  points  correspondants  à  la 
même  abscisse  x  ,  et  situés  l'un  sur  Taxe  des  x ,  l'autre  sur  la  surface  latérale  de 
la  verge  élastique.  Si  l'on  nomme  «  #  P  »  7  les  angles  formés  par  la  normale  h  cette 
surface  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives ,  on  aura 

(a)  cosa  =  o,        cos'P  +  cos»7=  I  , 

et  par  suite 

(3)  C0S7  =  rt  8Înf>; 

puis  y  en  faisant  coïncider  le  point     {x^y^z)     avec  le  point     R  ,     on  tirera  des  formules 

(4)  de  la  page  329  du  troisième  volume 


(4) 


f  cosp  +  £cos7  =  o  , 
{Z?  +  P)cosp  +  Z>cos7  =  o,        Z>cosp+(C4-iP)cos7  =  o. 


Ily  a  plus,  comme  les  valeurs  de    A  ,  B  ,  C  ,  D ,  E  ^  F    ne  varient  pas  sensiblement 
lorsqu'on  déplace  le  point     {x^y^z)     d'une  quantité  très-pelite,  les  formules  (4)  seron 
encore  k  très-peu  près  exactes ,  si  l'on  substitue  au  point    R    le  point    Q.    Ajoutons 
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(44) 
que  cette  conclusion  restera  vraie ,  quelle  que  soit  la  position  du  point  R  sur  le  con* 
tour  de  la  section  faite  dans  la  verge  par  un  pian  perpendiculaire  à  l'axe  des  x  et  cor- 
respondant à  l'abscisse  x.  Donc»  si  ce  contour  présente  une  courbe  continue,  et 
dans  laquelle  la  direction  de  la  normale  varie  d'un  point  à  un  autre  par  degrés  insen- 
sibles ,  on  pourra  considérer  les  formules  (4)  comme  devant  être  vérifiées ,  pour  un  point 
Q  choisi  arbitrairement  sur  Taxe  des  x  ,  quel  que  l'angle  p  ,  ou ,  ce  qui  revient 
au  môme,  quel  que  soit  le  rapport  de  cosp  h  cosy.  On  aura  donc  alors ,  pour  tous 
les  points  de  la  verge  situés  sur  Taxe  des    x , 

(  F  =  o,  ^  =  0, 

(â) 

(     B  +  P  =  o,        D  =  o,        C  +  P  =  o, 

et  par  conséquent 

(6)  B  =  C  =  —  P,        D  =  E  =  F  =  o. 

il  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  a  posteriori  que  les  valeurs  de    B ,  C  ,  D  ,  E  ^  F, 

fournies  par  les  équations  (6) ,  vérifient  les  formules  (4) ,  quels  que  soient  les  angles    ^ 
ot     7. 

Si  le  contour  do  la  section  faite  dans  la  verge  par  un  plan  perpendiculaire  h  l'axe  des 
X  offrait  un  polygone  rectiligne  ou  curviligne ,  alors  aux  diverses  positions ,  que  pour- 
rait prendre  le  point    R ,     correspondraient  au  moins  deux  valeurs  différentes  du  i^pport 

^ — ^  ;     d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  les  formules  (4)  entraîneraient  toujours  lea  for- 
ces 7  ' 

mules  (6), 

Soient  maintenant  ?  la  force  accélératrice  appliquée  au  point  {x,y,z)  ,  ç  le 
déplacement  de  ce  point  dans  le  sens  des  x  positives,  X  la  projection  algébri- 
ques de  la  force  7  sur  l'axe  des  abscisses ,  et  p  la  densité  naturelle  do  la  verge 
élastique.  On  aura  [voyez  les  formules  («5)  et  (28)  de  la  page  166  du  troisième  volume] 

dA     ^     (iF         dE     .      y  d^i 

D'ailleurs,  quand  on  réduira  les  deux  coordonnées    y  et  z    à  zéro,  les  valeurs  de     B  , 
C\   n  ,   E  ,    F     seront  celles  que  déterminent  les  formules  (6).  Donc  alors  Téqualioa 

(y)  donnera 

dA    .      Y  rf'Ç 

(8)  ■^  +  P^  =  ^-^F^- 

De  plus ,  comme  les  formules  (6)  coïncident  avec  les  formules  (74)  de  la  page  «7 , 
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(45  ) 
quand  on  suppose  dans  ces  dernières     (j^z^P,     les  équations  (5),  (6)  do  la  page  2, 
réunies  aux  formules  (6)  de  la  page  44  #  fourniront  une  valeur  de    A    semblable  à  celle 
que  nous  ayons  précédemment  obtenue  [page  37] ,  en  sorte  qu'on  aura  encore 

(9)  ^=''"-S+"' 

Seulement  on  de?ra  remplacer  $  par  P  dans  la  seconde  des  formules  (i5)  et  (16] 
de  la  page  19*  à  l'aide  desquelles  on  pourra  toujours  déterminer  les  deux  coefficients 
û  et  n.     Gela  posé,  on  trouvera»  pour  tous  les  points  de  la  verge  situés  sur  l'axe  des 

Ajoutons  que,  si  la  verge  est  terminée  par  deux  plans  perpendiculaires  à  Taxe  des  x 
et  dont  chacun  supporte  une  pression  extérieure  |)  différente  de  P,  on  aura  »  pour 
les  deux  extrémités  de  cette  verge ,  supposées  libres , 

(11)  ^  =  -|I. 

ou  »  ce  qui  revient  au  môme, 

di        n4-P 
(la)  û«^H ?-  =  o. 

An  contraire ,  si  Tune  des  extrémités  devient  fixe,  il  faudra ,  pour  cette  extrémité ,  rem- 
pkcer  b  condition  (la)  par  la  suivante 

(i5)  ç  =  o. 

Dans  le  cas  particolier  où  la  force  accélératrice  ^  et  les  pressions  extérieures  P ,  P 
s'évanouissent,  l'équation  (10)  se  réduit  simplement  à 


(i4) 

et  la  condition  {\»)  h 

(i5) 

""^-n 
^«=**' 

L'équation  (10)  ou  (14)  réunie  aux  conditions  (la),  (i3)  ou  (i5),  suflit évidemment 
pour  déterminer  le  déplacement     S     d'un  point  quelconque  de  la  verge  élastique  dans 
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(46) 
le  sens  de  Tabscisse  œ ,  et  par  conséquent  les  TÎbrations  longitudinales  de  cette 
verge.  Or  ces  équations  et  conditions  sont  absolument  indépendantes  de  la  forme  de  la 
section  faile  dans  la  verge  élastique  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x ,  et 
entièrement  semblables  aux  formules  qui  déterminent  les  vibrations  longitudinales  d'une 
verge  rectangulaire,  c'est-à-r?'  -^  aux  formules  (a5) ,  (67),  (34)  •  (36),  (64),  des  pages 
20,  21,  22  et  2G.  Donc  !  .«  \ibrations  longitudinales  d'une  verge  prismatique  ou  cylin- 
drique à  base  quelconque  seront  les  mômes  que  celles  d'une  verge  rectangulaire.  Ainsi , 
en  désignant  par  a  la  longueur  d'une  verge  prismatique  ou  cylindrique ,  et  par  N 
le  plus  petit  nottibrc  de  vibrations  longitudinales  que  celte  verge,  supposée  libre ,  puisse 
exécuter  pendant  l'unité  de  temps,  on  aura  toujours  [voyez  la  formule  (78)  de  la  pagesi^l 

(iG)  iV  =  — . 

De  plusj  quelle  que  soit  la  forme  de  la  section  transversale,  a  rcpréseatera  la  vi- 
tesse de  propagation  du  son  dans  la  verge  indéfiniment  prolongée ,  et  pCi^  le  rapport 
qui  existe  entre  la  pression     A     supportée  par  la  section  transversale  et  la  dilatation 

longitudinale     ---  ,     dans  le  cas  oix  les  pressions  extérieures  s'évanouissent.  Donc«  en 

prenant  ce  rapport  pour  mesure  de  l'élasticité  de  la  verge ,  on  pourra  encore  affirmer 
que  la  vitesse  de  propagation  du  son  dans  la  verge  est  proportionneHo  k  la  racine  carrée 
de  son  élasticité. 

Les  résultats  que  nous  venons  d'exposer  subsistent,  de  quelque  manière  que  l'élasticité 
du  corps ,  d'où  on  suppose  la  verge  extraite ,  varie  quand  on  passe  d'une  direction  h  une 
autre.  Ils  coïncident  d'ailleurs  avec  ceux  tiue  M.  Poisson  a  obtenus ,  en  considérant  une 
verge  extraite  d'un  corps  solide  dont  l'élasticité  reste  la  même  en  tous  sens.  Seulement^ 
dans  ce  cas  particulier ,  le  coefTicient  n  devient  indépendant  de  la  direction  que  pré- 
sentait ,  avant  l'exlraclion .  Taxe  de  la  verge  élastique. 
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SUR  LA  TORSION  ET  LES  VIBRATIONS  TOURNANTES 

D'UNE  VERGE  RECTANGULAIRE. 


Considérons,  conimo  ci -dessus  [page  i5],  une  verge  rectangulaire  qui,  dans  l'étai 
naturel,  ait  pour  axe  Taxe  des  x  ,  pour  densité  la  constante  p  ,  et  pour  section 
transversale  un  rectangle  dont  les  côtés  ^h,  21  soient  respectivement  parallèles 
aux  axes  des  y  et  z.  Supposons  d'ailleurs  que,  cette  verge  venant  5  se  mouvoir,  on 
désigne,  au  bout  du  temps  t ,  par  x ,  j ,  s  les  coordonnées  de  l'un  de  ses  points  , 
par  X  ,  Y,  Z  les  projections  algébriques  de  la  force  accélératrice  appliquée  au  point 
(j3,jf,2),  et  par  A,F,E;F,B,DiE,DpC  les  projections  algébriques  des 
pressions  que  supportent  au  même  point ,  du  coté  des  coordonnées  positives ,  trois  plans 
perpendiculaires  aux  axes  des  x  ,  jr ,  z.  Soient  encore  x  —  Ç,j  —  n  ,  z  —  ç  les 
coordonnées  initiales  du  point  {x,y,z) ,  et  concevons  que  les  faces  latérales  de  la 
verge ,  primitivement  parallèles  aux  plans  des  x  ,  jr  et  des  ce  ,  2  ,  soient  soumises 
aux  pressions  extérieures  et  constantes     P ,  !(?•     Enfin  désignons  par 

les  valeurs  des  déplacements     ;  ,  >}  ,  ç  ,     relatives  au  point  qui ,  étant  situé  sur  Taxe  de 
la  verge,  correspond  à  l'abscisse     x;     et  posons  généralement 

(0  y  =  r,o,o  +  r,  «  =  Ço.o  +  r'. 

Si  l'on  prend     x,  y ,   z     pour  variables  indépendantes,  les  formules  (8)  et  (9)  de  la 
p«ge  ?/3i  du  troisième  volume,  savoir, 

f/A  dF         dE  dn 

'^  ^  ■7r+-;^+-i?r+p^=p"^' 

dE         <iD         dC    .     „  //>ç 

IV.*  ARWÉL'. 
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f  48  ) 

f  ' 

fS)  fi:=o,      y)=--o.      C  —  —  P 

s!ihsiMcroiil ,  lt  -  trois  pn  niicr^s  pour  im  poiol  quelconque  de  la  %'erge  en  mouvement, 
le»  irois  derniti':»  pour  r'  =  —  i ,  r'  =  i ,  landU  que  Ton  aura ,  pour  r  =  —  h  et 
pour     r  =  h^ 

f^O  /•'=o.        B  =  —  <}:.        D  =  o. 

Oij<nnt  nux  pressions  A,B,C,D,E,F,  elles  seront  déterminées  par  les  for- 
mules (i  i)  et  (12)  de  la  pa^e  3,  si  la  verge  élastique  osl  extraite  d*un  corps  solide  qui 
nffie  trois  axes  d'élasticité  parallèles  aux  axes  coordonnés ,  et  dans  le  cas  contraire  par 
les  foriDiiles  (5),  (G)  de  la  pages.  De  plus,  on  prouvera,  par  dos  raisonnements  semblables 
à  ceux  dont  nous  avons  fait  usage  à  la  page  -j'iS  dn  troisièine  volume ,  que ,  si  Ton  veut 
.«rendre  pour  variables  indépendantes  r  et  r'  à  la  place  des  deux  coordonnées  7»  s« 
il  suffira  d'écrire  partout  r  uu  lieu  de  r ,  el  r'  au  lieu  de  r  ,  dans  les  formules 
dont  il  s'agit  el  dans  les  équations  (!2).  On  aura  donc  alors,  pour  tous  les  points  de  la 
verge  élastique, 

\      ft.c  dr  dr 


dn 


E     .     dD     .     dC     ,      .,  //'Ç 


\      dx      *      dr      '     dr       *    '  '     r//' 

Ajoutons  que,  pour  tout  point  situé  sur  l'axe  de  la  verge,  on  aiia  évidemment 

el  pur  suite 

r  =r=  o  ,  r'  =  o  . 

Cria  posé  .  si  Ton  développe  les  quantités 

?,>:.<,     X,  r,  z,    A  ,  B,  C,    D.  E.  F, 

con:;Mlérées  cMîimc  fendions  de     x  ,  r ,  r'   et    t,     suivant  les  puissances  ascendante» 
tic     r,  r\     i'À  si  l'on  joint  en  conséquence  a  la  formule 

(6)  4  ^■---  «0,0  +  ç,,.r  +  Sc.r'  +  '-  (?„or*  +  aÇ,,,^'  +  Ço»r'*J  +clc.  , 
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toutes  celles  qu'on  en  lire  quand  on  y  remplace  la  lettre  $  par  l'une  des  lettres  ^  , 
^.X.Y^ZyA^B.C^D^EyF,  on  déduira  sans  peine  des  équalions  (5) , 
réunies  aux  conditions  (5)  et  (4)  >  celles  qui  serviront  h  déterminer,  pendant  le  mouve- 
ment de  la  verge  élastique ,  le<  valt^urs  des  fonctions 


'ÏOJO  >  ^Oyii   9 


0?«    9 


c'est-à>dire ,  les  déplacements  d'un  point  de  Taxe  mesurés  dans  le  sens  des  coordonnées 
as,  j,  s-  En  opénint  de  celte  manière,  on  se  trouvera  immédiatement  ramené  aux 
formules  (aS),  (26)  et  (44)  des  pages  'io  et  23.  De  plus,  lorsqu'on  connaîtra  les  valeurs 
des  fonctions     Ç„,o ,    «o»©  •   ^oo  t      '>n  pourra  fixer  les  valeurs  correspondantes  de 

à  l'aide  des  formules  («^o)  et  (42)  des  pages  20  et  22  ,  et  la  valeur  approchée  de  ç  ^ 
Taidc  de  Téqualion 

(7)  5  =  Ço,u  4-  §ii«^  4-  5oîi»*'  • 

Quant  aux  valeurs  approchées  des  déplacements  1 ,  ç ,  que  l'on  peut  considérer  comme 
devant  être  fournies  par  les  équations 

elles  dépendront  non  seulement  des  quantités  î9o,o  »  Ç©.©  >  'îo©  >  Çom  ,  mais  encore  des 
deux  suivantes 

(9)  *''»'»  >  ^lyo» 

Il  est  importcinl  d'observer  que  »  si ,  les  pressions     P ,  ^     étant  nulles ,  la  verge  élas> 
tique  se  meut  de  manière  que  chaque  point  de  sou  axe  demeure  immobile  Jes  trois  fonctions 

^  Çino   9  I090   9  Ç©jo 

fi»*évanouir»nt ,  oliisi  que  les  valeurs  de  ç,»»  »  Vt»«  9  S«m  »  ^om  déterminées  par  les  for- 
mules (23)  et  (42)  des  pages  20  et  22.  Alors  les  vibrations  de  la  vergf.  seront  du  genre 
de  celles  que  Ton  nomme  tournantes;  et  la  valeur  approchée  de  S  sera  nulle,  tandis 
que  les  valeurs  approchées  de    v  ,  ç  •     réduites  à 

dépendront  des  quantités  (9).    Il  y  n  plus  .  si  l'on  désigne  généralement  par     i      le 
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(5o) 
rayon  vecteur  mené ,  au  bout  du  temps     l ,     du  point    (x,  uo,o  »  Ço,o)     au  point    [x,y,  z) , 
et  par     «r    l'angle  que  forme  ce  rayon  vecteur  avec  le  demi -axe  des    y    positives ,  on 
aura 

(il)  y — ïio5o  =  r  =  vcos*',  z  —  Ço>o  =  r'  =  t8in«r  ; 

tandis  qu'en  nommant  v  —  $  la  perpendiculaire  primitivenient  abaissée  du  point 
(x  —  l,y  —  n,z  —  Vj  sur  Taxe  de  la  verge ,  et  «r  —  -^  l'un  des  angles  formés  par 
cette  perpendiculaire  avec  l'axe  des    y ,     on  trouvera 

(12)  j'  — »i  =  (v— ^)cos(w  — •})  ,        «  — ;  =  (t.  — *)sîn(«'  — +). 

D'ailleurs  on  tirera  des  formules  (8)  »  (11)  et  (12),  combinées  entre  elles , 

if  1 jcOs(w •^)  =  (l  >Ixfo)C0S«r JioMSinv  , 
f  1 jsin(w  —  '^)  = —  ç,,oCOs«r  +  (1  — Çp„)sin»-  : 

puis,  on  en  conclura,  en  considérant  les  quantités  — ,  ••  comme  infiniment  petites 
du  premier  ordre,  et  négligeant  les  termes  du  second  ordre , 


(>4) 


COS»"  —  ^J'ginw  =  *ïi,oCOSar-f-ïlo,,sinw  , 

—  sinw  +  ^cosw  =  ÇooCOS*'  +  Som  sin*'  ; 


OU,  ce  qui  revient  au  même  j 

—  = f-  C0S2«r-i sinucr , 

^  a  a  a 

Donc,  lorsque  la  fonction     Ço,o     et  par  suite  les  quantités     »i,,o ,  (om     s'évanouiront, 
on  aura  simplement 

(i6)  —  = smaw,  ^  = 1 cosaw. 
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(5i  ) 
Eofio,  si     i    8*évaaouit,  les  équations  (16)  donneront 

(*/)  »Jo|i+Çx5o  =  0, 

et 

2 

D'autre  part»  il  est  facile  de  reconnaître  que»  dans  les  diverses  formules  qui  précèdent» 

—  et  41    représentent  à  très -peu  près  la  dilatation  linéaire  mesurée  suivant  le  rayou' 

t  ,  et  l'angle  de  torsion  de  la  verge  élastique  autour  du  point  situé  sur  l'axe  des  x  à 
la  distance  x  de  l'origine.  Donc»  pour  évaluer  cet  angle»  ainsi  que  pour  découvrir 
les  lois  des  vibrations  tournantes  »  il  est  nécessaire  de  fixer  les  valeurs  des  quantités  10»,  » 
Cx,o  que  renferment  les  formules  (10)  et  (18).  Tel  est  l'ojet  dont  nous  allons  nous  oc- 
cuper. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  l'on  suppose  la  verge  élastique  extraite  d'un  corps  solide 
qui  offre  trois  axes  d'élasticité  rectangulaires  et  parallèles  aux  axes  des  a;  »  j ,  z.  Dans 
ce  cas  particulier»  on  tirera  des  formules  (11)  et  (12)  de  la  page  3  »  en  y  remplaçant 
^»  r  par  r ,  r' ,  et  en  développant  les  quantités  Ç»>i»  ç»yi,5,  C,  D,  E,  F 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  r,r',  à  l'aide  d'équations  semblables  à  l'équa- 
tion (6)  » 


(19) 


(ao) 


(:^0 


l/fo,o=a— f^  +  f»i„o+eÇoM»  ^o>o  =  f  ■    "*-+b>i,»o+dg<,t,  C^,o=e — r^+d>ï,»o+cÇo,i , 
l  cix  ax  ux 

/^o,i=a-7^^+f>ï,„+eî:o„,  -Bo.i=f— r^+bï3,„+dÇo„,  ^oM=c-^^^+dii,,,+cç«»,, 

I  Ux  ax  ax 

-^f»o=a— - — +i*j„o+eç,,,»  /;,,p=t— - — +l)7]„o+a;,»,»  Cj,o=o— - — +ci*îa»o+c;,»,» 

I  ax  ax  ax 


etc. 
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(5.) 

Donc  alors ,  parmi  les  fondions 

(22)  -^OJO   f  Bo,o9  (^999   9         -DofO    f  ^OfO»  /*  0»0    î 

!(>!»  tiois  sirnnnleb 

(«4)  /)o,Q  =  d('ÏOM+Çoo)    , 

seront  celles  qui  dépendront  des  quantités 

D'ailleurs,  »\  Ion  dévclpppo,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  r»  r\  les  denx 
membres  de  chacune  des  formules  (3)  et  (4) ,  en  observant  que  les  formules  (4)  subsis- 
tent pour  r  =  ±  /i  ,  et  les  formules  (3)  pour  r'  =  it:  f  ,.  on  trouvera  1  .• ,  quel  que 
soit     r' , 

li  a   \  a  / 

»  a   \  a  / 

D,,o+D.,y+D,„~  +...  +  — {D,.,+D,,y+D,.,  — +  ...]  + fAc.  .-0  . 
,  a  a    \  a  / 


(»6) 


et 

F^o  +  Z^-m'-'^- 4--^(/='3..  +  ^'j..»-'4- )  +elc.-=o. 

(,7)  I  /;..„  +  n.,y  + +  Al  (/»„.  4.  i?,„r'  + )  +cic.  ---o , 

i)... +  />...'•'  + -^-Al(0„.^_^„.,.  4. )4.elc.  =  o; 

2.",  quel  qu«  soi'     r  , 
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(28) 


et 


(63  ) 
tJ,..  +  E,.,r  +  K,,,  ~ +...  + ^I^Eo,,+E.,,r+l-:,,,''^- +  ...]+ oie.  ^-.». 

2  2    \  2  / 


I  Eo„  +  ^.„r  + +  -^  (£..3  +  ^..s»-  + )  +  etc.  =  o  , 

'^^D,„  +  D,„r  + ^'l(^Do.3  +  D.,ir+ )+«lc.  =o. 

C,„  +  C\„r  + +^(C.,3+C.„r  + )4-clc.  =o. 

Donc  par  suite  ,  en  regardant  les  épaisseurs  ih  ,  st  comme  des  (|u.inlil<is  Irès-pelites 
du  premier  ordre,  et  négligeant,  dans  les  formules  (2C),  (27),  (2^)>  v'-'O)»  '*■'-''  termes  du 
quatrième  ordre,  on  aura  non-seulement 

I  h*  h'  /(  ' 

i.'''o.o4-— ^•'».o  =  0,  i5o.o  +  -- jB„o  =  — $,  Z)o,o  +  --— A,o  =  O, 

^0,0  H J^ofi  =  o  ,      /)o,o  ^ Do,^  =  o  ,  6*0,0  H ^o».  =  —  /^  p 
as                                                 3 

(3i) 


Ii"i,o+-7;-  7*'3,o~  o  ,  Jixfo  +  -^^3»o  =  0  ,  jDi,o+ 77-^53.0  =  0  . 

(>  o  o 

/*      ,  ■  i'  /' 

\               '2.  a  a 

mais  encore 

(35)  /^o.>+  - />.,«  =  o,  D„o4 /).,.  =  o, 

'i  a 
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(  54) 
et 

h*  l'a 

(54)  JîiM4--g--B3/i  =  o ,         ^«M  4- -g- ^1.3  =  0; 

puis  on  tifera  des  équatious  (3o)  et  (33) 

(35)  /)o,o  =  ~— Z)„o  =  — — /)o..  =  -^/ï..- 

2  2  4 

On  aura  donc»  aux  quantités  près  du  quatrième  ordre, 

(56)  />o,„  =  o, 

ou  9  co  qui  revient  au  même , 

(37)  »:oM  +  Ç.>o  =  o; 
puis,  en  posant  comme  ci-dessus 

(38)  tj*=iÇ,,o  =  — ïïofi , 
on  en  conclura 

(39)  E,„  =  c[,.„  +  ^)  ,  -P-  =  f(«--2)' 

i 

Il  reste  à  former  deux  équations  qui  soient  propres  à  déterminer  les  valeurs  des  deux 
inconnues  4*  et  $,„  •  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  valeurs  des  deux  fonctions 
^110  9  Fo9t'     Or  on  a  déjà,  en  vertu  des  formules  (3i)  et  (3s) , 

h*  i* 

-.(4'>)  /^0M= /^»M   »  i?,,o  =  —  i?ira. 

2  2 

De  plus ,  si  l'on  développe ,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  r ,  r'  les  premiers 
et  seconds  membres  des  équations  (5)  ^  on  en  tirera 

(43)  ^+^...+<?.M+pZ...=p-^.  i^+/),„+Ç7..3+pZ...=piJ^; 
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et ,  en  éliminant     B,„  ,   C,„     entre  ces  dernières ,  après  y  avoir  subtlllué  les  Taleurs 
de 

(44)  Bi.,,    C„i,    2),,.,    D,„,    Z).„,    F,,..    E,„ 
déduites  des  formules  (54) ,  (35)  cl  (4o) ,  on  trouvera 

(45)  '/^.M         I  /F.,.  ^M.\,     y  rfM.» 


(46) 


a    tlF„„  4    ^..,o 


3      (/a; 


Enfin  j  81  Ton  néglige  les  termes  du  4**  ordre  par  rapport  aux  épaisseurs  2 h  et  2t  , 
]."*  dans  Téqualion  (45)  multipliée  par  h*i* ,  a.""  dans  celle  que  produit  Félimination 
de    />o,o     entre  les  formules  (46)  et  (47)  »  on  obtiendra  les  deux  suivantes 

(48)  A'£oo  +  i'i^o,.  =  o, 

(49)     I  -^^^'^--"^--)  +.(A-2..^^yo,0=P  -^'(^'^-:-"--)  . 

Les  équations  (48)  et  (49)  »  étant  réunies  aux  formules  (38)  et  (39)»  fourniront  évidem- 
ment le  moyen  de  déterminer,  avec  la  fonction  de  x  désignée  par  S,,. ,  l'angle  ^  , 
et  par  conséquent  les  inconnues  uo,.  •  C,.o«  En  effet  on  tirera  des  formules  (38) ,  (39) 
et  (48) 

(5o)  A>ç.,.  —  t«,o,.  =  (A*  +  i')^  , 


et  e         f 


T  +  T 


Donc  l'équation  (49)  pourra  être  rédu  ite  à 

IV.*  ANNÉB. 
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(5o) 

8        A*i'         d^-it  d**L 

c    "*■   f 

OU ,  ce  qui  revient  au  même  ,  à 

(54)  1       '       i±4,J.^_Jjii^Upf-L  +  -i,\ilL, 

"*c    ■*■    f" 

AjouloDS  qu*après  avoir  fixé  la  valeur  do     ^i    à  Taidc  de  réquation  (54)  »  on  coDclura  des 
formules  (Sg)  et  (48) 


(55)         ^  ç.M=-;; 


11 


f"     d^ 


c    ■*■    f 


€oDcevoDs  à  présent  que  la  verge  élastique  soit  extraite  d'un  corps  solide  qui  cesse 
d'offrir  trois  axes  d'élasticité  rectangulaires  et  parallèles  aux  axes  des  x  ,  j ,  z.  En 
raisonnant  comme  ci-dessus,  on  établira  encore  les  équations  (36),  (48),  (49)-  Seule- 
ment les  valeurs  de  Do,o  »  ^^1*0  »  Pott  ne  seront  plus  fournies  par  les  équations  (24) 
et  (25),  auxquelles  on  devra  substituer  de  nouvelles  formules  que  nous  allons  indiquer. 

Si ,  dans  les  équations  (3o) ,  et  dans  celles  des  équations  (3i) ,  (os)  qui  ne  renferment 
pas  les  fonctions  A\,o  p  ^o»i  »  on  néglige  les  termes  proportionnels  au  carré  de  h 
ou  de     t ,     on  obtiendra  non-seulement  la  formule  (56) ,  mais  encore  les  suivantes 

(56)  2îo,o  =  — 10,         60,0  =  —  /'.         /fo,«  — o,         Fo,o  =  o; 


(57) 

2î«M  =  o, 

C.  =  o, 

i5o„  =  o. 

£^•,,  =  0  ; 

■(58) 

^1,0  =  0 , 

C.,o  =  0, 

/),.•  =  0  , 

i^.o  =  0. 

De  plus ,  si ,  après  avoir  remplacé ,  dans  les  formules  (5) ,  (6)  de  la  page  2 ,  les  variables 
y ,  z  par  r  ^  r\  on  y  développe  les  quantités  li,yi,%,A,B,C,D,E,F 
suivant  les  puissances  ascendantes  de    r  et  r\     on  en  conclura 
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(5i  ) 


(5î0 


(60) 


Do,. 

EofO 

F 

/ 

Bofi 

es,. 

Z)oM 


=  a 


f-^+b>....+dÇ...+u'(..,.+ç...)+v'(-^  +  ç.,.)+w'(i^+|...). 
^e-îî^+(]«..o+cç,..  +  u'(,.„+î;..„)+T'[-îî^+f,,.)+w'(-^+ç...). 
:  u -:^+u'.„.+  uXM+d(>.o..+!:..,)+w'(-î^  +  ç.,.)  +  t' (.^  +  f.J  . 


dx 
dx 


(61) 


/  J    _ 
£tto  = 


l  p 

\ 


dloti    .    /        ,    »w  »/  .s       (  tl^iofi    ,  _     \   ,       I  dut,,      _     \ 

w-î^+w',..,+Av''ç,..+v'(,.„+!:.„)+u(i|^+Ç..,)  +f  (ii!^  +  Ç...)  ; 

=  f-^+b,.,.+dç...  +  u'(,...+ç.,.)  +  v'(^+ç...)+w'(-îî^+ç„.). 
=  u-^+u'„„.+a'ç.,.+d(«.„+ç„.)+Tv'(-^+ç.„)  +v'(.^+f,„)  , 

<3^Çi>o         ,  g^  »/  •      \        f  d^ijo       -      \  f  dritfo       ^      \ 

=  w-^+Tv'..,o+>v'ç.,,+v'(..,.+ç.,o)+u(-^  • 
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(  5t  ) 
Cela  posé,  admellous  que  Toa  substitue  les  valeurs  des  fonctions 

tirées  des  formules  (09)  dans  les  cinq  équations  (36)  et  (56).  On  pourra  de  ces  cinq 
équations  déduire  les  valeurs  des  cinq  quantités 

exprimées  en  fonction  de 

(64)  -î^^.        P       et       ÎP. 

£n  opérant  de  cette  manière ,  on  retrouvera  nécessairement  les  formules  («5)  cl  (4?) 
des  pages  so  et  22,  savoir, 

(65)  ç.,.  +  j!^  =  k^  +  „'.       ,.„  =  l-î!kl+„', 

(66)  ç„.4.j!^  =  gi!!^  +  „.,     ç„..  =  C-^  +  ",; 

n'.  II',  II,,  II,  étant  des  fonctions  linéaires  de  P  et  de  ^i^  déterminées  par  des 
équations  semblables  aux  formules  (21)  de  la  page  (20);  et,  pour  fixer  ensuite  la  valeur 
de 

il  suffira  de  combiner  les  équations  (65) ,  (66)  avec  l'équation  (56)  présentée  sous  la 
forme 

(67)  u-i^+uX..+  u'i;.„  +  d(„...  +  ç.,.)  +  w'(^+ç...)+v'(i^+5...)  =  o. 

en  sorte  qu'on  aura 

_        u  +  u'l+u''C+T'k+w'ô     dU- 

(68) 


d  dx 

u'n''+u'n,+v'n'+w*ii, 


L'équation  (68)  est  celle  qui,  dans  Thypolbèse  admise,  devra  remplacer  le  système  des 
formules  («4)  et  (36).  D'autre  part,  si,  après  avoir  substitué  les  valeurs  de 
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(69) 


(  53  ) 

"»<i  t  ^o»t  j  "o»i  »  -"oit 


tirées  des  équations  (60] ,  dans  les  formules  (57) ,  on  déduit  de  ces  fonnulM  les  valeurs 
do 


(70) 


'M»  I  »  "«of  a  > 


pour  les  subslitucr  h  leur  tour  dans  la  dernière  des  équations  (60) ,  on  obtiendra  un  ré- 
sultat de  la  forme 


(7>) 


dx 


H^+^-.] . 


g  ,   h     désignant  des  cocilicients  qui  dépendront  des  constantes     a,b,c,d,e,f, 
u,  V,  w,  u',  v',  w',  u*',  v',  w^     Pareillement  les  formules  (58)  et  (61)  donneront 


(7«) 


).,  i  désignant  de  nouveaux  coefficients  analogues  &  ceux  que  renferme  Téqualion  (71). 
Si  maintenant  on  combine  les  formules  (71),  (72)  avec  les  formules  (48)  et  (49)»  on 
trouvera  successivement 


(7a)   -7r-=-jrr- 


■Ei»o  i^.Ml  j        ^gi%o  ^     </ïo!il  ^(tMo->î<»») 


i      dx  h      (ù; 


I/JT 


TT 


(74) 


a/i*«' 


\      dx  \i      dx  dx  \ 


(75) 


3      i^         /«  ' 


</x» 


=p 


puis  on  en  conclura ,  en  ayant  égard  à  la  première  des  équations  (65)  et  à  la  première 
des  équations  (66) 


Digitized  by 


Google 


(54) 


l  3      <■»         /*•    I  ^« 


</'(A«Çm„-I»>1o,.) 


4-p(A'-Z-o  — i'!".,.)---? 


rfP 


Les  formules  (68)  el  (76)  serviront  à  déterminer  les  deux  inconnues  jio,.  ,  Çi,o ,  quand 
on  aura  fixé,  à  Taîde  des  méthodes  exposées  dans  l'un  des  derniers  articles  les  valeurs 
de  ?o.o.  "«oio»  ïo,o,  c'est-à-dire,  les  déplacements  d'un  point  situé  sur  Taxe  delà 
verge  élastique.  Ajoutons  que  Ion  tirera  des  formules  (48) ,  (71)  et  (7a) 

(77)  ç.,.—         ,ja        i'    (  h  W*  i      ^/j;    y  "'^   I   V   //a?     "*"  h      d^    )]' 

nu ,  ce  qui  revient  au  même , 

IllI'JlllL   IJ!111!i\    j^fdfi.^    g  </'Uo\     f)  h*^    g  i»     \  </'g..,oN 
_  h   \   f/j    "i     (/j;'    j"^!   l    </j    "h     (/a;'   y    \i   h     "h   i      j    </3;'    j 

(78)  Ç,,,  =  —  --  J^      ji  —  , 

cl  que  l'équation  (78) ,  étant  jointe  aux  formules  (<)8) ,  (76) ,  fournira  le  moyen  de  dé- 
terminer Tinconnuo    Si,, . 

Les  formules  (68) ,  (76) ,  (78)  se  simplifient,  lorsqu'on  suppose  chaque  point  de  l'a^ie 
des  X  immobile  pendant  la  durée  du  mouvement,  et  les  pressions  P,  ^  réduites 
h  zéro.  Alors  en  effet,  les  quantités 

Çoyo  9  *!ojo  9  Çojo  9  ^^9  "     >  ï^i  >  tï» 

étant  nulles  aussi  bien  que  les  pressions     P ,  IC,     l'équation  (68)  se  réduira  simplement 
à  la  formule  (^7);  et,  en  posant  de  nouveau 

on  tirera  1  .*  de  la  formule  (76) 

i   "^  h 
ou ,  ce  qui  rovieot  au  même , 
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(65) 

/a  N  8  1  rf'^l»     .      /Z„„  y.,.  \  /i  iW'{. 


i      h 

a.*  de  la  formule  (78) 


«■'       A' 


i         h     rf^J. 

Dans  la  mcmc  hypothèse ,  on  aura  encore 

(8a)  §051  =  09      Ç„o  =  0  9      iï,,o  =  o,      (;oM  =  o- 

Par  6uile  les  formules  (71)  •  (72)  donneront 

(85)  F.,.=h(ç„.-g).         ^...=  i(ç.„  +  S). 

et  les  formules  (8)  se  réduiront  aux  formules  (10). 

Il  est  maintenant  facile  d'apprécier  le  motif  qui  nous  a  déterminée  à  conserver  les 
termes  proportionnels  au  carré  do  h  ou  de  i,  dans  les  formules  (4o) ,  c'est-à-dire, 
dans  celles  des  formules  (3i),  (32)  qui  renforment  les  fonctions  jB,,o  »  /''o,, .  Effec- 
tivement, si  l'on  négligeait  sans  exception  tous  les  termes  dépendants  de  h  et  de  i 
dans  les  formules  (01) ,  (Sa) ,  on  en  déduirait  non-seulement  les  équations  (67) ,  (58) , 
mais  encore  les  deux  suivantes 

et  Ton  conclurait  de  ces  dernières ,  combinées  avec  les  formules  (83) , 
Or  l'équation 


dx 


exprime  que  l'angle  -^  est  indépendant  de  l'abscisse  x  ,  et  cette  circonstance  ne 
peut  s'accorder  avec  le  mouvement  d'une  verge  tordue ,  maiâ  seulement  avec  le  mou- 
vement d'une  verge  qui  tourne  sur  elle-même.  Donc  »  pour  découvrir,  dans  tous  les  cas , 
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(56) 

los  phénomènes  qui  résultent  de  la  torsion  d'une  verge  élastique  »  il  est  nécessaire  de 
conserver  les  lermcf  proportionnels  au  carré  de    A  ou  de  i    dans  les  formules  (4o)  ;  ce 

qui  revient  h  supposer  que  les  fonctions 

acquièrent  des  valeurs  numériques  très-considérables  relativement  à  celles  des  quantités 

^""  •  ^ 

que.  renferment  les  fonctions     Fo,i  ,  i^.io- 

Lorsque  les  forces  accélératrices     F,  Z    deviennent  constantes,  les  quantités     l'»,,  » 
Z,,o    s'évanouissent;  et  alors,  en  faisant  «  pour  abréger 

<»«  7^=I(t+t)(^+^). 

on  tire  de  la  formule  (80) 

(8.>)  n.4±  =  41. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  verge  est  extraite  d'un  corps  solide  qui  offre  trois  axes 
d'élasticité  rectangulaires  et  parallèles  aux  axes  dos  a;,  y,  s  ,  les  formules  (71), 
(72)  se  réduisent  aux  formules  (25) ,  el  Ton  a  par  suite 

(86)  i=:e,        h  =  f, 

(»'>  7^  =  f(f  +  T)(^  +  ;^)- 

Ëniin ,  si  Télasticité  du  corps  solide  est  la  même  dans  tous  les  sens ,  on  trouvera 

(88)  o  =  f, 

et  la  formule  (87)  donnera  simplement 

Les  équations  (68) ,  (76) ,  (80)  ,  etc.  »  subsistent  pour  une  valeur  quelconque  de 
l'abscisse    x.    Mais^  lorsqu*oa  veut  effectuer  la  détermination  complète  des  inconnues 
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(57.) 
-*!•»«  9  Ctf«  >  4»  «  SI  faiil  i  <^*  équations  en  joindre  d'autres  qui  se  rapportent  aux  deux 
extrémités  de  la  verge  élastique.  Concevons,  pour  Gxer  les  idées»  cette  verge  terminée^ 
dans  son  état  naturel ,  par  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x ,  et  qui  sup* 
portent  en  chacun  de  leurs  points  une  nouvelle  pression  désignée  par  p.  On  aura, 
pour  ces  mêmes  points 

(90)  ^  =  — P,         F  =  o.        E  =  o. 
quelles  que  soient  les  valeurs  de    r,r';     et  par  suite 

(91)  iF'o..  =  o,         E,,o  =  o: 

puis  on  tirera  des  formules  (91)  combinées  avec  l'équation  (74) 

/        V  î        ^5«<o     g        <^go»i         .        ^(^i>o->lo»0      __ 

^^   '  i       dx  h       dx     '^  dx  ' 

Ajoutons  que»  si,  les  pressions  extérieures  étant  nulles.  Taxe  de  la  verge  reste  immo- 
bile, la  condition  (gs)  pourra  être,  en  vertu  des  formules  (38)  et  (89),  réduite  à  la 
condition  plus  simple 

(95)  ^  =  0. 

Les  formules  (92)  et  (gS)  sont  relatives  au  cas  où  l'on  suppose  libres  les  deux  extré- 
mités de  la  verge  élastique.  Si  ces  deux  extrémités  devenaient  fixes,  ou  plutôt,  si,  les 
extrémités  de  l'axe  étant  fixes ,  chacun  des  points  renfermés  dans  les  plans  qui  terminent 
la  verge  était  assujetti  de  manière  à  rester  toujours  placé  sur  une  même  droite  parallèle 
h  Taxe  ,  on  aurait ,  pour  If  s  abscisses  correspondantes  aux  plans  dont  il  s'agit ,  non-seu- 
lement 

(94)  $0f0  =  0,  u«yo  =  0,  Çp>o  =  0, 

mais  encore 

(gS)  >ï  =  o,        Ç  =  o, 

quelles  que  fussent  l«s  valeurs  de     r,  r' ,     et  par  conséquent 

(96)  »lofi=0,  Ç,,o  =  0. 

Donc ,  en  supposant  l'axe  immobile  et  les  pressions  extérieures  nulles ,  on  trouverait , 
pour  les  deux  extrémités  do  la  verge , 

(97)  +  =  «• 

IV'.  AlfNKB.  9 
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(  58  ) 
Si  Ton  voulait  ilécouvrir  les  phéDomèDes  produits  par  la  torsion  d'une  vergo  élastique» 
lion  plus  dans  Tétat  de  mouvement ,  mais  dans  Pétat  d'équilibre,  il  suffirait  de  supprimer 
les  dérivées  relatives  à     t  ,     savoir 

dP  ^^     IF  • 

dans  les  équations  (76) ,  (80) ,  (85)  dont  la  dernière  se  réduirait  à 

(98)  -^=0. 

Nous  ajouterons  ici  une  remarque  importante.  Si,  après  avoir  coupé  la  verge,  prise 
dans  Tétat  d'équilibre  ou  do  mouvement,  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x, 
>  l  correspondant  h  l'abscisse  x ,  on  considère  le  système  des  pressions  ou  lensions 
stipporlécs  par  les  divers  cléments  de  la  section  ainsi  formée;  à  ce  système  correspondra 
imo  force  principale  dont  les  projections  algébriques  sur  les  axes  des  x  ,  j,  z  seront 
évidemment  représentées  par  les  intégrales 

J     Adr'dr,        J      J     Fdr'dr,        j      J     Edr'dr, 

vi  un  momenl  linéaire  principal  dont  la  projection  algébrique  sur  l'axe  des     x    sera 
exprimée  par  l'inlégralo 

(100)  J'   y"   (rfc'  — r'F)dr'dr. 

pourvu  que  Ton  fasse  coïncider  le  centre  des  moments  avec  le  point  où  le  plan  sécant 
rencontrera  l'axe  de  la  verge.  En  d'autres  termes,  l'expression  (100)  représentera ,  au 
signe  près,  ce  qu'on  peut  nommer  le  moment  du  système  des  pressions  ou  tensiens ci- 
dessus  mentionnées  par  rapport  à  l'axe  de  la  verge  ;  le  moment  d'une  force  par  rapport 
.'i  un  axe*  n'étant  antre  chose  que  le  produit  de  cette  force  projetée  sur  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe  par  la  plus  courte  distance  entre  l'axe  et  la  droite  suivant  laquelle 
die  ogit.  D'autre  part,  si,  dans- les  intégrales  (99)  et  (100),  on  Mibstituo,  pour  A  , 
A' ,  K  y     leurs  valeurs  approchées  fournies  par  les  équations 

(loi)     -^  =  yin»o+/^oo»*+'^oiir',  jP=Fo>o+Fi,„r  +  FoM^'>  E  =  JEo,o+^i>or-4--Eoiir', 


*  La  dcUnition  de  ce  moment,  plact;e  au  ba«  de  la  page  256  du  troisième  volume  ,  convient  sealement  an  caf 
\>h  h  force  est  comprise  dans  un  plan  perpendiculaire  k  l'axe. 
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(59) 
ces  intégrales  deriendronl  rcspectivcmcnl 

{102)  4//o,oAî,        ^Fo.olii^        l^E^yJn  , 

et 

(100)  r     r    (r>^.,o  — r''/^oM)c/r'rfr=4-(/t'A\.o  — t'^i^cO/if. 

Donc,  en  vertu  de  la  formule  (74)»  Texprossion   (100)   pourra  être  remplacée  par  \v 
produit 

Dons  le  cas  particulier  oh  les  déplacemcuits  des  points  situés  sur  Taxe  de  la  verge  sont 
nuls 9  ainsi  que  les  pressions  extérieures ,  le  produit  (io4)  se  réduit  à 


(io5) 


3 d']> 


Dans  le  même  cas^  si  l'on  applique  à  une  extrémité  libre  de  la  verge  une  force  dont  la 
direction  soit  comprise  dans  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  ,  cl  dont  le  moment,  par  rap- 
port h  cet  axe,  soit  désigné  par  ^  ,  si  d'ailleurs  on  suppose  le  point  d'application  de 
la  force  lié  invariablement  avec  les  aulres  points  du  plan ,  ou  du  moins  avec  ceux  qui  se 
trouvent  placés  sur  la  base  de  la  verge  élastique,  on  aura,  pour  l'extrémité  dont  il  s'agit. 

?}  d'if 

Pour  montrer  une  application  des  formules  précédenjes  ,  considérons  d'abord  l'équi- 
libre d'une  verge  rectangulaire  qui ,  dans  l'état  naturel,  ait  pour  axe  l'axe  des  x  ,  ci 
qui  oflro  une  extrémité  fixe,  l'autre  extrémité  étant  sollicitée,  comme  on  vient  de  le 
dire ,  |)ar  une  force  comprise  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe.  Si  l'on  suppose  les 
pressions  extérieures  nulles,  ainsi  que  la  valeur  de  x  correspondante  h  l'extrémité 
fixe ,  et  les  déplacements  d'un  point  quelconque  de  l'axe,  si  de  pins  en  nomme  a  la 
longueur  de  cet  axe ,  on  devra  intégrer  l'équation  (98)  de  manière  5  vérilicr  pour     a;  r=  o 
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(6o) 
la  condition  (97),  et  pour    x=:a    la  condition  (106).  Or  on  tirera  de  l'équation  (98) 
réunie  à  la  condition  (106) 

et  de  l'équation  (107)  réunie  à  la  condition  (97) 

Il  suit  de  cette  dernière  formule  1.*  que  l'inconnue  4^ ,  ou  l'angle  de  tension  de  It* 
verge  rectangulaire»  mesuré  dan»  un  plan  quelconque  perpendiculaire  à  l'aie,  est  en  rair 
son  directe  non -seulement  de  la  dislance  qui  sépare  ce  plan  de  l'extrémité  fixe,  mais 
encore  du  moment  de  la  force  appliquée  à  l'extrémité  libre  »  9.*  que ,  si  la  section  trans- 
versale de  la  verge  varie  en  demeurant  semblable  à  elle-même»  l'angle  ^  variera  ea 
raison  inverse  du  carré  de  l'aire  de  cotte  section»  ou»  ce  qui  revient  au  même  »  en  raison 
inverse  de  la  quatrième  puissance  de  l'épaisscvr  a  A  ou  ^s.  Ces  résultats»  semblables 
à  ceux  que  M.  Poisson  a  obtenus,  en  considérant  la  torsion  d'une  verge  cylindrique! 
base  circulaire  »  subsisteraient  pareillement  pour  une  verge  cylindrique  ou  prismatique  à 
base  quelconque.  Lorsque  les  épaisseurs  s/i ,  se  deviennent  égales  entre  elles»  la  for- 
mule (108)  se  réduit  h 

Ajoutons  que  »  si  l'épaisseur     21 1     devient  Inès-petite  relativement  à  l'épaisseur     a  A  »    on 
aura  sensiblement 

Donc  alors  l'angle  de  torsion  sera  en  raison  inverse  de  la  plus  grande  épaisseur  et  du 
cube  de  la  plus  petite. 

Concevons  à  présent  qu*après  avoir  tordu  la  verge  élastique  »  en  laissant  à  sa  place 
chaque  point  de  l'axe  »  on  abandonne  cette  verge  à  elle-même  sans  lui  appliquer  aucune 
force.  Les  variables  Ço»«  »  *»•#•  .  Ço.o  conserveront  des  valeurs  nulles  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement»  et  la  verge  exécutera  des  vibrations  tournantes  dont  les  lois  se  trou- 
veront exprimées  par  l'intégrale  de  l'équation  (85)  •  De  plus ,  les  vitesses  initiales  des  dif- 
férents points  de  la  verge  étant  supposé»  nulles,  les  valeurs  de  —  et  de  —,  tirées 
les  formules  (10)  et  (38) ,  savoir 
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devront  s'évanouir  à  l'origine  du  mouvement»  quels  que  soient    r  et  r\     Par  conséquent 

la  valeur  initiale  de      —     devra  se  réduire  à  zéro.  Soit  d'ailleurs      i(x)     la  valeur 
dt 

initiale  de  Tangle    ^.     Si  les  deux  extrémité  de  la  verge  élastique  restent  libres ,  Téqua* 

tion  (85) ,  intégrée  de  manière  que  la  condition  (gS)  soit  remplie  pour    0  =  0    et  pour 

as  =  a  »     donnera  [voyez,  dans  le  troisième  volume  »  la  formule  (118)  de  la  page  268] 

(111)  4»  =  —  Scos cos /    cos f(Li)af*. 

le  signe  S  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  positives  nulles  ou  négatives  de 
n.  Si»  au  contraire,  les  deux  extrémités  de  la  verge  deviennent  fixes,  il  faudra  subs- 
tituer la  condition  (97)  à  la  condition  (gS) ,  et  par  suite  la  valeur  générale  de  ^  sera 
semblable  h  la  valeur  de  Ç»  fournie  par  l'équation  (ii4)  de  la  page  268  du  troisième 
volume ,  en  sorte  qu'on  aura 

(ii«)  +  =  — Scos sm /    sm — ^fCf*)»;** 

Il  est  facile  d'assigner  la  nature  de  la  fonction      ({x)     qui  réduit  la  valeur  de     ^ 
fournie  par  l'équation  (11 1)  à  un  seul  terme  de  la  forme 

(n5)  i^  =  .^:i-cos cos , 

^        '  a  a  a 

n  désignant  une  valeur  particulière  de  n  »  et  Q  une  quantité  constante.  En  eflet, 
pour  y  parvenir,  il  suffit  de  poser     t  =  0     dans  l'équation  (1 13)  qui  donne  alors 

(114)  i{x)  =  —  cos ; 

et  Ton  peut  d'ailleurs  s'assurer  a  posteriori  que ,  si  Ton  substitue  dans  l'équation  (111) 
la  valeur  de     f(ft)     tirée  de  la  formule  (ii4)>  savoir 

.2=1  cos Î-.  , 

a  a 

00  retrouvera  précisément  l'équation  (ii3).  Ajoutons  que  l'équation  (ii3)  exprime  un 
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•     (  6t  ) 
mouvement  régulier  de  la  verge  élastique  «  dans  lequel  les  mêmes  vibrations  tournantes 
se  reproduisent  périodiquement ,  la  durée  d'une  vibration  étant  la  valeur  de     t    donnée 
par  la  formule 

(.15) 

Le  sou  correspondant  à  un  mouvement  de  celte  espèce  a  pour  mesure  le  nombre  Oï? 
des  vibrations  exécutées  pendant  TuBité  de  temps»  ou» ce  qui  revient  eo  même»  la  va- 
leur de  —  déduite  de  la  formule  (ii5).  Or  on  tirera  de  cette  formule»  en  écrivant 
n     au  lieu  de     n  , 

(ii6)  ^  9t^  =  -i  =  :iiL. 

Si  Ton  veut  maintenant  déterminer  les  nombres  de  vibrations  tournantes  correspon- 
dants aux  sons  les  plus  graves  que  la  verge  élastique  puisse  rendre»  il  suffira  de  prendre 
successivement     n=i»  n=s,  n  =  3»  etc....  ;     et  Ton  trouvera  en  conséquence 

(.  ,7)  ^.  =  -,  91^  =    "    .  ^X^=:  —  ,  etc.... 


On  arriverait  encore  aux  mêmes  résultats  en  parlant  de  Téquatlon  (112),  c'est-à-dire, 
en  considérant  les  vibrations  tournantes  d'une  verge  dont  les  doux  extrémités  seraient 
fixes. 

Si»  dans  la  première  des  formules  (117)»  on  substitue  la  valeur  de  a  tirée  de 
l'équation  (84)  »  on  trouvera ,  pour  le  nombre  Jos  vibrations  tournantes  qui  corres- 
pondent un  son  le  plus  grave. 


.,,»)        ^-^{j;]' 


'{T-mT-i^r 


Donc  lo  !)On  dont  il  s'agit  est  réciproquement  proportionnel  à  la  longueur  de  la  verge 
élastique ,  et  il  ne  change  {>as ,  lorsque  les  épaisseurs  uh  ,  )ic  croissent  ou  diminuent 
dans  le  même  rapport,  c'esl-h-dire,  lorsque  la  srclion  transversale  de  la  verge  varie  en 
demeurant  sr-tnliluble  h  elle-même.  Ces  conclusions  se  trouvent  confirmées  par  des  ex- 
périences d<;  M.  Savarl.  Lorsque  les  épaisseurs  2A  ,  21'  deviennent  égales  entre  elles  » 
la  l'uruiulc  (118)  se  réduit  à 


Digitized  by 


Google 


(63) 

^     '^  -l5p(h+î)f    •  •  , 

D'autre  part^  si  l'on  suppose  la  rtfge  extraite  d'ua  corps  solide  dont  réiasticité  soit  la 
même  en  tons  sens ,  on  aura 

h  =  i  =e  =  f  ; 
et  par  conséquent  les  formules  (118) ,  (119)  donneront  respectivement 

(120)  5t^  =(_—]" — -— - , 

D'ailleurs ,  si ,  dans  la  même  hypothèse ,  on  fait  vibrer  la  verge  élastique  longitudinale- 
ment  •  et  de  manière  que  le  son  produit  soit  le  plus  grave  possible,  le  nombre  A^  des 
vibrations  longitudinales  sera  déterminé  par  la  formule  (78)  d.<  la  page  ïig  et  la  formule 
(47)  de  la  page  4o»  c'est-à-dire,  que  l'on  aura 

(...)  x={î^y^. 

'  \ap/    2a 

Donc  par  suite  on  trouvera ,  en  prenant     h  =  i  j 

(««5)  ^  =  T  *^^  =  *'9^^^ 


Enfin,  si  l'épaisseur     at    devient  très-petite  relativement  à  l'épaisseur     2 h  ,     l'^qua-^ 
tion  (118)  donnera  sensiblement 


(■««  ^  =  (l7)-i' 


I 
et  l'on  en  conclura ,  en  supposant  que  l'élasticité  du  corps  reste  la  même  en  tous  sens  , 

af\J  «• 


»••»)  "^HWii 
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Donc  lo  son  le  plas  grave  produit  par  les  vibratioDs  loumantes  d'une  verge  plaie  et 
rectangulaire 9  ou  »  en  d'autres  termes»  d*une  plaque  dont  la  largeur  est  peu  considé- 
rable ,  varie  en  raison  directe  de  l'épaisseur  de  cette  plaque ,  et  en  raison  inverse  du 
prodoit  de  deux  autres  dimensions  »  ou»  ce  qui  revient  au  môme,  en  raison  inverse  de 
la  superficie  de  la  plaque.  La  loi  que  nous  Tenons  d'énoncer  est  précisément  celle  que 
M.  Savart  a  découverte  «  et  à  laquelle  il  a  été  conduit  par  Texpérience  »  ainsi  qu'on  peut 
le  voir  dans  le  tome  XXY  des  Annales  de  physique  et  de  chimie. 


Digitized  by 


Google 


SUR  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS.  NUMÉRIQUES 

ET  SUR  LA  THÉORIE  DE  ^ÉLIMINATION. 


CONSIDÉRATIONS  GÉNÉRALES. 


Oq  a  beaucoup  écrit  sur  la  résolution  des  équations  numériques  et  sur  l'élimination. 
On  suit  en  particuluT  que  la  première  de  ces^deux  questions  est  l'objet  spécial  d*un  ou- 
vrage de  Lagrange,  dons  lequel  cet  illustre  géomètre  a  présenté»  pour  la  détermination 
des  racines  réelles' d'une  équation  de  degré  quelconque ,  une  méthode  fondée  sur  la  con- 
sidération d'une  équation  auxiliaire,  dont  le  degré  est  généralement  plus  élevée  et  dont 
l'inconnue  a  pour  valeurs  les  carrés  des  différences  entre  les  diverses  racines  de  la  pro- 
posée. On  se  sert  de  cette  équation  auxiliaire  pour  calculer  une  limite  inférieure  à  la  plus 
petite  différence  entre  cfôiix  racines  réelles.  J'ai  fait  voir  dans  V  Analyse  algébrique  [note  III  ] 
qu'on  pouvait  arriver  au  même  but ,  en  considérant  seulement  le  produit  de  toutes  les 
différences  des  racines.  Mais,  pour  tirer  un  parti  avantageux  de  cette  remarque,  il  restait 
à  indiquer  un  moyen  facile  de  former  le  même  produit.  Au  restée  dès  que  l'on  connaît 
une  limite  inférieure  à  la  plus  petite  différence  entre  deux  racines  réelles,  on  parvient 
sans  peine  non- seulement  à  calculer  le  nombre  de  ces  racines,  mais  encore  à  en  obtenir 
des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées. 

Une  autre  niélhode ,  également  applicable  à  l'évaluation  des  racines  réelles  et  des  ra-- 
cines  imaginaires,  a  été  donnée  par  M.  Legendre,  dans  la  seconde  édition  de  la  Théorie 
des  nombres.  En  suivant  celte  dernière  méthode,  on  réduit  la  recherche  de  l'une  des 
racines  de  l'équation  proposée  à  la  résolution  d'une  équation  binôme,  résolution  que 
l'on  opère  à  l'aide  des  propriétés  bien  connues  des  fonctions  trigonométriques.  D'ailleurs, 
en  s'appuyant  sur  la  même  méthode,  on  prouve  directement  que  l'on  peut  sa^sfaire  à 
une  éqiialion  de  degré  quelconque  par  une  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  la  variable. 
A  la  vérité,  la  démonstration  que  M.  Legendre  a  donnée  de  cette  proposition,  et  qu'il 
considère  comme  s'étcndant  à  toutes  sortes  d'équations  algébriques  ou  transcendantes , 
parait  sujette  à  quelques  difficultés;  mais  on  peut  les  surmonter,  lorsque  l'équation  est 
algébrique  dans  tous  les  cas  possibles,  et  lorsqu'elle  devient  transcendante,  en  apportant 
quelques  restrictions  à  la  proposition  dont  il  s'agit,  comme  je  l'ai  fait  voir  dans  les  Leçons 
sur  le  Calcul  différentiel. 
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On  pourrait  citer  encore  diverses  méthodes  relatives  à  la  résolution  des  équations 
numériques  et  développées  ou  seulement  indiquées  dans  les  ouvrages  de  Newton  «  de 
Halle»  d'EuIer,  de  Lagrange,  de  M.  Budan,  de  M.  Legendre,  de  M.  Fourier,  etc.  Mais 
ces  mélhodes,  dont  quelques-unes  supposent  déjà  connue  la  valeur  approchée  d*une  ra- 
cine de  l'équation  que  Ton  veut  résoudre ,  ou  sont  appuyées  sur  des  théories  étrangères 
aux  éléments  d'algèbre,  par  exemple,  sur  la  considération  des  séries  récurrentes,  n'of- 
frent pas  de  règles  certaines  pour  la  détermination  à  priori  du  nombre  des  racines  réelles. 
On  doit  toutefois  excepter  les  méthodes  qui  ont  été  annoncées  par  M.  Fourier ,  dans  lo 
tome  VII  des  Mémoires  do  l'Académie  des  sciences ,  et  que  le  nom  de  l'auteur  recom- 
mande à  l'attention  des  géomètres,  mais  dont  on  no  pourra  se  former  une  idée  précise 
qu'au  moment  où  il  aura  publié  l'ouvrage  qu'il  prépare  sur  cette  matière. 

Quoi  qu'il  en  soit,  j'ai  pensé  qu'il  serait  utile,  pour  ceux  qui  se  proposent  de  cultiver 
les  sciences  mathématiques,  d'offrir  ici  des  méthodes  simples  et  générales,  à  l'aide  des- 
quelles on  puisse  déterminer  le  jsombre  des  racines  ,  soit  réelles,  soit  imaginaires,  d'une 
équation  de  degré  quelconque,  et  les  calculer  approximativement^  sans  recourir  à  Téqua- 
quation  auxiliaire  dont  l'inconnue  a  pour  valeurs  les  carrés  des  diffSérences  entre  ces 
racines ,  et  sans  employer  des  notations  étrangères  à  ceux  qui  ne  possèdent  que  les  pre- 
miers principes  de  l'algèbre.  Ces  mélhodes ,  qui  seront  développées  dans  les  paragraphes 
suivants,  fourniront  en  même  temps  les  moyens  de  simpliiier  la 'théorie  de  l'élimination, 
et  de  lever  les  diflicultés  qu'elle  présente. 


§  I  .*'  Sur  la  résolution  des  équations  du  premier  et  du  second  degré  à  coefficients  réeb, 

et  sur  les  expressions  imaginaires* 

Considérons  l'équation  du  premier  degré 

(i)  aoX  +  a,=o , 

dans  laquelle     ^o  ,  a,     désignent  deux  constantes  réelles.  Si  l'on  fait  pour  abréger 

l'équation  (i) ,  divisée  par     a»  ,     deviendra 

(3)  x  +  A  =  o , 
et  l'on  en  tirera 

(4)  x  =  — /i. 
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Considérons  œainlcnant  Téquation  du  second  degré 

(5)  aoX*  +  a^x  +  «3  =  0, 

^o ,  a^  f  a,     désignant  trois  constantes  réelles.  Si  Ton  Tait  pour  abréger 

(6)  ^  =  -,   '      ^  =  -, 
Téquation  (5) ,  divisée  par     a^ ,     deviendra 

(7)  x^  +  Ax  +  B  =  o. 

Avant  de  résoudre  généralenaent  cette  dernière ,  examinons  d'abord  le  cas  particulier  où 
Ton  aurait 

(8)  A  =  o. 

Dans  ce  cas,  Téquation  (7)  »  ou  plutôt  Téquation  binôme 

(9)  •  x>  +  jB  =  o 
donnera 

(10)  «•  =  — jB, 

et  on  la  vérifiera ,  si     B     est  négatif,  en  prenant 

(11)  aî  =  ±v7irT. 

Donc  alors  Téqualion  (9)  admettra  deux  racines  réelles ,  savoir, 

(12)  'a;  =  — v/ITF,  (i3)  x=\/irB. 

Ainsi,  par  exemple,  l'équation  binôme 

(i4)  as' — 1=0 

offrira  les  deux  racines  réelles 

(i5)  x  =  — 1,  (16)  x=i. 

Mais»  si    B    devient  positif ,  si  l'on  suppose,  par  exemple,    B=^  i ,    l'équalion  (9) , 
réduite  à 

(17)  a;«  +  i=o, 


Digitized  by 


Google 


(68) 

ne  sera  plus  vérifiée  par  aucune  valeur  réelle  de  x  ,  puisqu'une  semblable  valear  rendra 
toujours  la  somme  x*  -|-  i  égale  ou  supérieure  à  Tunité ,  el  par  conséquent  positive. 
Dans  le  même  cas ,  les  valeurs  de     x  ,     données  par  les  formules  (i  s)  et  (i3)  »  savoir, 

(i8)  aî=— |/rri  (19)  x  =  ]/:T. 

ne  seront  plus  que  des  expressions  algébriques  qui  ne  signifieront  rien  par  elles-mê- 
mes» et  qui,  pour  cette  raison  ,  sembleraient  devoir  être  exclues  de  Palgèbre.  Néanmoins 
il  peut  être  utile  de  les  conserver  dans  le  calcul.  C'est  en  effet  ce  qui  résulte  des  obser- 
vations suivantes. 

En  analyse  on  appelle  expression  symbolique  ou  symbole  toute  combinaison  de  signes 
algébriques  qui  ne  signifie  rien  par  elle-même,  ou  à  laquelle  on  attribue  une  valeur  dif- 
férente de  celle  qu'elle  doit  naturellement  avoir.  On  nomme  de  même  équations  symbo- 
liques toutes  celles  qui ,  prises  à  la  lettre  et  interprétées  d'après  les  conventions  géné- 
ralement établies,  sont  inexactes  ou  n'ont  pas  de  sens ,  mais  desquelles  on  peut  dé<Iuire 
des  résultats  exacts  en  modifiant  et  altérant,  selon  dos  règles  fixes,  ou  ces  équations 
elles-mêpes  ou  les  symboles  qu'elles  renferment.  L'emploi  de  ces  symboles  ou  de  ces 
équations  est  souvent  un  moyen  de  simplifier  les  calculs ,  et  d'écrire  sous  forme  abrégée 
des  résultats  assez  compliqués  en  apparence.  Or,  parmi  les  expressions  ou  équations  sym- 
boliques dont  la  considération  est  de  quelque  importance  en  analyse,  on  doit  surtout 
distinguer  celles  que  l'on  a  nommées  imaginaires.  Nous  allons  montrer  comment  l'on 
peut  être  conduit  à  en  faire  usage. 

Soient 

X  ,        a',        a*',    ...   ^  ,        ^',        y  y    ... 

plusieurs  quantités  réelles  positives  ou  négatives.  Si  Ton  multiplie  les  unes  par  les  autres, 
les  expressions  symboliques 

(ao)  oL  +  pyr,,      a'  +  p'v/r,  ,       a"  +  y\/Z,      etc., 

en  opérant  d'après  les  règles  connues  de  la  multiplication  algébrique,  comme  si  ^17 
était  une  quantité  réelle  dont  le  carré  fût  égal  h  — -  1  .  le  produit  obtenu  se  composera 
de  deux  parties.  Tune  toute  réelle,  Taulre  ayant  pour  cocllicient  |/T7  ,  et  restera  le 
même ,  quel  qui;  sqil  l'ordre  dans  lequel  on  aura  effectué  les  diverses  multiplications.  Or 
cette  simple  remarque  peut  êt»e  rniployée  fort  utilement  dans  la  recherche  des  propriétés 
générales  des  nombrrs  ou  dos  quantités  réelles,  el  fournit,  par  exemple,  le  moyen 
d'établir  la  proposition  suivante.  ^ 

1."  Théorème.  Si  Con  muUiplu  Cun  par  CaiUre  deux  nombres  entiers  dont  chacun 
soit  la  somme  de  deux  carrA,  le  produit  sera  ettcora  la  somme. de  deux  carrés. 
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Démûtiêtration.  Soient 

(ai)  «•  +  ?%-    7'  +  *' 

les  deux  nombres  entiers  dont  il  s'agit,  a' ,  p%  7»,  ^»'  désignant  des  carrés  parfaits. 
Ces  deux  nombres  pourront  être  considérés  comme  résultants,  le  premier  de  la  multipli- 
cation des  facteurs  symboliques 

(22)  «  +  PV^-"i,  a— PV/^i, 

le  second  de  la  multiplication  des  facteurs  symboliques 

(23)  7  +  ^V^"i,         v-^»/"i- 
Donc  le  produit 

(a4)  («'  +  P')(7'  +  ^') 

pourra  être  considéré  comme  résultant  de  la  multiplication  des  quatre  facteurs  symboli- 
ques 

(25)  «  +  PVA,      ^  — PV/"»,       7  +  ^V-""»»       y  —  ^y/Ti. 

D'ailleurs,  si  l'on  multiplie  i.**  le  premier  facteur  par  le  troisième,  s.^  le  second  par  le 
quatrième ,  les  produits  ainsi  formés  seront  respectivement 

(26)  «7  -  P^  +  («^  +  P7)l/"i  ,         «7  -  p^  -  (a^  +  P7) V/"i  i 

puis ,  en  multipliant  l'une  par  l'autre  les  expressions  (26) ,  on  trouvera  pour  résultat  dé- 
finitif la  quantité  positive 

(«•/-P*)'  +  H+P7)'- 
On  aura  donc 

(27)  («7  -  p^y  +  («^  +  hy  =  («'  +  p^Kr  +  0^) . 

Or  cette  dernière  formule  comprend  évidemment  le  théorème  1.". 

Corollaire  1."  Si ,  dans  la  formule  (27),  on  échange  entre  elles  les  lettres     ^  et  7  , 
on  en  tirera 

(28)  («7  +  P^)'+(«^-^)'  =  («'  +  i^')(7'+^*). 

Il  y  a  donc  en  général  deux  manières  de  décomposer  en  deux  carrés  le  produit  de  deux 
nombres  entiers  dont  chacun  est  la  somme  de  deux  carrés.  Ainsi,  par  exemple,  on  tire 
des  équations  (27)  et  (98) 

(2>  +  i)(3»  +  2')=4'  +  7'  =  »*^8'- 
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Corollaire  a.'  Les  formules  (27),  (28)  subsistent  évidemment  dans  le  cas  même  où  les 
lettres     «.  p.  7,  ^     cessent  de  représenter  des  nombres  entiers,  et  désignent  des  qaan- 
lîtés  réelles  quelconques ,  positives  ou  négatives. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  qu'il  peut  être  utile,  dans  la  recherche  des  propriétés 
{générales  des  quantités  réelles,  de  considérer  des  expressions  symboliques  do  la  forme 

(29)  a  +  PV/-"- 

Lue  semblable  expression,  dans  laquelle  a  ,  p  désignent  deux  quantités  réelles,  est 
ce  qu'on  nomme  une  expression  imaginaire  ;  et  l'on  dit  que  deux  expressions  imaginaires 

«  +  fV-""M         7  +  ^V/"» 

sont  égales  entre  elles,  lorsqu'il  y  a  égalité  de  part  et  d'autre  i.«  entre  les  parties  réelles 
«et  7,  a.*  entre  les  coefficients  de  j/!7,  savoir  p  et  ^.  L'égalité  de  deux  ex- 
pressions imaginaires  s'indique  comme  celle  de  deux  quantités  réelles  par  le  signe  =; 
et  il  en  résulte  ce  qu'on  appelle  une  équation  imaginaire»  Gela  posé,  toute  équation 
imaginaire  n'est  que  la  représentation  symbolique  de  deux  équations  entre  quantités 
réelles.  Par  exemple ,  l'équation  symbolique 

équivaut  seule  aux  deux  équations  réelles 

a  =  7  ,  p  =  ô  . 

M 

Lorsque ,  dans  l'expression  imaginaire 

le  coefficient  p  de  [/T  s'évanouit,  le  terme  pl/T  est  censé  réduit  à  zéro,  et 
l'expression  elle-mCme  à  la  quantité  réelle  a.  En  vertu  de  cette  convention  ,  les  ex- 
pressions imaginaires  comprennent  comme  cas  particuliers  les  quantités  réelles. 

Les  expressions  imaginaires  peuvent  ôlre  soumises,  aussi  bien  que  les  quantités  réelles, 
aux  diverses  opérations  de  l'algèbre.  Si  l'on  effectue  en  particulier  l'addition ,  la  sous- 
traction ou  la  multiplication  de  deux  ou  de  plusieurs  expressions  imaginaires,  on  obtiendra 
pour  résultat  une  nouvelle  expression  imaginaire  qui  sera  ce  qu*on  appelle  la  samme,  la 
différence p  ou  le  produit  des  expressions  données;  et  l'on  se  servira  des  notations  ordi- 
naires pour  indiquer  celte  somme,  cette  diflîtSrence,  ou  ce  produit.  Par  exemple,  si  l'on 
donne  seulement  deux  expressions  imaginaires 
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on  trouvera 

(3o)  («  +  PV^.)  +  (74-*V^0  =  «  +  7  +  (P  +  *)V/^«. 

(3.)  (,4.p^/r.)_(,,_|.*^/r.)  =  sc-v+(?-*)V/^'. 

(3a)  (»  +  pv/r.)  X  (7 4-  *i/"0  =  «7  -  f-o"  +  ("*  +  ?7)  l/"«  • 

Diviser  une  première  expression  imaginaire  par  une  seconde ,  c'est  trouver  une  troisième 
expression  imaginaire  qui ,  multipliée  par  la  seconde ,  reproduise  la  première.  Le  résultat 
de  cette  opération  est  le  quotient  des  deux  expressions  données.  On  se  sert,  pour  l'in- 
diquer ,  du  signe  ordinaire  de  la  division.  Ainsi 


représente  le  quotient  des  deux  expressions  imaginaires 

o^  +  Pi^ij         7  +  ^V^-"- 

Elever  une  expression  imaginaire  à  la  puissance  du  degré  m  {m  désignant  un  nombre 
entier) ,  c'est  former  le  produit  de  m  facteurs  égaux  à  cette  expression.  On  indique 
ïapuifêancc    m"'     de     ^e-J-Pj/TT    par  la  notation 

(a+pv/r.)". 
Ainsi  y  en  particulier,  la  notation 

(a  +  pv/r,)^ 

représente  le  produit  de  l'expression     a  +  (^\/T     par  elle-même. 

On  dit  que  deux  expressions  imaginaires  sont  conjuguées  l'une  à  l'autre,  lorsque  ces 
deux  expressions  ne  diiTèrent  entre  elles  que  par  le  signe  du  coefficient  de  ^17 .  La 
somme  de  deux  semblables  expressions  est  toujours  réelle ,  ainsi  que  leur  produit.  En 
effet  les  deux  expresssions  imaginaires  conjuguées 

(aa)  a  +  PV/-"^,        a  — pv^ri 

donnent  pour  somme     aa»     et  pour  produit     a*-}-^*.     La  racine  carrée  de  ce  pro- 
duit; ou 

(33)  \/^^p^ 
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esl  ce  qu'on  nomme  le  module  de  chacune  des  expressions  (29).  Pour  que  le  module 
(35)  s'évanouisse  ,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  Ton  ait  en  môme  temps     ar=o,    , 
^  =  o  ,     c'est-à-dire  ,  en  d'autres  termes ,  que  les  expressions  (22)  se  réduisent  l'une  et 
l'autre  h  zéro. 

Remarquons  encore  qu'en  vertu  de»  principes  ci-dessus  établis  Cégalité  de  deux  ex- 
pressions imaginaires  entraîne  toujmrs  Cégalité  de  leurs  modules. 

Quelquefois  on  représente  une  expression  imaginaire  par  une  seule  letlre.  Cela  posé, 
soit 
(34)  x  =  p  +  q\/':: 

une  semblable  expression  »  p  et  q  étant  deux  quantités  réelles  quelconques.  On  ponrra 
se  proposer  d'assigner  à  ces  deux  quantités  des  valeurs  telles  que  la  valeur  corre^^pon- 
danle  de  x  vérifie  une  équation  donnée  du  second  degré ,  par  exemple ,  l'équation 
(7)  o"  (9)*  Alors  la  valeur  de  x  deviendra  ce  qu'on  nomme  une  racine  imaginaire 
de  l'équation  (7)  ou  (9).  Ajoutons  que  cette  racine  imaginaire  se  transformera  en  une 
racine  réelle ,  dans  les  cas  où  la  valeur  de  q  sera  nulle.  Si  l'on  suppose  en  particulier 
l'équalion  (9)  réduile  h  l'équation  (i4)  ou  (17),  on  la  vérifiera  évidemment  en  attribuant 
h  X  l'une  des  valeurs  réelles  (i5)  ,  (16) ,  ou  l'une  des  valeurs  imaginaires  (18) ,  (ig). 
Donc  ces  valeurs  représentent  des  racines  réelles  de  l'équation  (i4)  et  des  racines  ima- 
ginaires de  Téquation  (17). 

Revenons  maintenante  l'équation  (9)  ou  (10).  Pour  la  résoudre  généralement ,  c'est- 
à-dire,  pour  trouver  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  x  qui  peuvent  la 
vérifier,  posons  comme  ci-dessus     a5=p  +  7i/~«     Elle  donnera 

(55)  p*  —  q'  +  ^pq\/^  =  —  B, 

(-1  >e  |)iiil;tgera  r,i\  deux  équations  réelles,  savoir, 

(jG)  P^ q*=:~B,  2^7=0. 

Or  <ui  ne  peut  satisfaire  aux  é<|ualions  (36),  par  des  valeurs  réelles  de     jt    et  do   q, 

qu'en  supposant 

(57)  7  =  0,  p*  =  —  B^ 

ou 

(38)  />— o,         q*  =  B. 

La  première  supposition  n'est  admissible  que  dans  le  cas  où  l'on  a 
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(09)  i?<o, 

et  l'on  tire  alors  des  formules  (37) 

7  =  0,        p  =  ±  V^^ , 

(Ao>  x  =  p  +  q{/^  =  ±:[/ZIT . 

Au  contraire  la  seconde  supposition  n'est  admissible  que  dans  le  cas  où  l'on  a 

(40  B>o. 

et  l'on  tire  alors  des  formules  (58) 

Donc,  dans  tous  les  cas  possibles»  l'équation  (lo)  admettra  seulement  deux  racines, 
savoir  y  deux  racines  réelles  fournies  par  les  formules  (12)  et  (i  3) ,  si  B  est  négatif, 
et  deux  racines  imaginaires,  mais  conjuguées,  fournies  par  les  formules 

(43)  x  =  — iî'v/^,  (44)  a;  =  JBV-* 

si  B  devient  positif.  Si  la  quantité  B  s'évanouissait,  les  deux  racines  de  l'équation 
(10)  seraient  égales  entre  elles ,  et  chacune  des  formules  (12)^  (i^)  >  (4^) ,  (44)  donnerait 

(45)  x  =  o. 

Passons  maintenant  à  l'équation  (7).  Cette  équation  pouvant  s'écrire  comme  il  suit 


(46)  (a.  +  4)'+i?-^  =  o. 


on  en  tirera 


(47)  {a:  +  4)=^_2?. 

Celte  dernière,  étabt  semblable  à  l'équation  (10),  se  résoudra  de  la  même  manière;  et 
d'abord ,  si  l'on  suppose 

(48)  ^=ou>iï, 

IV.  •  AWWÉE.  1 1 
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clic  (lounera 

(49)  x  +  ^=dz^^-B  . 

cl  par  consf!^quenl 

(ôo)  x  =  -±±z^£.-B   . 

Donc  alors  rcquation  (7)  admettra  deux  racines  réelles,  savoir» 

(5.)  x  =  --^-y/d:_2f.  (5s)         x  =  -^-^y/dl-B  . 

Si  l'on  suppose  au  contraire 

(53)  T"  "^  ^  ' 

la  formule  (47)  donnera 

(54)  x+4=±(/ï-^)^v/n'. 

vi  par  conséquent 

(5Ô)  x^-^±:{u -~Y  s/-  . 

Donc  alors  l'équation  (7)  Sdmcllra  deux  racines  imaginaires,  mais  conjuguées  l'une  à 
l'autre,  savoir, 

(5,i)         ,  =  _i._(/?_^)V-.  (57)       x  =  -4+(i?-— )V-. 

Nous  terminerons  ce  paragraphe  en  indiquant  quelques  propriétés  des   expressions 
imaginaires.  Ces  propriétés  sont  comprises  dans  les  ihéorémes  que  nous  allons  énoncer. 

s.'  TuÉORÊME.  La  somme  de  deux  expressions  imaj^inaires  offre,  ainsi  que  leur  dif- 
fcrence,  un  tnodule  compris  entre  la  somme  et  la  différence  de  leurs  modules, 

V 

Démonstration.  En  effet  soient 

les  expressions  imaginaires  proposées.  Leur  somme  et  leur  différence 

(59)  «  +  7  +  (P+*)V/-1,       «-v  +  C?-^^)»/"! 

offriront  pour  modules  les  deux  quantités 
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Gommo  on  aura  d'ailleurs ,  en  vertu  de  la  formule  (28) , 

(61)  {ay  +  p9y=     ou     <(a'  +  P')(7'  +  ^'). 
il  est  clair  que  la  valeur  numérique  de  la  somme 

(62)  «7  +  fio" 
sera  inférieure  ou  tout  au  plus  égale  au  produit 

Donc  cette  somme  sera  renfermée  entre  les  deux  limites 

(63)  _(a.4.p')''(y'4.*')*,      +(«'  +  ?')' (7' 4- «')'■- 

Donc,  par  suite,  chacune  des  quantités  (Go)  sera  comprise  entre  les  deux  limites 

(«4) ^ 

c'est-à-dire  y  entre  la  somme  et  la  différence  des  modules  des  expressions  (58). 

Corollaire.  La  somme  de  plusieurs  expressions  imaginaires  offre  un  module  inférieur 
à  la  somme  de  leurs  modules. 

3.*  TnÉonÊMK.  Le  produit  de  deux  expressions  imaginaires  a  pour  module  le  produit 
de  leurs  modules. 

Démonstration.  En  effet ,  le  produit  des  expressions  imaginaires 

(58)  «  +  PV/-1,        7  +  V"^» 

étant  lui-même  une  expression  imaginaire  conjuguée  à  celle  qui  représente  le  produit 

des  deux  suivantes 

(65)  «  — PV/-!,        7-^V^., 

chacun  des  produits  en  question  aura  pour  module  la  racine  carrée  de  la  quantité 
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qui  résulte  de  la  multiplication  des  quatre  facteurs  (58)  et  (65).  Donc  ce  module  sera 
i^quivalent  à 

{66)  {oL-+p')Hr+9*yy 

c'rsl-à-dirc,  au  produit  des  modules  des  expressions  (58). 
Corollaire  i."  Le  produit  de  plusieurs  facteurs  imaginaires 


a  pour  module  le  produit  de  leurs  modules. 

Corollaire  2.*  Si,  dans  le  corollaire  qui  précède,  on  suppose  les  divers  facteurs  ima- 
ginaires égaux  entre  eux ,  et  leur  nombre  égal  à  m  ,  on  reconnaîtra  que  la  m*  puis- 
sance d'une  expression  imaginaire  a  pour  module  la     m*     puissance  de  son  module. 

Corollaire  3.*  Gomme  le  produit  de  plusieurs  modules  ne  peut  devenir  nul,  sans  que 
l'un  de  ces  modules  s'évanouisse ,  et  qu'une  expression  imaginaire  dont  le  module  s'éva- 
nouit se  réduit  nécessairement  h  zéro;  il  est  clair  que  le  corollaire  i.*'  entraînera  encore 
la  proposition  suivante. 

/|.*  TnÊORKME.  Le  produit  de  plusieurs  facteurs  imaginaires  ne  peut  s^ évanouir  avec 
son  module,  qiCautani  que  Cun  des  facteurs  se  réduit  à  zéro. 

On  établit  encore  sans  drfliculté  les  théorèmes  suivants. 

5*  Théorume.  Pour  diviser  une  expression  imaginaire  par  une  quantité  réelle  ^  il 
suffit  de  diviser  par  cette  quantité,  (Ums  Ccxpression  dont  il  s'agit,  la  partie  réclU  ei 
le  coefficient  de     ^/T. 

Démonstration.  En  effet,  diviser  l'cxpre-sion  imaginaire 

a  +  pv/r^ 

par  une  quantité  réelle     7  ,     c'est  chercher  une  seconde  expression  imaginaire 

X  =  p  +  q\/^, 
qui ,  étant  multipliée  par    7  ,     reproduise  la  première,  en  sorte  qu'on  ait 

(67)  7(p4-vV/-1)  =  «+PV/^i- 

Or  l'équation  symbolique  (G7)  équivaut  aux  deux  équations  réelles 
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'//'  =  «».     79=  p. 
desquelles  on  tire 

P 

et  par  suite 

(68)  X=rp  +  q^,  =  -^+^^-. 

Donc,  pour  obtenir  le  quotient  de  l'expression  imaginaire  a  +  p^/!7  par  la  quantité 
réelle  7  ,  il  suffit ,  dans  cette  expression ,  de  diviser  par  7  la  partie  réelle  et  le  coef- 
ficient de     y/T. 

6.*  THàonÊME.  Pour  diviser  une  expression  imaf^inaire  a  +  ^{/"^  par  une  expres- 
sion semblable  7  +  ^V^»  *^  suffit  de  multiplier  la  première  par  une  troisième  ex- 
pression imaginaire  7  —  ^^/T  qui  soit  conjuguée  à  la  seconde ,  et  de  diviser  le  pro- 
duit obtenu  par  le  carré  du  module  de     7  +  ^\/^  • 

Démonstration.  En  effet  diviser  a  -4-  Pv^rT  par  7  -f-  ^y/T  ,  c'est  chercher  une  ex- 
pression imaginaire 

qui  soit  propre  à  vérifier  la  formule 

(69)  (7  +  ^V/^i)«^  =  «  +  PtA. 

D'ailleurs,  si  l'on  multiplie  par  7  —  ^^"  les  deux  membres  de  l'équation  (69) ,  elle 
deviendra 

(70)  (7'  +  ^0^  =  («  +  PV/--0(7-^V/^0. 
et  Ton  en  tirera 

^'    '  7'  +  ^» 

Or  cette  dernière  formule  comprend  évidemment  le  théorème  6. 

Scliolie,  Si  l'on  développe  le  second  membre  de  la  formule  (71),  en  ayant  égard  au 
théorème  5 ,  on  trouvera 

7.*  TH^onÊXE.  Les  deux  polynômes 
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(4)  a5»  +  5  =  o, 
ou 

(5)  œ»  =  — i?. 

Doue  alors ,  en  écrivaDt ,  au  lieu  de    —  B  ^  a  +  Pl/T  '     ^^  attribuant  aux  lettres    « ,  p 
des  valeurs  réelles ,  ou  aura  simplement  à  résoudre  l'équation  binôme 

(6)  a:>  =  a  +  fV^ri. 

Or  on  y  parviendra  sans  peine,  en  opérant  comme  il  suit. 

Désignons  par    p  ,  q     deux  quantités  réelles  tellement  choisies  que 

soit  une  valeur  de     x    propre  à  vérifier  l'équation  (6).  Cette  équation  donnera 

(8)  P'-7»  +  ap7»A=«  +  P»A> 
et  par  conséquent 

(9)  /;»  — (7»  =  «,  (lo)  îï/>7  =  ?; 

puis  on  tirera  des  formules  (7)  et  (10) 

6  * 

(m)  x  =  p  +  —  {/T,, 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(12)  x=^  +  7l/^. 

D'ailleurs  les  formules  (g)  et  (10)  entraîneront  la  suivante 

(i3)  p»  +  ^'  =  («»4.p«)^ 

que  l'on  peut  aussi  déduire  immédiatement  de  l'équation  (6)  jointe  au  corollaire  a  da 
3.*  théorème.  Enfin  l'on  conclura  des  formules  (9)  et  (i5) 

(,«      ,.=±:±n!i^,  (.5)       ,.=-i^^i^. 

et  par  suite 
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(,6)         ;,=±(J^i!2i±l)'.  (,;)  ,=±(-iïa*::i)-, 

puiSt  en  substituant  la  valeur  de     p     dans  la  formule  (i  i) ,  ou  la  valeur  de    q     dans 
la  formule  (i  s) ,  on  trouvera 

(i8)  x  =  ±   T 1 .      T"V^    ' 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

Doi^c  Téquation  (6)  admettra  deux  racines  dont  les  valeurs  seront  respectivement 

(ao)  a;  = r ; — — r  V/-V  . 

« 

(aO  a;  =  -^-i^ ^ 1 ; -^ r-  v/-i  • 

a-  a"(v/-t«+)ê-+a)' 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(22)  a;  =  — ï- — ; 7 ; y^  , 

a*(\/;^)g»-a)'  a' 

(20)  X  =  — ; ZIZI ^  "»    î ^"*  * 

a*(v/*«+^'-a)^  a* 

Dans  le  cas  où    p    s'évanouit ,  Téquation  (6)  se  réduit  À 

{a4)  j:»  =  a. 

Dans  le  même  cas,  on  tire  de  la  formule  (18) ,  en  supposant    a    positif, 

(a5)  j?  =  ±a«, 

et  de  la  formule  (ig) ,  en  supposant    «    négatif, 

IV.*  ani«£e.  tt 


Digitized  by 


Google 
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(îl6)  J?  =  ±(— aJ^V^.",  . 

Ces  dernières  s'accordent»  comme  on  deyail  s'y  alteodre,  avec  les  formules  (4o)  cl  (4s) 
du  paragraphe  i.*' 

Dans  le  cas  où     «     s'évanouit ,  l'équation  (6)  se  réduit  à 

et  Ton  tire  de  la  formule  (i8)  ou  (19),  1.®  en  supposant     p    positif, 
2.*  en  supposant    p     négatif, 

(.9)  ,=±j(_£)-_(_l)v-). 

Ainsi,  en  particulier,  les  deux  racines  de  l'équation 

(5o)  aî«  =  v/=T 

seront  données  par  la  formule 

et  celles  de  l'équation 

(32)  aj«  =  — j/T 

par  la  formule 

Revenons  maintenant  h  l'équation  (5) ,  et  supposons  que  le  coefficient     A     cesse  de 
s'évanouir.  Cette  équation  pouvant  s'écrire  comme  il  suit 

(34)  la:  +  ^y  +  B-^=o. 
on  en  tirera 

(35)  (a.  +  4)'  =  T—^- 

Or  l'équation  (35)»  étant  de  la  même  forme  quci'équation  (6)»  se  résoudra  de  la  niéme 
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manière,  et  fournira  pour     îc^ des  valeurs  semblables  aux yaleurs  de     œ    déler 

minées  par  la  formule  (18)  ou  (19). 

Exemple.  Soit  donnée  l'équation  du  second  degré 

(36)  X*— (r)4-4v/T)a;  +  6  +  8v/:7  =  o. 

On  en  tirera 


(3?) 


ja>-(|+2ï/:r)j=(|4-2v/n-) -(6  +  8^/17) .^-i^  +  .t/- 


D'ailleurs  •  si  l'on  remplace     x  par  x — [--4"2V/-ij      dans  le  premier  membre  de  la 

,5 
formule  (18) ,  et  si  l'on  pose  en  outre     a  rn: ^  ,  (3=2,     on  lirera  de  cette  formule 

(38)  *-  (4  +  ^^~)  ==^  (t  +  '»^)  • 
et  par  suite 

(39)  a,  =  l+2v/-d=(|  +  2v/T)  . 
Donc  les  deux  racines  de  l'équalion  (36)  seront  respectivement 

(40)  a;  =  --  +  2v/"  — f-i.  +  2vAW2,      x  = h2V/"  +  (^ +2V/m)=3  +  4i/^. 


§  3.  Sur  la  résolution  des  équations  binômes. 

Considérons  une  équation  binôme  du  degré  n  ,  la  lettre  n  désignant  un  nombre 
entier  quelconque.  Si  l'on  réduit  le  cooflicient  du  premier  terme  à  l'unité,  cette  équa- 
tion se  présentera  sous  la  forme 

(1)  a;'»  +  K  =  o, 

A'     étant  une  constante  réelle  ou  imaginaire,  et  Ton  en  tirera 

(«)  x"  =  —  K. 

Donc ,  en  écrivant ,  au  lieu  de     —  K  ,  a  4-  p  ^/!7  ,     et  attribuant  aux  lettres     a  ,  p     des 
valeurs  réelles,  on  ramènera  l'équation  (1)  à  la  forme 
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Or  on  prouvera  facilciuenl  que  cette  dernière  peut  toujours  être  résolue  par  des  valeurs 
rcrilcs  ou  imaginaires  de  la  variable  x.  C'est  en  efTet  ce  qui  résulte  des  principes  que 
nous  allons  établir. 

Supposons  d'abord  que  le  degré  n  se  réduise  à  une  puissance  de  a  ,  c'est  à-dire  k 
l'un  des  nombres  s  ,  4»  8,  i6, .....  Alors  l'équation  (3)  se  trouvera  réduite  à  Tune  des 
suivantes 

(4)     a:'  =  a+^v/^r,,     (5)    .r4  — a  +  «;v/"i,     (6)    ar»  =  a+pV/-"i  ,     (7)    x'^  =  a+p\/Ti ,  etc. 

Or  l'équation  (4)  a  déjà  été  résolue  dans  le  paragraphe  précédent»  611  Ton  a  fait  voir 
qu'elle  admet  deux  racines  de  la  forme     p  +  7 V^^«     Do  plus  il  suffira  do  poser 

x^=j,        y^  =  z,         z*^:=u,         etc., 
pour  obtenir,  à  la  place  de  la  formule  (5) ,  le  système  des  équations  binômes 
(8)  a:'  =  r.        7»  =  a  +  3v/T; 

U  la  place  de  la  formule  (6) ,  le  système  des  trois  équations  binômes 
9)  a;' =7,         7*  =  c,  z»=a  +  pv/n; 

à  la  place  de  la  formule  (7) ,  le  système  des  quatre  équations  binômes 

(10)  x*=y,        7'  =  «,         5»  =  u,         u*  =  a  +  fv/"; 

etc... 

D'ailleurs,  la  dernière  des  formules  (8)  étant  semblable  à  l'équation  (4).  on  en  tirerff 
deux  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  j;  et,  après  avoir  substitué  successivement 
ces  deux  valeurs  dans  le  second  membre  de  l'équation  x*  z=jr ,  on  déduira  de  celle-ci 
quntro  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  x  qui  seront  propres  à  vérifier  l'équation  (5). 
Pareillement  on  tirera  des  formules  (<))  deux  valeurs  de  z  ,  quatre  valeurs  de  jr,  et 
en  définitive  huit  valeurs  de     x     propres  à  vérifier  l'équation  (6).  De  même  encore  on 

tirera  des  formules  (10)  seize  valeurs  de     x     propres  à  vérifier  l'équation  (7);  etc 

Donc  chacune  des  équations  (4) ,  (3) ,  ((>) ,  etc.. ,  oOrira  autant  de  racines  que  son  degré 
renferme  d'unités.  On  voit  en  outre  que  la  détermination  exacte  de  ces  racines  ne  pré* 
i^rntera  aucune  difficulté. 

Supposons  maintenant  que  le  degré    n    soit  un  nombre  impair.  Dans  cette  hypothèse. 
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réquatifui  (5)  admettra  certainement  une  ou  plusieurs  racines  réelles  ou  imaginaires ,  si 
Tune  des  quantités     a,  (3     s'évanouit.  En  eflcl,  soit     2m  -f-  ^      ^me  valeur  impaire  de 
n.     On  vérifiera  évidemment  l'équation 

ou 

en  prenant 


(i5)  aî  =  a*-  +  *,  ou  bien  (i4)  a:  =  —  (— a)  ""•+•    , 

suivant  que     a     sera  positif  ou  négatif;  et  l'équation 

(i5)  *''  =  fV/r., 

OU 

en  prcnaHt 

//i      ' m  +  X  ' 

(,7)       a:=(— 1)    ?  •-  +  •  v/^.        oubien       (18)       x={—i)        (_fi)  •-*•  ^/^  , 

suivant  que  Ç,  sora  positif  ou^négatif.  J'ajoute  que,  si ,  n  étant  impair,  les  quan- 
tités a  ,  ^  ne  s'évanouissent  ni  Tune  ni  l'autre ,  on  pourra  cncoru  trouver  une  valeur 
réelle  ou  imaginaire  de     x     propre  h  vérifier  l'équalion  (5) ,  ou 

(19)  j;/._(«  +  P^/-)r=:zo 

C'est  ce  que  l'on  démontrera  sans  peine  en  raisonnant  comme  il  suit. 

Représentons  par     p  +  7V^^     **n©  valeur  imaginaire  quelconque  attribuée  à  la  va* 
riable     x ,     par 

(20)  /*  +  <?V/-=(p  +  7V/-)''-(='  +  ?V^) 

la  valeur  correspondante  du  binôme 

(21)  a;«  — (a  +  fv/-), 

ci  par     r,f,     U     les  modules  des  trois  expressions  imaginaires 
en  sorte  qu'on  ait 
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Le  module  A  do  rexpression  (ao)  deviendra,  m  vertu  du  théorème  s ,  supériour  h  la 
différrnco 

(25)  ''"— P' 

éi  l'on  suppose  r"  >  p  ,  r  >  o"  ;  el  par  conséqueut  il  surpassera  le  module  p  ,  si 
Ton  u 

(«6)  r>[^2py'. 

Au  contraire  R  sera  équivalent  à  la  valeur  numérique  de  p  ou  de  a  ,  et  par  con- 
séquent inférieur  à     p  ,     si  l'on  suppose 

(a;)  ^  =  0,       «"  =  p«  =  a, 

ou  hiiMi 

Donc  la  plus  potito  Viileur  que  puisso  acquérir  le  module  R  de  Texpresêion  (ao)  ou 
('2 1  ) ,  tandis  que  x  varie ,  est  inférieure  au  module  .  p  de  a  -f"  P[/^  »  ^^  correspond 
à  une  valeur  de  x  différente  de  zéro,  mais  dont  le  module  r  ne  surpasse  pas  (sp)*- 
D'ailleiir.4,  si  Ton  attribue  h  la  variable  x  une  valei^distincte  de  p  +  9V^'  ^^ 
représentée  par 

le  binôme  (ai)  se  transformera  on  une  fonction  entière  de     z     du  degré     n,     savoir» 

(29)*     (/7+7V^»  +  O"---(«+PV/"0  =  ^+<?V/^»+'»(p+7V/^)'''"'-+---+"(p+7V^0«''^'  +  «''- 


*  La  formule  (39)  io.  d>':(Iuit  immédiatement  de  l'équation  (ao)  jointe  k  celle  qu'on  ulitient  en  remplumant    7 
par    p-^tj^in     danH  l'équation  connue 

.fl)  (y+«}»=y+ny  — '£  +  ... +nyc-  — '+2-. 

Au  rmle,  IVmploi  que  nous  faiM)n<i  ici  de  la  formule  (ai)  n'exige  pa.t  que  l'on  détermine  Icii  coefficients  de  toutes 
le«  puijtàancrs  de  z  qui  enlrrnl  dnii.s  le  second  membre  de  cutle  formule  ou  do  la  formule  (a).  On  peut  même} 
à  la  rigueur,  calculer  seulcnionl  le  roeflicient  de  z.  Or,  pour  s'assurer  que  ce  coefficient  se  réduit,  dans  la 
formuli-  («I),  Ji     ny"  —  ',     il  suffit  d'observer  que  l'un  a  généralement 

:6)  (y+î.)(y+-,).-.(y+^.)=y  •+(-.+->+•.•+'..)?•— '+•..+«.»....«„. 

•t  par  Miitc  ,  en  supposant     r  g  =  2,  =  ...=£„  =  s  , 
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Or,  dans  la  formule  (sg) ,  la  somme  des  deux  premiers  termes  du  second  membre ,  s^éva- 
nouirn ,  si  l'on  prend 

Mais,  si  l'on  prend  # 


(5i) 


/i(/7+7V/"0"-" 


c  désignant  une  quantité  positive  très -peu  différente  de  zéro,  ce  second  membre  de- 
viendra une  fonction  entière  de  <  qui  offrira  pour  premiers  termes  les  deux  expressions 
imaginaires 

p-\-Q{r:.     —  •(/'+<?i/:î)- 

Donc,  si  l'on  divise  cette  fonction  de     e     par     P+Çv^^  »     '^  quotient  sera  de  la 

forme 

(3a)  1  — «  +  r,««  +  r,e3-|-...-}-f„_,,'», 

^1  »  c^  »  •••  ,  ^n-.i  désignant  des  coefficients  réels  ou  imaginaires,  et  Ton  trouvera,  en 
supposant  la  variable     z     déterminée  par  l'équation  (3i) , 

(33)      (p+^v/r,+.)n-(a+pv/"i)  =  (P  +  ÇV/-"0(i-^+^x«'+^3«^  +  -..+^«-.«^ 

Observons  maintenant  que,  si  B  n'est  pas  nul,  le  second  membre  de  l'équation  (53) 
offrira ,  pour  de  très-petites  valeurs  de  s,  un  module  inférieur  à  R.  En  effet,  si  Ton 
nomme 

les  nodules  des  expressions  imaginaires 

la  somme  des  expressions 

ou  le  polynôme  (32)  aura  pour  module  [en  vertu  des  théorèmes  s ,  3  ft  de  leurs  corol- 
laires] un  nombre     0     inférieur  à  la  somme  des  quantités 

en  sorte  qu'on  trouvera 
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D'ailleurs,  pour  <lc  très-petites  valeurs  de     i ,     le  polynôme 

(05)  1  -^i«  —  3ta«*  —  ...  — x„_,x''-» 

étniit  très-pi'u  diÛbrcDt  de  Tunilé  »  on  conclura  de  la  formule  (34) 

(30)  9<i,  (3;)  rjn<:n. 

Donc,  lorsque  H  ne  sera  pas  nul,  on  pourra  choisir  e  de  manière  que  le  modulo 
Blf  de  l'expression  (33)  devienne  inférieur  à  R.  Il  tuit  évidemment  de  celte  remar- 
que que  le  plus  petit  module  de  l'expression  (si)  ne  saurait  différer  de  zéro.  Donc, 

puisque  ce  plus  petit  module  correspond  à  une  valeur  de  r  inférieure  à  (-ip)  * ,  cl 
que  l'expression  (si)  s*évanouit  avec  son  module ,  l'équation  (19)  ou  (3)  admet  une  ou 

plusieurs  racines  dont  les  modules  sont  renfermés  entre  les  limites     o,  (sp)  '. 

Les  principes  que  nous  venons  d'exposer  ne  servent  pas  seulement  à  prouver  que, 
rlnns  le  cas  oii  n  est  impair,  l'équation  (3)  admet  une  ou  plusieurs  racines  réelles  ou 
imn<;iiinires.  Ils  fournissent  encore  le  moyen  de  déterminer  numériquement  au  moioi 
rime  dr  ces  racines.  En  ciffet ,  supposons  que  n  étant  égal  à  sm-|-  >  »  on  désigoe 
ptu*  Xi  la  valeur  de  x  donnée  par  l'une  des  équations  (i3),  (i4)>  (^7)'  (i^)-  Aprèi 
avoir  calcule  les  valeurs  correspondantes  des  nombres  x,  ,  x,  , ...  x„_,  ,  on  trouvera 
sans  p<'ine  une  valeur  de  e  propre  à  rendre  positive  la  quantité  (33),  c'est  à-dire,  à 
vérifier  la  condilion 
(58)  x,i4.x,c'+  ...  +  x„_.e'»-'<i  . 

(lar  il  su  (lira  ,  pour  y  parvenir,  d'attribuer  à     <     des  valeurs  décroissantes,  par  exemple, 


1  , 

1 

'i7' 

1 

IO(» 

1 

1000 

jusqu\^ 

ce 

que 

le 

polynôme 

(5o) 

X, 

,.  +  x.c  = 

'  + 

...+'«»- 

,11  —  1 

i|ui  décrr^it  constamment  et  indéfiniment  avec  t  ,  devienne  inférieur  à  Funité.  Or,  • 
étant  choisi  do  manière  à  vérifier  la  condilion  (38) ,  il  suffira  d'ajouter  à  x^  le  second 
meuibrc  de  la  formule  (31),  pour  obtenir  une  nouvelle  valeur  de  ;b  ,  à  laquelle  ré- 
ponde une  valeur  de  R  plus  petite  que  le  module  de  l'expression  cBi^-f*^"!"  ^l/^* 
Soit     X,     cette  nouvelle  valeur  de     x.     L'opération  par  laquelle  on  a  déduit     x.  de 
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(89) 
Xg  ,     étant  plusUîurs  fois  répétée,  fournira  une  suite  do  valeurs  do     x  ,     auxquelles  cprr 
rcspondront  des  valeurs  de  plus  en  plus  pclîtcs  de  la  quantité  positive     R     ([ui  repré- 
sente lo  module  de  l'expression 

^n  +  a  +  PV/r,. 

C4ela  posé ,  soit 

(4o)  îPi  »     îTa  »    ^3  >     ^4/     etc., 

la  suite  des  valeurs  de     x    .dont  il  est  ici  question.  Tandisquc  les  modules  des  expressions 

(40      ^i'*+a  +  Pl/"i  »     ^a"  +  «  +  PV/^i?     ^B^+a  +  Pv/-";  ,     iP^n+a-^pj/-  ,     etc.. 

deviendront  de  plus  en  plus  petits ,  les  termes  do  la  série  (4o)  convergeront  vers  une 
certaine limUe  qui  sera  nécessairement  une  valeur  de    x   propre  à  vérifier  Téquation  (3]. 

Il  reste  à  examiner  le  cas  où  lo  degré  n  de  l'équation  (5)  ne  se  réduit  ni  5  un  nombre 
impair,  ni  &  une  puissance  de  2,  Soit,  dans  colle  hypolhèse,  2'  -la  plus  haute  puis- 
sance de  2  qui  puisse  diviser  lu  degré  n.  Ce  degré  sera  le  produit  do  a'  par  un 
nombre  impair     2  m  +  î  ,     cl  Téqualion  (5)  ou 

(4a)  ^»'.C«'"+0  =  a  +  f5V/ri 

pourra  être  remplacée  par  le  sjstèmo  des  deux  formules 

(43)  ^''=r,      :k''"^'=«  +  ?v/^i. 

Or  la  seconde  des  équations  (4^)  >  étant  semblable  à  Téqualion  (3),  mais  d'un  degré 
impair,  pourra  toujours  être  vérifiée,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  par  des  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de    7 ;     et,  pour  chacune  de  ces  valeurs  de    y ,     l'équation 

a?»  =/, 

dont  le  degré  se  réduit  à  une  puissance  du  nombre  2  ,  fournira  autant  de  valeurs  de  x 
que  son  degré  renferme  d'unités. 

On  peut  donc  affirmer  que,  dans  tous  les  cas  ,  une  équation  binôme  admet  des  racines 
réelles  ou  imaginaires. 

Au  reste ,  on  s'assurera  facilement  que  le  module  de  chacune  des  racines  de  l'équation 
i_ 
(3)  se  réduit  toujours  à     p*.     Car,  si  l'on  nomme     r    le  module  d'uno  de  ces  racines, 
on  aura,  on  vertu  de  ce  qui  a  été  ci-dessus  [page  72], 

(44)  r-  =  p, 

IV*.  ANNtu.  l5 
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et  par  suite 

(/|5)  r=p\ 

S  4*  Sur  la  résolution  des  équations  de  degré  quelconque  à  coefficients  réeU. 

Si ,  dans  une  équaliou  du  degré     n  ,     on  réduit  à  l'unilé  le  coefficient  du  premier 
tcrjiic ,  elle  se  présentera  sous  la  forme 

(i)  0?"  +  Ax''-  '  +  2?a;«- »  +  ...  +  /x  +  iC  =  0 . 

Si  d'ailleurs  les  coefficients     A  ,   B  , 7,  K     sont  réels  et  donnéàcn  nombres,  on 

pourra,  lorsque  certaines  conditions  seront  remplies,  affirmer  que  l'équation  (i)  admet 
des  racines  réelles ,  et  l'on  établira  sans  peine  les  propositions  suivantes. 

8.*  TnÉoRÊME.  Si,  en  substituant  Cune  après  C autre ,  dans  le  premier  membre  de 
C  équation  {\)t  deux  valeurs  réelles  et  finies  de  x,  par  exemple  x  =  a,x  =  b^  on 
obtient  deux  résultats  de  signes  contraires,  on  pourra  en  conclure  que  Céquation  admet 
au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre     a  et  b. 

Démonstration,  En  eflet  concevons  que  l'on  fasse  varier  x  par  degrés  insensibles 
depuis  la  liniiie  x*  =  a  jusqu'à  la  limite  x  =  6.  Le  premier  membre  de  réquatio» 
(i) ,  ou  le  polynôme 

(j)  a"  +  ^a?'— '+^j?'— >  +  ...  + /a: +  iC 

variera  lui-même  par  degrés  insensibles»  en  conservant  une  valeur  finie,  mais  de  ma- 
iiièrc  à  changer  de  signe;  et  il  est  clair  qu'il  s'évanouira  au  moment  où  il  passera  da 
positif  au  négatif,  ou  du  négatif  au  positif. 

Corollaire  j.  Il  est  bon  d'observer  que  le  polynôme  (a)  peut  être  considéré  comme  le 
produit  des  deux  facteurs 

(ô)  x",  et  (4)  .  +  44.^  +  ...+_L_+A, 

dont  le  second  diflère  très-pou  de  l'unité,  el  par  suite  resto  positif,  quand  onaltribueii 
la  variable  x  une  très-grande  valeur  numérique.  Gela  posé,  comme  l'autre  facteur 
x'*  change  de  signe  avec  x  ,  dans  le  cas  où  le  degré  n  est  un  nombre  impair,  il 
suffira  évidemment,  dans  ce  cas,  d'attribuer  è  la  variable    x    deux  valeurs  de  la  forme 

x  =  —  a  ,         x  =  a  « 
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(  9»  ) 
a    désignanl  une  quantité  positive  très-comidérabI«,  pour  que  les  valeurs  corrcspon* 
dautes  du  polynôme  (â)  soient  affectées  de  signes  contraires.  Donc  alors  l'équation  (i) 
admettra  au  moins  une  racine  réelle. 

Corollaire  2.  Si,  le  degré  n  étant  un  nombre  pair»  on. désigne  toujours  par  a 
une  quantité  positive  très-conaidérable  »  le  polynôme  (3)  ou  le  produit  des  facteurs  (5)  et 

(4)  sera  évidemment  positif  pour  a;= — a.  Si  d'ailleurs  la  quantité  K  est  négative, 
le  polynôme  (2)  deviendra  positif  pour  x  =  o.  Donc  alors  ce  polynôme  changera  de 
signe  tandis  que  l'on  fera  varier  x  soit  entre  les  limites  a;  =  —  a  ,  a*  =  o  ,  soit 
entre  les  limites  a;  =  o,  x  =  a.  Donc  par  suite  l'équation  (i)  admettra  au  moins 
deux  racines  réelles ,  l'une  positive»  l'autre  négative. 

g.*  Théorème.  Supposons  que,  dans  le  polynôme  (2)»  le  dernier  terme  étant  négatif, 
les  termes  positifs ,  s^ilen  existe,  suivent  immédiatement  le  premier  terme.  V  équation 
(1)  admettra  une  racine  réelle  et  positive,  et  n*en  aura  qu*une  de  cette  espèce. 

Démonstration,  Soient 

fi  >        pt  »  p»— 1  9        P» 

les  valeurs  numériques  des  coefficients 

A,        J5,  /,         K. 

£n  vertu  de  l'hypothèse  admise,  l'équation  (1)  sera  de  la  forme 

(5)  «'•  +  p««»-*+p,aî»— +  ...  4- p,e«»-'*  —  p«+, «»-'--»-. p„«.,a?  — p^—o, 

m     étant  un  nombre  entier  inférieur  h     n.     D'ailleurs  le  polynôme 

(6)  a?"  +  p,«"-«  4-  p.*»-»  +  •••  +  P««"""'"  —  pm+i*""""-*  —  ...  —  pi.-i«  -—  p» 
est  le  produit  des  deux  facteurs 

(7)  x—,  (8)       «,-+p.»--  +...+f (±^  +  ...+>ilZi-.  +  _ii_|; 

et  U  est  clair  que ,  si  l'on  fait  croître    x    par  degrés  insensibles»  mais  indéfiniment ,  à 
partir  de    x  =  o ,     l'expression 

(9)  «"•  +  Pt»"— "^4-— +P- 

croîtra  en  passant  de  la  limite    p»    k  Pinfini  positif»  tandît  qae  l'expression 
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clécroUra  en  porssanl  de  rinfini  positif  h  zéro.  Donc  alors  U  différence  (8)  croUra  sans 
cesse,  en  passant  de  Finfini  positif  à  rinfini  nâgalif.  DoDC  celte  différenee  s'i^fanouira , 
mais  nno  fois  seulcmcnrt ,  pour  une  valeur  posithre  de  x  ,  ci  l*oii  pôaiYa  ea  dire  autant 
du  polynôme  (6)  qui  forme  le  prcmrcr  membre  de  l'équation  (5). 

Corollaire.  Lorsqu'on  suppose     m  =  o  ,     l'équation  (5)  se  réduit  h 

(n)  ar"  — p,a?»-»— p,a;«-»  — ...  — p„_^a?  — p„  — 0. 

Doue  celle  dernière  admet  i/ne  racine  réelle  positive ,  et  n'en  a  qu'une  de  colle  cap(M:e. 

Lorsque  les  cocfTicionts  de  l'équalion  (5)  ou  (ii)  sont  donnés  en  nombres»  on  peut 
aisément  déterminer  la  racine  positive  de  celle  équalion  avec  une  approximation  aussi 
grande  qu'on  le  juge  convenable,  h  l'aide  de  procédés  semblables  h  ceux  auxquels  on  a 
recours  dans  l'cxlraclion  des  racines  carrées  et  cubiques.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  trouver 
une  limite  jsupérieure  h  la  racine  donl  il  s'agit.  On  y  parviendra  en  p^irliculier  pour  l'é- 
quation (il)*  ^"  suivant  l'une  des  méthodes  que  nous  allons  exposer. 

Soient  p  le  pins  grand  des  coefficients  p,  ,  p. , ....  Pn-i ,  p«  »  et  t.  la  racine 
posilive  de  l'équation  (i  i).  On  aura 

(la)  »."=p.v'— »+p,x  "-»  +  .. .+p„«,v  +  p„, 

cl  par  suile 

v  ••  1 
ou  ,  ce  qui  revient  au  môme , 

^  —  1    <  P  T-  <?   ' 

/ 

(i5)  ^</>  +  »- 

Donc  la  racine  pôsrtive  de  rKqtratron  (ii)  sera  nifériecrre  àii  plus  gmnd  d^i  nobibtes 

!,.-.■  1  4. 

(l4)  pt+>*  P»+  »>....    P11-1  +  *  »  pn  +  l. 

De  réqu.'ftioD  (i9)v  préscat<ée  éov»  lo  forme.  .  .  : 
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(  93  ) 
on  conclut  encore  que  les  rapports 

doÎTent  être  ou  é^aiix  entre  eux  et  à     —  ^     eu  les  uns  supérieurs ,  les  autres  inférieurs 
à    —  .     DoQC  par  suite  les  rapports 


np, 

Hpa 

wp«-i 

npn 

t 

.» 

V* 

f* 

1*-» 

'  > 

i.« 

(»7) 

doivent  être  ou  égaux,  ou  les  uns  supérieurs,- Ies>  autres  inférieurs  h  l'unité;  et  Ton 
pourra  en  dire  autant  des  expressions 

Or  il  en  résulte  évidemment  que  la  racine     z     sera  comprise  entre  le  plus  petit  et  le 
plus  grand  des  nombres 

(i8)  îipi,         ('ip^'f  ••'  (''P"-»)"""^»         («PVi)*. 

Observons  maintenant  que,  si  dans  |e  premier  tnembré  de  Féquation  (i  i),  on  attribue 
h  la  variable  x  une  valeur  positive  quelconque  désignée  par  r ,  la  valeur  corres- 
pondante do  ce  premier  membre  sera 

(19)  r»  -T..f»xr?^*-*f  ^r"-*  — - ...  —  Pk-iT.—  p„  , 

ou,  ce  qui  revient  au  môme,       ,   . 


/        V  n(  P»  P»  Pn  — 1  Pn  \ 

Or  le  produit ;(ap)  est  composé  dbfloiixlact^an^qui^,  pour  des  valeurs  cpobsahtes  (le^  r , 
croissent  l'utf  çt  loiiiré ,  etjconvergest)  4é jireifnior  vers  lar  Irmîtc'  00  ,  le  secbàd  vers 
la  limite .  i.  Podc.oe  produit ,^iit  s'éwiiouit  p«ur  r  ==:  t> ,  deviendfa  positif  ^s  que 
l'on  aura  r  >  f ,  par  exemple,  lorsqu'on  supposera  r  =  p  -{-  1 ,  ou  lorsqnf'éa  prendra 
pour  r  le  plus  grand  des nombres.Ci^);;  de  plus,  le  pTodutt  dont  il  s'agit  ou  le  poly- 
nôme (19)  deviendra  infini  pour  des  valeurs  infinies  de     r. 
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§  5.  Sur  la  résolution  dei  équations  de  degré  quelconque  à  cocfflcieMs  imaginaires^ 

Considérons  »  comme  dans  le  §  4  •  ^^^  équation  du  degré  n ,  mais  h  coefficienU 
imaginaires.  En  réduisant  le  coefficient  du  premier  terme  à  l'unité»  on  ramènera  encore 
cette  équation  à  la  forme 

(i)  «»4-^j>»-«4-Ba?»-->4-,..4-/«  +  JK  =  o. 

Seulement  les  constantes  A  ,  B  ,  ..*  I ,  K,  et  les  valeurs  de  œ  propres  à  ténCer 
l'équation  {\) ,  pourront  être  imaginaires.  D'ailleurs,  si  l'on  désigne  par  p-^q!^^ 
une  valeur  imaginaire  quelconque  attribua  à  ia  Variable    sb  ,     et  par 

les  modules  des  expressions  imaginaires 

A  ,      B,  ...  I ,      Kj^      P+vV^' 
le  module  du  polynôme 
(a)  ./«"-' +iîa?"-«4-...+/j?+JK 

sera  [en  tertu  des  théorèmes  s  et  5]  égal  ou  inférieur  è  h  somioie 

(3)  P»r"—4-p.r»-* +...+pn-«r  4-p„, 
et  par  suite  le  module  du  polynôme 

(4)  iP»+^«'»-'  +  B«'»-»4-...  4-/jî4- X 

[Toyez  encore  le  théorème  2]  sera  égal  on  supérieur  k  la  diBTérence 

(5)  r»  — p,r»-'— p.r**-"  — ...  — p»_,r-rp„, 

lorsqu'elle  sera  positive^  c'est-à-dire,  lorsque  le  module    r"  de  0"    surpassera  celui 

du  polynôme  (3).  Or  l'expression  (5)  acquerra  une  râleur  positive  et  différente  de  séro 

[voyez  le  S  4]  >  ^^  9"^  1^  module  r  deviendra  supérieur  h  la  quantité  positive  »  qui 
vérifie  l'équation  . 

(6^  t.'»=:p,t*-»4-p»^""'^4-*««4-Pii-i*4-p«» 

par  exemple  «  lorsqu'on  prendra  pour    r    le  plus  jgrand  des  nombres 
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/ 

OU  le  plus  grand  terme  de  la  suite 

Donc  alors  le  module  du  polynôme  (4)  *  étant  égal  ou  supérieur  à  l'expression  (5) , 
acquerra  lui-même  une  valeur  difTérenle  de  zéro.  Donc  Téqualiou  (1)  ne  peut  elre  vérifiée 
par  aucune  valeur  de  x  dont  le  module  surpùsse  la  quantité  i .  Ajoutons  que ,  si  le 
module  r,  devenant  supérieur  à-  v»  croit  au*delà  de  toute  limite,  on  pourra  en 
dire  autant  de  l'expression  (5) ,  et,  à  plus  forte  raison ,  du  module  du  poljnomo  (4)- 

Concevons  maintenant  que  l'on  désigne  pur  P  -f-  Qv/T  la  valeur  du  polynôme  (4) 
correspondante  à  a;=/)-|-*9^/rr»  et  par  It  le  module  de  l'expression  imaginaire 
P  +  QV^  •  D'après  ce  qu'on  vient  de  dire  ,  le  module  B  croîtra  indéfiniment  avec 
r.  Donc  les  plus  petites  valeurs  de  ce  module  correspondront ,  non  à  des  valeurs  infi- 
nies, mais  h  des  valeurs  finies  de  r  et  de  ce.  D'ailleurs,  si  l'on  attribue  à  la  variable 
X     une  valeur  distincte  de    p  +  9 1/^  '     ®^  représentée  par 

le  polynôme  (4)  se  transformera  en  une  fonction  entière  de    -z    du  degré    n  ,     savoir' 

(9)         (/?  +  fV/^i+«)''+^(p+^.V/^i+r)«-'+.B(p+7V^i+0""'+---+/(/'  +  7V^^^ 
qui  pourra  être  présentée  sous,  la  forme 

P, ,  P. P„-, ,    Qt  f  Q%»  ••••  <?/»-.      désignant  encore  des  quantités  réelles.  Cela 

posé ,  admettons  d'abord  que  l'expression  imaginaire  P,  ^  Qi\^  ne  soit  pas  nulle. 
Alors,  dans  le  polynôme  (10) ,  la  somme  des  deux  premiers  termes  s'évanouira,  si  Ton 
prend 

Mais .  «i  l'on  prend  ' 

S     désignant  une  quantité  positive  très* peu  différente  de  zéro,  la  même  expression  de- 
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viendra  uno  fonclion  entière  de     c    qui  offrira  pour  premiers  termes  les  deux  expressions 
imaginaires 

P  +  QV^^       — «(P  +  <?i/-T).  ' 

Donc ,  si  l*on  di?ise  celio  fouction  de    g    ptr     P  4*  Ql/T  »     le  quotient  sera  de  k 
forme 

Cl  ,  c^ «n-t     (lcsignaifi4f*dos  coefficionts  rdeb  mi  icaogioaires ,  ol  l'^on  troarera,  on 

supposant  la  variaMe    z    dctorminée  par  la  formule  (i  s) , 

(i5)  ■'  ; 

'      •  ■      '  ■■■..»  ... 

D'autre  part ,  si  l'on  nomme  . 

les  modules  des  expressions  imoginaircs 

on  prouvota,cn  raisonnant  comme  ci-dessus  [page  87]',  que  ie  tn'tidulc    ô   dtrpoljmome 

(i4)  i  — «+c;£>  +  r3e'  +  ...4.r„^.f'» 

est  inférieur  à  la  somme 

I 

et  v^Tifie  en  conséquence  la  formule 

des  que  Ton  suppose  s  <  i.  Enfin  la  formule  (i5)  donnera  évidemment ,  pour  de 
Irès-petites  valeurs  de     s , 

(lO)  0<i,  (17)  fiR<R. 

Par  conséquent,  Iors(|uc  U  ne  sera  pa^  duI,  on  pourra  choisir  c  de  manière  que 
le  module  0/î  de  Texprcssion  (i5)  demeure  Inférieur  à  R.  Donc»  si  Texpresslon 
imaginaire  P^  +  QiV/-^  "^  s'évanouit  pas,  la  plus  petite  valeur  de  R  ou  le  plus 
petit  module  du  polynôme  (4)  ae  pourra  différer  do  zéro. 
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AdmettoDS  à  présent  que     Pi  +  Q,|/T    8'é?anouissc ,  et  supposons  que»  parmi  les 
expressions  imaginaires 

la  première  de  celles  qui  ne  sont  pas  nulles  corresponde  h  Tiadice     m.     Alors,  dans  le 
polynôme  (lo)  réduit  à  la  forme 

(i8)    P+<>v/r,+(p,„+ç^v^»)^«+(P^^.+ç^+,,/ri)z«-^»+...+(P„,.+ç„„,V^^^^ 

la  somme  des  deux  premiers  termes  s'évanouira ,  si  Ton  prend 

('9;  ^  =  Ç, 

(     désignant  une  valeur  de     z     propre  à  vérifier  Téquation  binôme 

Mais ,  si  Ton  prend 

(a»)  «  =  t;, 

<     étant  une  quantité  positive  dilTérente  de  zéro ,  lo  polynôme  (  1 8)  deviendra  une  fonc- 
tion entière  de    '  ,     qui  ofirira  pour  premiers  tenues  les  deux  oxpro«sions  imagiuoires 

Donc,  si  Ton  divise  cette  Tonction  de     i     par     /'H-Çv^T  »     le  quolient  sera  de  la 
forme 

r,  ,    c,  ,...  Cn^m     désignant  des  coefficien  If  réels  ou  rmogioaires ,  et  Ton  trouvera,  en 
supposant  la  variable     z     déterminée  par  Téqualion  (21) , 

D'autre  part,  si  l'on  nomme 

les  modules  des  expressions  imégiiiaire» 

IV/Ann^e.  14 
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Ci  9  r,  ,   ...  r««.„, 

on  s'assurera  ,  ea  raisonnant  comiae  à  la  page  87 ,  que  le  module     G     ilu  polynôme 

vérifie  la  formule 

(a5)  0<i  — i'"(i  —  ,.e  — x,f '  —  ...— .x„-„f"—), 

lorsfju'on  suppose  t  <  i  ,  et  devient  par  suite  inférieur  à  l'unité,  lorsque  i  diffère 
très-peu  de  zéro.  Donc  »  si  It  n*esl  pas  nul,  le  module  ^R  de  Texprcssion  (sS)  sera, 
pour  de  très- petites  valeurs  de  c  »  inférieur  à  // .  Par  conséquent  ^  dans  l'hypothèse 
iiilmise,  la  plus  petite  valeur  de  li  ou  le  plus  petit  n^odule  du  polynôme  (4)  se  réduir» 
encore  à  zéro. 

Il  est  donc  prouvé  que,  dans  tous  les  cas,  les  valeurs  finies  de  r  et  de  a;  »  pour 
lesquelles  le  module  R  devient  le  plus  petit  possible ,  font  évanouir  ce  module  cl  par 
suite  le  polynôme  (4).  Donc  il  exisle  une  ou  plusieurs  valeurs  finies  de  x  propres  à 
vérifier  l'équation  (1).  En  d'autres  termes,  cette  équation  admet  nécessairement  une  00 
plusieurs  racines  soit  réelles ,  soit  ima^ginaires. 

La  méthode  par  laquelle  on  vient  d'établir  i'exi^teoce  des  racines  réelles  ou  ima^- 

naires  des  équations  de  degré  quelconque ,  peut  encore  servir  au  calcul  numérique  de 
ces  racines.  En  effet,  nommons  ar,  ,^0;,  les  deax  valeurs  de  x  ci-dessus  désignées 
par  p  +  9V^M  et  p  +  9l/T  +  ^*  ^omv  que  le  luodule  du  polynôme  (4)  diminue 
tandis  que  la  variable  x  passera  de  la  valeur  a;  =  x.  à  la  valeur  a;  =  0;»  ,  il  suf- 
fira de  choisir  le  nombre     i ,     de  manière  que  le  second  membre  de  la  formule  (i5)  ou 

(25)  devienne  inférieur  h  l'unité,  et  par  conséquent  de  manière 4{ue  Ton  ait 

(26)  x»t4-xat»+. ..  +  «,»-.. t»-»< I  , 
ou 

(27)  «1* +  x.«* +  •••+ *'•-«•"""'"<»• 

Or  la  condition  (26)  sera  remplie ,  si  Ton  prend  pour  *  uu  nombre  inférieur  à  la  ra- 
cine positive  unique  de  l'équation 

(28)  x,f4.x,i«  +  ...  x„-,i"-"  =  i. 
D'ailleurs  cette  équation,  pouvant  s'écrire  comm^Jl.suil         ■'       \ 
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fournira  udc  valeur  pos^ilive  de     —     inférieure  au  plus  )2;rand  des  nombres 

'«.  +  «>       X, 4- 1 ,  ...  x„«.4. 1, 

ainsi  qu'à  la  plus  grande  des  quantités 

[voyez  le  §  4]»  ^>  par  conséquent  une  valeur  positive  de     «     inférieure  au  plus  petit  dos 
.  rapports 


(5o) 


ainsi  qu*à  la  plus  petite  des  quantités 


(01) 


( 


Donc  le  plus  petit  terme  de  la  suite  (3o)  ou  (3i) ,  étant  pris  pour  f ,  vérifiera  la  con- 
dition (âC).  De  même  on  vérifiera  la  condition  (27),  en  prenant  pour  £  un  nombre 
inférieur  à  la  racine  positive  unique  de  Téquation  binôme 

{02)  x,f  +  x,l'  +  ...  4.x„.,„i''-'"i=l  , 

011  le  plus  petit  terme  de  l'une  quelconque  des  deux  suites 

I  1  I 

(Ô5) 


X,+  l  Xa+1  X„_,„  +  l 


1  (  1  )l  (  l  )      -1- 

(7?-?n)x,     '  (  (n-jii)x,  )    *  *"  (  {«-m)7„_,„  ) 

Ainsi /dans  tous  l<*s  cas,  après  avoir  choisi  arbilTciircmenl  lu  valeur  de  x  ci*diessus' 
repn'-senlée  par  x,  ou  p  +  ^^/T»  ^°  pourra  de  celle  première  valeur  eu  déduir«î 
une  seconde  x^  qui  fournisse  un  moindre  module  du  polynôme  (4)-  Cela  posé ,  si  Ton 
répèle  plusieurs  ibis  de  suile  Téquation  par  laquelle  on  déduit  ce,  do  x^  ,  on  obtiendra 
évidemment  une  série  de  valeurs  fini^'s  de  x  auxquels  correspondront  des  modules  dr 
plus  eu  plus  petits  du  même  polynom/r»  et  si  l'on  déâi^çne  oes  valeurs  par 
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(05)  CD,  ,  fl?» ,  œj ,  a?4  »  •••  > 

la  limite  vers  laquelle  elles  convergeront,  tandis  que  le  polynôme  (4)  s'approchera  indé- 
finiment de  zéro»  sera  certainement  une  racine  de  l'équation  (i)» 

Soit  maintenant    a    une  racine  réelle  ou  imaginaire  de  l'équation  (i).  On  aura  jden* 
tiquement 

(36)  a'*  +  Ja^-*  +  Ba"-*  +  ...  +  Ia  +  K  =  o , 

ou,  ce  qui  revient  au  même» 

Jt  =  —  û"  —  ^û'— «  — .  fla«-»  —  ...  — /a  ^ 

et  par  suite 

(  x"  +  ^j?"-  '  4-  Bi»"-»  + .,.  +  /ir  4-  il 

(         =2?"  — a''-J-//(«'»-"  —  fl"-»)4-B(a;»-»  —  û^-*  )  +  ...  + /(«—«)• 
Comme  on  a  d'ailleurs»  en  désignant  par    m     un  nombre  entier  quelconque, 

(36)  «'"  — .  a*"  =  (a?  —  fl)(j?'"- «  +  ax""-^  +  ...  4-  a*"-» «  +  «'"- ' )  , 

la  formule  (Sj)  donnera  évidemment 

a?"  4-  ^a?«  -  »  4.^0:'-  »  4. . ..  4.  /a;  4-  «;  = 


(59) 


Donc  le  polynôme  (4)  i  qni  est  du  degré     n     par  rapport  à     a;  »     peut  toujours  être 
décomposé  en  deux  facteurs»  dont  l'im  soit  linéaire  et  do  la  forme 

(4o)  x  —  a, 

Tautre  étant  un  nouveau  polynôme  du  degré     n  —  1     et  de  la  forme 

(40  a?"-'4-(«+^)*""'+(«*4-^fl+^)«*-'4-..4-(a''-'4-^a'«--»4.Ba'«-3+..4./). 

De  plus»  en  désignant  par     b     une  racine  réelle  ou  imaginaire  de  l'équolion 

(4a)  x''-'  +  [a+A)x'*-*+{a*^Ja+B)x'''^+..  +  {a'''-^+Ax'^-+Ba'^^+..+I)-o^ 

on  prouvera  encore  que  le  polynôme  (4i)  peut  être  décomposé  en  deux  fadeurs  doni 
l'un  soit    X  —  6  »     l'autre  étant  un  polynôme  du  degré    n  — -  9     et  de  la  forme 
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(43)  «'—  +  (^  +  û 4- >')*'— '  +  [^'+«^+«'  +  ^(^  +  «)+i^]«"-^  +  cic... 

Donc  le  poljDome  (4)  sera  le  produit  des  fadeurs  linéaires  (c  — a  ,  x  —  b  ,  par  un 
pnijnome  du  degré  n  —  a  .  En  continuant  de  la  même  manière»  on  prouvera  d(^fini- 
iivement  que  le  polynôme  (4)  est  le  produit  de     n    facteurs  linéaires  et  de  la  forme 

(44)  ^  —  a,         X  —  b,  ...  X  —  i,         X  —  k 

par  un  polyuoma  du  degré  zéro,  c'csl-à-dire,  par  une  constante;  et,  comme  cette  cons^ 
tante  devra  se  réduire  au  cuefScienl  de  x'*  dans  le  polynôme  (4)  »  par  conséquent  à 
l'unité  y  on  trouvera 

(45)  af'  +  Ax"-'  +  i?a?"—  +  ...  +  /j?  +  A  =  (j?  —  a){x  -  6)  .,.{x  —  i){x  —  k) . 
Donc  l'équation  (i)  pourra  toujours  être  présentée  sous  la  forme 

(46)  (x  —  a){x  —  b) ...  [x  —  i){x  —  A)  ==  o  , 

a,  6y  •*.  t ,  k  désignant  n  constantes  réelles  ou  imaginaires.  Mais  on  a  démontré 
[voyez  le  4-*  théorème]  que  le  produit  de  plusieurs  facleurs  imaginaires  ne  peut  s'éva- 
nouir qu'autant  que  l'un  de  ces  facteurs  se  réduit  à  zéro.  Donc  toute  valeur  réelle  ou 
imaginaire  de  x  ,  propre  à  vérifier  l'équation  (46) ,  coïncidera  nécessairement  arec 
Tune  des  valeurs  de    x    déterminées  par  les  formules 

(4?)  ^  —  a  =  o,        X  —  6  =  0,         X  —  i  =  o,        X  —  4  =  0, 

c'est  à-dire,  avec  l'une  des  constantes  a  ,  b  ^ ....  t ,  A:;  et ,  comme  clmcnne  de  ces 
constantes  est  évidemment  racine  de  l'équation  (46) ,  on  pourra  énoncer  la  proposition 
suivante. 

10.*  TuéoRÊHE.  Quelles  que  soient  les  valeurs  réelles  ou  les  valeurs  imaf^inaires  (les 
coefficients  A  ,  B  , ..,  I ,  K  ,  f équation  (i)  a  toujours  n  racines  réelles  ou  ima- 
ginaires, et  n*en  saurait  avoir  un  plus  grand  nombre. 

De  plus  on  déduira  immédiatement  de  la  formule  (45)  cet  autre  théorème. 

!!.•  Thèobême.  Si  Con  désigne  par     a  ,  b  ,  c  ,  ,..  i  ,  k     les     n     racines  de  C équa- 
tion (0;  le  premier  membre  de  cette  équation  ou  le  polynôme  (4)  sera  le  produit  des 
facteurs  linéaires 
(48)  X  —  a,         X  —  fc,...a5  —  t,         x  —  k. 

Observons  encore  que ,  si  l'on  développe  le  second  membre  de  l'équation  (45) ,  elle 
deviendra 
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et  que  l'on. tirera  de  la  formule  (49)  t  en  ayant  égard  au  ihéofémc  7, 

ah 4. ac  +  ...  +ai  +  ak  +  bc+,..  +  ùi  +  bk  + ... +ik=z B  , 


(5o)  {      ctc 

/ 

abc.t  '\-affe,..k  +  ...  '\-ùc...ikr=i'qz  i  , 
abc...ikz=z±:K. 

Or  CP8  dernières  équalions  comprennent  évidemment  un  théorème  que  Ton  peut  énoncer 
comme  il  suit. 

]  2.*  Tni^ORÊME.  lA)rs<fUô,  dans  une  équation  du  d**gré     n  ,     le  cot/flcient  du  premier 

terme  e^t  réduit  à  C unité,  les  coefficients  du  second ^  du  troisième,  du  quatrième 

du  dernier  terme,  étant  pris  alternativement  avec  le  signe     —     et  avec  lesif^ne     +, 
sont  respectivement  égaux  à  la  somme  des  racines ,  ou  aux  sonunes  des  produits  qu*on 

obtient  en  multipliant  ces  racines  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc ,  ou  enfin  au 

produit  de  toutes  les  racines. 

Lorsque  deux  ou  plusieurs  des  constantes  a,  6,  c,.«.  sont  égales  entre  elles  »  les 
facteurs  linéaires  correspondants  deviennent  ép;aux»  et  Ton  dk  que  l'équntion  (1)  a  des 
racines  égales. 

Lorsque,  dans  le  polynôme  4»  l<^&  coeflicienl^  A  ,  B  , ....  1 ,  K  sont  réels»  alors, 
en  substituant  successivement  dans  ce  polynôme  deux  valeurs  de     x    imaginaires»  mais 

conjuguées  Tune  h  l'autre,  par  exemple, 

(5i)  x=p  +  q\/7: ,        a;=p— 9J/T, 

on  obtient  évid'^jnmenl  pour  résultats  deux  nouvelles  expressions  imaginaires,  qui  sont 
encore  conjuguées  Tune  b  l'autre  ou  de  la  forme 

(52)  Z'  +  Çv/T.        P  — <?v/~. 

P,  Q      clanl  des  quantités  réelles.  D'ailleurs,  pour  que  chacune  des  expressions  (5*) 
N'év.-,nonis.<e  ,  il  ser«  nécessaire  el  il  sulTira  que  Ton  ait 

(3)  P  =  o,  ^.:ro. 
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Donc  ces  deux  expressions  ne  pourront  s'é?anouir  l'une  sans  l'autre,  et  si  l'équalion  (i) 
offre ,  dans  l'hypothèse  admise»  une  racine  imaginaire  d*e  la  forme  />  +  9  V^T  »  elle  eu 
offrira  une  seconde  conjuguée  à  la  première  ou  de  la  forme  p  —  9i/T-  Dans  le  même 
cas,  ceux  des  facteurs  linéaires  œ  —  a,  x  —  6,  etc..»  qui  correspondront  &  deux 
racines  imaginaires  conjuguées,  seront  eux-n)êm€s  conjugués  entre  eux  ou  de  la  forme 

(54)  x—p  —  q[/T;,         ic  — P  +  9V/"» 

et  donneront  pour  produit  un  facteur  réel  du  second  degré,  savoir, 

(55)  (aî_,>)«  +  7'. 

Ces  remarques  fournissent  les  propositions  suivantes. 

i3.*  TuÊ0BUH£.  Si,  dans  Céqualion  (1) ,  Its  coefficients  A  ,  B  ,  ,,,  I ,  K  sont  tous 
réels,  cette  équation  n*admettra  qu*un  nombre  pair  de  racines  imaginaires  qui,  prises 
deux  à  deux,  seront  conjuguées  Cune  à  C autre. 

i4.'  Théorème.  Si,  dans  le  polynôme  (4) ,  les  coefficients  A  ,  B  ,....  1 ,  K  sont 
tous  réels,  ce  polynôme  sera  décomposabU  en  facteurs  réels  du  premier  ou  du  second 
degré. 

Les  deux  théorèmes  qui  précèdent  s'étendent  évidemment  à  l'équation  (76)  du  para- 
graphe 1 ,  et  ou  polynôme  qui  forme  le  premier  membre  de  cette  équation,  c'est-à-dire,  à  tous 
les  polynômes  dont  les  coefficients  sont  réels ,  et  aux  équations  qu'on  obtient  en  égalant 
ces  polynômes  h  zéro. 

§  6.  Sur  la  détermination  des  fonctions  ^métriques  des  rt^ctnes  d*unc  équation 

donnée* 

(1)  aî"4-y<aî"— 4-fix"— +  ...+/aî  +  Kz=:o, 

dans  laquelle  A  ,  B  ,..,.  I ,  K  désignent  des  constantes  réelles  ou  imaginaires.  Si 
l'on  nomme  a  ,  b  ,  c  , .,..  h  ,  i ,  k  les  racines  de  cette  équation.  Ton  aura  ,  comme 
on  l'a  prouvé  dans  le  §  5 , 

(a)  /     etc 9 

flk..,i  +  fl6c...A  +  ...  +  Ac...i)fc  =  zp/  , 
abc...ik  =  ±,K. 
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Suil  maintenant  C  uoe  fonclioD  entière  «le  chacune  des  racines  a  ,  6  ^  c  ,  •••  t  «  k  , 
qui ,  comme  les  premiers  membres  des  équations  (2) ,  ue  change  pas  de  râleur»  quand 
on  échange  entre  elles  ces  mêmes  racines.  V  sera  ce  qu'on  appelle  une  fonction  ty- 
métrique  des  racines  de  Téquaiion  (1)»  et  Ton  pourra,  sans  résoudre  cette. équation, 
déduire  la  valeur  de  U  des  valeurs  supposées  connues  des  coollicieiits  A  9  B,  C,  ... 
I ,  K.     On  y  parviendra  en  effet  Irès-aisément  Ix  l'aide  de  la  proposition  suivante. 

i5.*  Thj&orkmk.  Soient     a,    b,    c, les  racines  supposées  inégaUë  de  C  équation 

(]].  Concevons  de  plus  que  V  représente  une  fonction  symétrique  de  ces  racines ,  et 
que,  par  un  moyen  quelconque ,  on  ait  transformé  V  en  une  fonction  entière  de  a . 
du  degré     m ,     savoir, 

(5)  y  a'"  +  aîtA"'-»  +  •••  +  -"^^  +  G  =  f^  # 

S^  ,  3Ti  ,...§>  G  étant  de  nouveaux  coefficients  dont  les  valeurs  se  déduisent  de  oeUes 
des  coefficients  A  ,  B  , ...  I  ,  K,  Si  l'équation  (3)  subsiste  tandis  qu*on y  remplacé 
la  racine     a     par  Cune  quelconque  des  racines     b  ,  c  ,  d  ,  ,». ,  le  polynôme 

(4)  ^«-  +  ;TrLa— «4-...  +  5a  +  Ç:. 
divisé  par  la  fonction 

(5)  a''  + Ja'—'  +  ^a''— 4-...  +  la  +  K, 

fournira  un  reste  indépendant  de     a  ,     et  ce  reste  sera  précisément  la  valeur  de     V* 

Démonstration,  En  effet ,  dans  i'hypotbëse  admi&e,  chacune  des  racines    a  ,  6 ,  c»  d... 
de  l'équation  (1)  vériiiera  encore  la  formule 

(6)  fx'-  +  !)Kx  +  ...  +  Sx  +  Ç.  =  U . 
D'ailleurs,  si  Ion  désigne  par 

(7)  Àx"-' -|- /Ad?"-» 4" •••  4-«*  +  ^ 

le  reste  de  la  division  du  premier  membre  de  la  formule  (7)  par  le  premier  oiembre  do 
l'équation  (9) ,  la  formule  (G)  se  réduira  simplement  à  la  suivante 

(8)  ^:r«-»  4-^0?'— »+...  4.;*  +  T=  l/. 

Or  cette  dernière  ne  pourra  être  qu'une  équation  identique,  en  sorte  qu'on  aura  néces- 

sniroment 

(9)  >==0,  ^  =  0,    ...    ç=rO, 
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et 

(lo)  TZ=U. 

Car»  s'il  en  était  autrement,  la  formule  (8)  serait  une  équation  d'un  degré  inférieur  à 
ti ,  et  pourtant  elle  admettrait  n  racines  a  ,  b  ,  c  ,  d  , ...  ce  qui  serait  contraire 
au  théorème  lo.  Donc,  en  divisant  le  premier  membre  de  l'équation  (6)  par  le  premier 
membre  de  l'équation  (i) ,  et  par  conséquent  lo  polynôme  (4)  par  le  polynôme  (5) ,  on 
obtiendra  un  reste  t  indépendant  do  v  ou  de  a  ,  et  ce  reste,  en  vertu  de  la  for- 
mule (lo) ,  sera  précisément  la  valeur  de     U. 

Pour  montrer  le  parti  qu'on  peut  tirer  du  théorème  i5,  concerons  d'abord  que  l'é- 
quation (i)  soit  du  second  degré,  et  se  réduise  à 

(u)  X*  '\'Ax  +  B  =  o. 

Les  deux  racines    a  et  6     de  cette  équation  vérifieront  la  formule 

(la)  a  +  bz:=i  —  A; 

et ,  si  l'on  désigne  par  V  une  fonction  symétrique  de  ces  racines ,  il  suilira  de  subs- 
tituer à  la  racine     6     sa  valeur  tirée  de  la  formule  (12) ,  savoir, 

(i5)  6  =  — a  — ^, 

pour  changer     U    en  une  fonction  entière  do  la  seule  racine     a.     Soit 

(3)  Pa'"  +  DTia'"-'  4-  ...  4-  Sa 4-  G  =  t/ 

la  fonction  entière  dont  il  s'agit.  L'équation  (3)  continuera  évidemment  de  subsister, 
ainsi  que  la  formule  (is),  tandis  que  Ton  échangera  entre  elles  les  racines  a  et  6. 
Donc,  si  ces  racines  sont  inégales ,  le  polynôme  (4)  >  divisé  par  le  trinôme 

(i4)  «•+pa4-7, 

fournira  [en  vertu  du  théorème  i5]  un  reste  indépendant  de  a  ,  et  ce  reste  sera  pré- 
cisément la  valeur  do     V . 

Il  est  bon  d'observer  qu'en  substituant  dans  U  la  valeur  de  b  tirée  delà  formule 
(19) ,  on  obtient  pour  résultat  le  reste  auquel  on  parviendrait  en  divisant  U  considéré 
comme  fonction  de     b    par  le  trinôme 

(i5)  4-|-a+p. 

IV.- Année.  i5 
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(  io6  ) 
Donc ,  pour  calculer  la  valeur  d'une  fonction  symétrique  V  des  racines  a  ,  b  de 
l'équation  (i  i) ,  supposées  inégales ,  il  sufEt  de  diviser  i.*"  V  considéré  comme  fonc- 
tion de  b  par  le  trinôme  (i5),  9.''  le  reste  de  la  division  considéré  comme  fonction  de 
a  pAr  1^  Mpiaome  (UV  ^  «ouvmu  reste,  ainsi  détormii^é.  sera  précisément  k  valeor 
c^iii^bée  de    U. 

Concevons  maintenant  que  Féquation  (1) ,  étant  du  troisième  degré,  se  réduise  à 

(16)  x^+Ax*  +  Bx  +  C  =  o;  ^ 

et  soient    a,  b  ,  c    les  trois  racines  de  cette  équation  supposées  inégales  entre  elles. 
On  aura  identiquement 

(17)  a^  +  Aa^  +  Ba  +  C=:o, 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  » 

C  =  — a»  — /Ta'  — ^a,  ^ 

et  par  suite 

«'  + /ix*  +  jBoj  +  C  =  x' —  a' + /i(a:»  —  a»)  4- iî(a5  —  fl) 

=  (x^a)[x*  +  {a  +  A)x  +  {a^  +  Aa  +  B)]. 
Donc  l'équation  (16)  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

(18)  {x  —  a)[x-  +  {a  +  A)x+{a*  +  Aa  +  B)]  =  o, 
et  celle  qu'on  obtiendra  en  la  djviaant  par    X'^a  ,     savoir, 

(19)  x^  +  {a  +  A)x+{a*+Aa'\'B)=o, 

aura  pour  racines  6  et  c.  Gela  posé,  soit  V  une  fonction  symétrique  des  racinet 
a ,  b  ,  c  de  Féquation  (t6).  Puisque  réquation  (19)  est  du  second  degré  seulement, 
on  déterminera  sans  peine  la  valeur  de  V  considéré  comme  fonction  symétrique  de» 
racines  b  et  0,  par  la  méthode  que  nous  avons  appliquée  à  la  détermination  des  fonc- 
tions symétriques  des  racines  de  l'équation  (u).  On  y  parviendra  en  efl*et,en  divisant 
U    considéré  comme  fonction  de    o    par  le  polynôme 

.(ao)  c  +  b  +  a  +  A, 

puis  le  reste  considéré  comme  fonction  de     b    par  le  polynôme 
(21)  b*+{a  +  A)b  +  a'  +  Aa  +  B. 
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(  Ï07  ) 
Le  reste  de  la  nouveile  division  sera  une  fonction  entière  de    a ,    qni,  divisée  elle-même 
par  le  polynôme 

(aa)  a^  +  Aa^  +  Ba-^C, 

fournira  un  troisième  reste  indépendant  de  a;  et  ce  th>isième  reste  sera  la  valeur 
cherchée  ^e     V . 

11  est  important  d*observer  que,  pour  obtenir  les  polynômes  (99)  »  (ai)  »  (so) ,  il  suffit 
i.*"  de  poser  x  =  a  dans  le  premier  membre  de  l'équation  proposée,  c'est-à  dire, 
dans  la  fonction 

(a5)  x^  +  Ax'  +  Bx-^C, 

a.^*  de  retrancher  le  résultat  ou  le  polynôme  (ss)  de  la  fonction  (s3)«  de  diviser  le  reste 
par    CB -—  a ,     et  de  remplacer,  dans  le  quotient  ainsi  formé ,  savoir, 

(a4)  x^  +  {a  +  A)x  +  a*  +  Aa  +  B, 

la  variable  x  par  la  lettre  6  ,  3.*  de  retrancher  le  nouveau  résultat  ou  le  polynôme 
(si)  de  la  fonction  (s4)  «  de  diviser  le  reste  par  x  —  b  ,  et  de  remplacer,  dans  le 
quotient  ainsi  formé,  savoir, 

(«5)  03-4-6  4- a +  /f  , 

la  variable    x    par    la  lettre    c. 

Concevons  encore  que  l'équation  (1),  étant  du  quatrième  degré,  se  réduise  à 

(«6)  «♦  +  Ax^  +  Bx*  +  Cx  +  D  =  o, 

et  soient  a  ,  b  ,  c ,  d  les  quatre  racines  de  cette  équation,  supposées  inégales  entre 
elles.  On  aura  identiquement  1 

(«7)  rt*  4-  Aa^  4-  jBa*  +  Ca'  +  2)  =  o  , 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

D  =  —  a^  —  Aa^  —  Ba*  —  Ca  , 
et  par  suite 

x^  +  Ax^+Bx*  +  Cx  +  D=x^  —  a^'\^A{x^^a^)'^B{x^^a^)  +  C{x  —  a) 
Donc  l'équation  (26)  pourra  être  présentée  sous  la  forme 
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(  io8  ) 
(«8)    (oî  — a)[aî'  +  (a  +  ^)a;'  +  (a*+^a  +  2?)aî+(a^  +  ^a-  +  iïa  +  f?)3  =  o. 

et  celle  qu'on  obtiendra,  en  la  divisant  par    x-^a  ,  savoir, 

(29)  x^  +  {a  +  A)x^  +  {a^  +  Aa  +  B)x+  {a^  +  Aa*  +  Ba+  C)  =0  . 

aura  pour  racines  b  ,  c  ci  d»  Cela  posé ,  soit  U  une  fonction  symétrique  des  ra- 
cines a  ,  b  ,  c  ,  d  de  l'équation  (26).  Puisque  l'équation  (99)  est  du  troisième  degré 
seulement ,  on  déterminera  sans  peine  les  valeurs  de  V  considéré  comme  fonction  sy- 
métrique dos  racines  b  ,  c  ,  d  par  la  méthode  que  nous  avons  appliquée  à  la  déter- 
mination des  fonctions  symétriques  des  racines  de  l'équation  (16).  On  y  parviendra  en 
effet  en  divisant     U    considéré  comme  fonction  de    d    par  le  polynôme 

(5o)  d  +  c  +  b  +  a  +  A, 

puis  le  reste  considéré  comme  fonction  de    0    par  le  polynôme 

(3i)  c*  +  {b  +  a  +  A)c+b*  +  ab  +  a*  +  A{b  +  a)+B, 

puis  le  nouveau  reste  considéré  comme  fonction  de     6    par  le  polynôme 

(3a)  63  +  (a  +  ^)  6»  +  (a-  +  Aa  +  B)b  +  {a^  +  Aa*  +  Ba  +  C). 

Le  troisième  reste  que  l'on  trouvera  en  opérant  comme  on  vient  de  le  dire  sera  une  fonc- 
tion entière  de    a  ,     qui,  divisée  elle-même  par  le  polynôme 

(53)  «4  4.  ^a^  +  Ba^  +  Ca  +  D, 

fournira  un  quatrième  reste  indépendant  do  a;  et  ce  quatrième  reste  sera  la  valeur 
cherchée  de     U . 

Il  est  important  d'observer  que,  pour  obtenir  les  polynômes  (33) ,  (Sa) ,  (3i) ,  (3o), 
il  suffit  1/  de  poser  cd  =  a  dans  le  premier  membre  de  Téquation  proposée ,  c'est-à- 
dire,  dans  la  fonction 

(34)  x^  +  Ax^  +  Bx^  +  Cx  +  D, 

2.**  de  retrancher  le  résultat  ou  le  polynôme  (33)  de  la  fonction  (34) ,  de  diviser  le  reste 
par    X  —  a  ,     et  de  remplacer  dans  le  quotient  ainsi  formé,  savoir, 

(35)  x^+{a  +  A)x*  +  (a'  +  Aa  +  B)x  +  (a^  +  Aa^  +  Jîa  +  C)  , 
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la  variable    x    par  la  lettre     c  ,     S.""  de  retrancher  le  nouveaa  résultat  oa  le  polynôme 
(Sa)  de  la  fonction  (35) ,  de  diviser  le  reste  par     x  —  6  ,     et  de  remplacer  dans  le 
quotient  ainsi  formé ,  savoir , 

(36)  aî'4-(6  4-a  +  /i)a;  +  6'+a6  +  a'4-/^(a+6)+jff 

la  variable  x  par  la  lettre  c  ,  4*^  ^^  retrancher  le  dernier  résultat  ou  le  polynôme 
(3i)  de  la  fonction  (36) ,  do  diviser  le  reste  par  x—  a  ,  et  de  remplacer  dans  le  quo- 
tient ainsi  formé,  savoir, 

(57)  x  +  c  +  b  +  a  +  A, 

la  variable    x    par  la  lettre     d. 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  parviendra  généralement  à  déterminer  les 
fonctions  symétriques  des  racines  d'une  équation  de  degré  quelconque ,  et  l'on  établira 
sans  peine  à  ce  sujet  le  théorème  que  nous  allons  énoncer. 

i6.*  THikoBEMB.  Soient    a  ,  b  ,  o  ^  d  , ...  h  ,  i  ,  k     les  racines  de  Céquation  (i) , 

(38)  P  =  a;"  +  ^a5«-*  +  jBa5''->  +  , ..+/»  +  « 

le  premier  membre  à  cette  équation ,  et  U  une  fonction  symétrique  des  racines  a  , 
b  ,  c  , ...  h  ,  t ,  k.     Soient  de  plus 

(39)  ci.,    ^c).    G,...  5.    5.    ^ 

les  polynômes  dans  lesquels  se  transforment  i.^  la  fonction  P  quand  on  pose  x  =  a  , 
2.^  la  fonction 

(40)  Q  =  .^-'^ 


x-a 


quand  on  pose    a;  =  6  ,     ?»."  la  fonction 


(40  R  = 


x-b 
quand  on  pose    x  =  o ,     ^.'  la  fonction 

R-Q 


(4»)  S  = 


x-c 


quand  on  pose    x  =  d  ,   etc....    Pour  déterminer  la  valeur  de  la  fonction  ^métrique 
V ,     il  suffira  de  diviser  i  .*     U     considéré  comme  fonction  de    k    par  le  polynôme 
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(45)  3t  =  t  +  t  +  ^  +  ...+«  +  *4-«4-^. 

a.*  fe  raie  considéré  comme  fonction  de    i    par  le  polynôme 

(44)     5  =  î«  +  (A  +  ...+A+û)i+A»  +  ...  +  A«+a«+...  +  AA+Afl+...  +  *fl+^(î+A  +  ...+5+a)  +  B  , 

5.""  le  nôuvean  rôêU  comidéré  comme  fonction  de    h    parlepofynome    ^ss4'-|-*"'» 

etc Les  différents  restes  ainsi  obtenus  seront  indépendants  ^  le  premier  de  la  racine 

k  ,  le  second  de  la  racine  i  »  le  troisième  de  la  racine  h ,  etc. ,  et  te  dernier  de 
tous  sera  précisément  la  valeur  cherchée  de     U. 

D*aprè8  ce  qui  a  été  dit  ci -dessus,  il  semble,  au  premier  abord,  qu*oa  devrait  res- 
treindre le  théorème  1 6  au  cas  où  les  racines  de  l'équation  (i)  sont  inégales  entre  elles. 
Mais  on  doit  observer  qu'en  dernière  analysa  la  valeur  de  U ,  déduite  de  ce  théorème , 
sera  une  fonction  des  coeiScients  A  ,  B  ,..•  I ,  K  ;  et  même  une  fonction  entière, 
puisque,  dans  chacun  des  polynômes  dC  ,  ^  ,  ^  •  etc. ,  le  premier  terme  a  pour 
coefficient  l'unité.  Désignons  par     V)    cette  fonction  entière.  La  formule 

V  =  V) 

subsistera  lorsque  les  racines  a  ,  b  ,  c  , ....  h  ,  i  ,  k  seront  inégales ,  quelque  petites 
que  soient  d'ailleurs  les  différences  de  ces  racines.  D'autre  part  on  pourra  faire  varier 
les  coefficients  A  ,  B  , ...  I  ^  K  ,  par  degrés  insensibles,  et  de  telle  manière  que  deux 
ou  plusieurs  de  ces  différences  s'approchent  indéfiniment  de  la  limite  zéro;  et,  comme 
la  formule  {/=0  continuera  de  subsister  dans  cette  hypothèse,  il  est  clair  qu'elle  sera 
encore  vraie  au  moment  où  les  différences  dont  il  s'agit  s'évanouiront ,  c'est-à-dire ,  au 
moment  où  des  racines  de  l'équation  (i)  deviendront  égales  entre  elles.  Donc  le  théo- 
rème i6  s'étend  au  cas  même  où  cette  équation  offre  des  racines  égales. 

Il  est  bon  d'observer  encore  que- les  polynômes     dC,  d>  ^ O  •  yfi>  »  eHo    sont 

précisément  ce  que  deviennent  les  premiers  membres  des  équations  (s)  présentées  sous 
les  formes 

B  —  ab  —  ac.,.  ^^ai'^ak  —  bc...  ^^  bi  —  bk,.,  —  tk  =  o  , 

(45)  {      elc 

7it  {abc.i-^-abc...  fc-f-...  +  bc.ik)  =o  , 
\     Kq=a6c...t^  =  0 , 
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quand  oa  substitue  dans  la  second!»  la  mIoot  de  k  Itrée  de.  h  premièrt ,  daw  lu  Iroi» 
sitoia  les  valeurs  de  i  et  do  s  tirées  das  deu  pfemîères ,  dana  la  ^atridme  kn  Valeurs 
de  k  ,  i,  h  tirées  des  trois  premiteas^ ato...»  Aînaî,  eu  particulier»  sr  Fou»  suppose 
x  =  /^,     les  équations  (45)  deyiendront 


(46) 


^  _  (a6  4-  od  +  arf  4-  6c  +  6rf  -H  c  j)  =  o , 
C  +  abc  +  abd  +  acd  +  écrf  =  o  , 
C  —  abcd  =  o  ; 
et  Ton  tirera  de  ces  équations,  en  opérant  comme  on  vient  de  le  dire 

/     ^  +  tf  +  6  +  c  +  rf  =  o» 

jff4.^(a4-64-c)  +  a»  +  6»  +  c'  +  a6  +  ac4-fcc  =  o, 

C;  +  i?(a  +  6)+^(a*4-a6  +  6»)+a'  +  a-6  4-«6*  +  65  =  o, 


(47) 


Or  les  premiers  membres  des  formules  (4?)  se  réduisent  évidemment  aux  polynômes-  (3o)« 
(3i)  »  (Sa)  et  (33).  Ajoutons  qu'au  lieu  de  diviser  successivement  la  fonction  symétrique 
V    par  les  polynômes 

on  peut  éliminer  l'une  après  l'autre  les  lettres  k ,  i  ,  h  ,,,.  o  ,  b\  a  de  cette  même 
fonction  à  l'aide  des  formules 

(48)  X  =  o,     3z=o,     ^  =  0,...  G  =  o,     ^  =  0,     ct  =  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  l'aide  des  formulas  (45). 

Pour  montrer  une  application  des  principes  que  nous  venons  d'établir  »  prenon» 

(49)  1/  =  6 »c  4-  6c«  +  c«a  4-  ca*  +  a»6  +  «6* , 

a  ^  b  ,  c    étant  les  trois  racines  de  l'équation  (i6)  que  nous  réduirons  à 


(5o) 


x^  +  Bx  +  C  =  o, 
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en  supposant  pour  abréger  A  =  o*  Alors,  pour  déterminer  la  valeor  de  la  fonction 
symétrique  0  ,  il  faudra  diviser  successivement  le  second  membre  de  Téqualion  (4g) 
par  les  polynômes  {20),  (ai)»  (aa) ,  ou  plutôt  par  les  suivants 

(5i)  c4-6  +  a,         b^  +  ab  +  a*  +  B ,         a^  +  Ba  +  C, 

considérés  le  premier  comme  fonction  de     o  ,     le  second  comme  fonction  de     b  ,     le 

troisième  comme  fonction  de    a.     En  d'autres  termes»  il  faudra  poser,  dans  Téquation 

(49).'.' 

(5a)  c  =  — 6  — a, 

(53)  6«4-a6  =  — a«  — JB, 
3.* 

(54)  a^  +  Ba  =  —C. 

Or,  en  opérant  de  cette  manière,  on  trouvera 

(55)  f/==3a6(a  +  6)=  — 3a(a«  +  /?)=3C. 
On  aura  donc 

(56)  6»c  4-  6c»  +  c*a 4-  ca*  +  a»6  +  ab*  =  iC  , 
ce  qui  est  exact. 

Prenons  encore 

(57)  U  =  {a^b){a  +  c){a  +  d){b  +  c){b+d){c  +  d), 

a  ,  b  ,  c  ,  d    étant  les  quatre  racines  de  l'équation  (a6)  que  nous  réduirons  à 

(58)  x^  +  Bx*  +  C^  +  O  =  0  , 

on  supposant,  pour  abréger  yj  =0.  Alors,  pour  déterminer  la  valeur  de  la  fonction 
symétrique  V  ,  il  faudra  diviser  successivement  le  second  membre  de  l'équation  (57) 
par  les  polynômes  (3o),  (3i) ,  (32) ,  (33),  ou  plutôt  par  les  suivants 

(59)  </+c+6+fl,   c*  +  (6+fl)c+6«+aA+fl*+B,     ^'+aA»+fl»^+a'+^(a+A)+(7,    a^-k-Ba^-^Cai-Df 

considérés  le  premier  comme  fonction  de  d  ,  le  second  comme  fonction  de  e  ,  le 
troisième  comme  fonction  de  6  ,  le  quatrième  comme  fonction  de  a.  En  d'autres 
termes,  il  faudra  éliminer  successivement  de  l'équation  (57)  les  quatre  lettres  d ,  c  , 
6  ,  a ,     à  l'aide  des  formules 
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c»  4-  6»  +  a*  +  6c  4-  ca  +  a6  4-  i?  =  0  , 
6o) 

(6  +  a)(6*  +  a«  +  jff)4.C  =  o, 

rt^4-JBa»4-6a  +  /)  =  o. 
Or,  en  opérant  ainsi,  on  trouvera 

(6i)  U=-[{a^b){a  +  c){b  +  c)y  =  --[{a  +  ù){a^  +  b^  +  B)y  =  -^C'. 

On  aura  donc 
(62)  {a  +  b){a  +  c){a  +  d){b  +  c){b  +  d){c  ^  d)  =  —  C^; 

ce  qui  est  exact.  Nous  remarquerons  que ,  dans  cet  exemple,  l'opération  se  termine  aprës 
la  troisième  division,  en  sorte  qu'on  est  dispensé  do  recourir  à  la  dernière  des  formules 
(60).  Des  simplifications  du  même  genre  se  présentent  dans  un  grand  nombre  de  cas,  et 
il  peut  même  arriver  que  l'opération  se  termine  après  la  première  ou  la  seconde  division. 
Ainsi,  en  particulier,  si  Ton  suppose 

(«3)  i7  =  a*  +  6'  +  c»  +  ...4-A*4-t*4-A», 

a  ,  b  ,  c  ,  ....h  ,  i  ^  k  étant  les  racines  de  l'équation  (1) ,  il  suffira  de  diviser  succes- 
sivement V  par  les  polynômes  (43)  et  (44)*  ou,  ce  qui  revient  au  même,  d'éliminer 
les  deux  lettres     k  et  t     de  la  fonction     U    à  Taide  des  deux  formules 

(64)  cX  =  o,         5  =  0, 

pour  obtenir  la  valeur  de  cette  fonction.  On  trouvera  en  effet 

U  =  a-  +  b*+c*  +  ...+h*  +  i'  +  {A  +  a  +  b  +  c...+li  +  iy 

=  A^  +  ^{3--B)=A^  —  ftB, 
et  par  conséquent 

(65)  a»  4-  6«  4-  c'  4- ...  4-  A'  +  i*  +  *•  =  ^'  —  2 i»  ; 
ce  qui  est  exact. 

Le  produit  des  carrés  des  différences  entre  les  racines  de  l'équation  (1) ,  combinées  deux 
à  deux  de  toutes  les  manières  possibles ,  est  évidemment  une  fonction  symétrique  de  ces 

1V.*A1IHÈ1.  16 
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racines.  Or  il  est  facile  de  déterminer  It  valeur  de  cette  fonclioa  par  les  méihodei  ci- 
dessus  développées.  Eu  effet  supposons  d'abord    n  =  a  ,     et 

(66)  Î7  =  (a  — 6)'. 

a  ,  b  étant  les  deux  racines  de  Téqualion  (ii).  Alors  »  pour  déterminer  V  ,  il  suf- 
fira d'éliminer  successivement  de  la  formule  (66)  les  deux  lettres  a  et  6  à  t'aide  des 
deux  équations 

(67)  6  +  /i  +  /fz=o,         rt*4-^a4-ir  =  o. 
Or  on  trouvera  ainsi 

(68)  f/=(aa+v<)'  =  yi«  +  4(a'4-^a)=^'  — 4i». 
On  aura  donc 

(69)  (a  — 6)-  =  ^»— 4/?; 
ce  qui  est  exact. 

Supposons  en  secoud  lieu     n  =  3  ,     et 

(70)  t/  =  (a  —  hY[a  —  6Y[b  -c)\ 

Comme     b  ci  c    seront  les  deux  racines  de  l'équation  (ig)  «  on  aura  identiquement 

(71)  (oB  —  6)(a?  —  c)  =  »•  +  (a  +  A)x  +  a*  +  Aa  +  B  , 
ai  par  suile 

(7»)  (a  —  6)(a  —  c)  =  5rt'  +  9  //a  +  i?  ; 

puis  on  conclura  de  la  formule  (69),  en  y  remplaçant  i.*"    a  et  b  pur  b  ri  c  ,     u»""   A 
et  B  par  «4--^  et  a*  4--^^ 4" -S» 

(73)  (6  —  c)«  =  (a  +  Ay  —  4  (a*  +  /*«  +  2?)  =  /<•  —  4i»  —  «^/«  —  Su* . 
Cola  posé,  la  fonnule  (70)  donnera 

(74)  t=(3a"  +  2^a  +  i')*(^'  — 4fi  — sÉ^tf  — Sa').. 

Si  maintenant  on  divise  le  second  membre  de  l'équation  (74)  par  le  polynôme 

a54-yrfa'  +  fia  +  ^\ 
le  reste  sera  indépendant  de    a  »     et  offrira  la  valeur  cherchée  dft     l< .     On  peut  aussi 
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obtenir  cctto  valeur,  en  éliminant  U  lettre    a    de  la  formule  (74)  >  à  Taide  do  Téquattoh 

(17)  a^  +  Aa^  +  Êa+C  =  o. 

Or»  en  ayant  égard  à  l'équation  (17)  >  on  trouvera 

(3a>  +  %Aa  +  By  =  {A^  —  5ir)d*  -f  {AB  —  QC)a  +  É'  —  iAC  , 
et  par  suite 
(75)     V  =  iB-  —  lAC+{AB^9C)aJ^{A^^iB)a*][A*  —  iiB^%Aa^5a*'\; 

puis,  en  développait  le  second  membre  de  la  formule  (75)»  et  remplaçant  a^  par 
— -/<a»— jffa— C,  a<  par  —Aa^'^Ba*  —  Ca={A*—B)a*  +  {AB  —  C)a  +  AC, 
ou»  ce  qui  ^vienf  aa  même,  a^  par  AC  ,  a'  par  — C9  a*  et  a  par  séro,  on 
aura 


(76) 


On  trouvera  donc  défioitireinent 

](77)       {a  —  by{a  —  o)'{b^cy  =  A'B'  —  /tA*C-~itB^  —  i-jC*^i&ABC. 
Dans  le  ca»  partieufier  où  l'on  a    A^o  ,    l'ëquâlîon  (^5)  se  rédurt  & 
£/ =s  (Sifa*  4- g C«  —  ^«) (3««  +  4ir)  ; 

puis  on  en  tire,  en  développant  le  second  membre»  et  remplaçant  a^  par  —  C  ,  a  ^ 
a*  et  a^    par  zéro, 

(78)  U=z  —  AB'-2yC\ 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(79)  {a  —  A)*(a  —  cy{b  —  c)»  =  —  4B^  —  27c* . 

Cette  dernière  équation  détermine  le  produit  du  carré  des  différences  entre  les  racines 
de  Téqualion  (5o).  On  peut  d'ailleurs  trfes-aisément  revenir  de  la  formule  (79)  à  la  for- 
mule (77).  En  effet,  si,  dans  l'équation  (16),  on  pose 

(80)  «  =  «  — y,    ^ 
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(ii6) 
elle  deviendra 

(8.)  .»4.(2,_Ç).  +  C-^+^  =  o. 

Or,  les  racines  de  celle  dernière  élant  évidemment     (i-^-r-pb^— ,0-^^—  , 

•  o  o  o 

produil  des  carrés  des  différences  entre  ces  racines  sera  toujours 

{a  —  by{a—  cy{b  —  cy  ; 

cl,  comme  l'équation  (81}  est  semblable  à  Téquation  (5o) ,  on  tirera  de  la  formule  (79), 
on  remplaçant  dans  lo  second  membre     B  par  B  —  —  ,  et  C  par  C 5 — | ^ 

(8,)       (a-.b)'{a-cy{b-cY  =  -!,[B-^y^27[c-^  +  ^y. 

Il  esl  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  que  les  formules  (77)  cl  (8s)  sont  identiques. 

Des  calculs  semblables  à  ceux  qu  on  vient  de  faire  fourniraieul  généralement  la  valeur 
de  la  fonction  symétrique 

(83)         f.=  (a  — /;)»(«  — f)>...(«  — i)»(a  — A)»(/^— f)V..(A  — i)»(/^  — A)» (i -' k)\ 

c'est-h-dire  le  produil  des  carrés  des  différences  entre  les  racines  a  ,  b  ,  c  , .,,  h  ,  t  ^  k 
de  l'équation  (i).  On  doit  même  remarquer  que  ce  produil  pourra  être  immédiatement 
exprimé  en  fonction  de  a  ,  si  Ton  sait  déjà  former  le  produit  des  carrés  des  différences 
entre  les  racines  d'une  équation  du  degré  n —  i.  En  effet,  comme,  en  divisant  par 
X  —  a     l'équation  (1)  présentée  sous  la  forme 

(8j)  ,ir«  —  a"  +  A{x''-'  —  ««-»)  + 5(a;'»-»  +  a"-')  +  ...+/(a:  — tf)=o  , 

on  obtient  la  suivante 

(85)     a;"-'  +  (a+.^).a?"'»  +  (a«  +  ^a  +  B)a?"-'  +  ..,  +  a''-»  +  ^(i"-»  +  fic<'»-'+  ...  +  /i=:0  , 

dont  les  racines  sont     b  ,  c  ,  *.,  t  ,  k  ,     on  aura  identiquement 

!(x  —  b)(œ  —  c) ...  (a?  —  OC^  —  A)  = 

cl  par  suite 
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(  "7) 
(gy)     (a_6)(a  —  c)...(o— «•)(«  —  *)=»«"— +  ("  —  0^«"""*4-(«  — »)*«""'  +  •"+■'• 

D*aulre  pari,  si,  étant  donnée  une  équation  du  degré  n — i  ,  on  sait  calculer  la 
fonction  entière  du  coeflTicieot  qui  représente  le  produit  du  carré  des  différences  entre  les 
racines,  on  aura  encore 

(88)  (6  — c)V..(6  — t)'(6  — *)• {i  —  ky  =  f^, 

V  désignant  une  fonction  entière  des  coelBcieiUs  que  renferme  l'équation  (85) ,  et  par 
conséquent  une  fonction  entière  de     a.     Gela  posé,  l'équation  (83)  donnera 

(89)  V  =  r[iia«-«  +  (n  —  O^û»- *  +  (n  -  a) fia»- *  +  ...  +  aKa  +  /]» . 
Si  maiutenanl  on  divise  le  second  membre  de  la  formule  (89)  par  le  polynôme 
(5)  a"  +  //a--'  +  iffa"—  +  •. .  +  tf «•  +  /a  +  a:  , 

le  reste  sera  indépendant  de  a  ,  et  offrira  la  valeur  cherchée  de  (/,  On  peut  aussi 
obtenir  cette  valeur  en  éliminant  la  lettre     a     de  la  formule  (8g)  à  l'nide  de  réijualion 

(90)  a''  4-  Aa^"'  +  fia"—  +  ...  +  lla\  +  /a  +  AC  =  o . 

Il  est  bon  d'observer  que  le  produit  des  carrés  des  différences  entre  les  racines  do 
l'équation  (1)  ^^  P^"^  s'évanouir  à  moins  que  cette  équation  n'admette  des  racines  égaler. 
Dans  lé  cas  contraire,  ce  produit  se  réduira  toujours  à  une  fonction. entière  des  coelli- 
cients  A  ^  B  ,  C  , ...  1 ,  K  ;  par  conséquent,  si  ces  coefficients  offrent  des  valeurs 
numériques  entières ,  celle  du  produit  en  question  sera  elle-même  un  nombre  entier,  et, 
si  on  la  désigne  par     i)T>*,     dT?  étant  une  quantité  positive,  on  aura 

(91)  ^X^  =^-     ou     >  I. 

On  peut  encore,  à  l'aide  des  priucipes  que  nous  venons  d'exposer,  calculer  aisément 
le  premier  membre  d'une  équation  qui  aurait  pour. racines  les  diverses  valeurs  d'une 
fonction  entière  des  racines  a  ^  b  ,  c  ,.,.  i  ,  k  de  l'équation  (1) ,  puisque  ce  premier 
membre  sera  toujours  une  fonction  symétrique  de  a  ,  b  ,  c  , ,,.  i ,  />.  Cela  posé,  si 
l'équation  (i)  est  du  troisième  ou  du  quatrième  degrés  on  ramènera  facilement  sa  réso- 
lution, dans  le  premier  casa  celle  d'une  équation  du  troisième  degré,  dans  le  second  cas, 
à  la  résolution  d'une  équation  binôme  du  môme  degré.  Supposons,  par  exemple,  que 
l'équation  (1) ,  étant  du  quatrième  degré,  se  réduise  à  la  formule  (58).  Pour  la  résoudre, 
il  suffira,  comme  l'on  sait^  do  déterminer  les  trois  valeurs  que  peut  acquérir  la  fonction- 
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{a  +  b-^c  —  dy  lorsqu'on  échange  entre  elles  les  quatre  lettres  a,  b  ,  e,  d.  Or 
ces  trois  valeurs,  savoir, 

(9«)  (a  +  6__c  — «/)',        (a-fc  +  c  — d)'.         (a— 6-c  +  d)«. 

seront  les  trois  racines  de  l'équation  auxiliaire 

(gS)     [j  —  (a  4-  6  _  c— rf)'][s  —  (a  —  6  +  c  —  d)'][«  —  (a—  6  —  e  +  rf)«]  =  o  , 

qui  offrira  pour  premier  membre  une  fonction  symétrique  de  a  ,  b  ,  e ,  d.  Désignons 
par 

(94)  zt^Vs*^Fz  +  fr 

le  polynôme  que  l'on  obtient  en  développant  ce  premier  membre.  Le  polynôme  (94)  et 
par  suite  ses  trois  coefficients  V ,  F ,  tV  seront  des  fonctions  symétriques  de  «  . 
b  ,  c ,  d.     On  trouvera  d'ailleurs ,  en  ayant  égard  aux  formules  (60) , 

sî4.£/s»  +  f*4-^ 

(95)  \  =[ï  —  (a4-6  —  c  —  d)'][c  — (a  — 6  +  c  — </)■][«  — («  —  6  — «  +  <<)•] 
=  [«-4(«  +  *)'][«  — 4(« +  «)•][» -4  (fr +  «)']. 

puis  on  en  conclura 

(96)  É/=-4[(a+6)«4.(o4.c)»+(64.c).]=:.8[e'4'**+«*-»-6«-f«»+«*]=8i>, 

(97)  ^=i6{(a4-6)'[(a  +  c)»  +  (6  +  c)*]  +  [(«  +  e)(6-f«)]'} 

=  ,6(_(«  +  6)«[(a+6)»  +  *5]  +  (a'  +  6»4-iB)*J 

—  i6JB'— 4a4(6'  +  a6  +  o'-t-Z?)| 

(98)  ;ir=-64[(a  +  fc)(«4-c)(*  +  «)]'=-64[(a  +  *)(a*  +  fc*  +  i»)?  =  -64C^'. 
Donc  l'équation  auxiliaire  deviendra 

(99)  s»  +  8^«»  +  i6(B'  — 4^)»  — 64<^*  =  »- 

Supposons  cette  dernière  équation  résolue ,  et  désignons  par     s,  .  «.  ,  >«    ses  trois  ra- 
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Cn9) 
cinet.  Soiealde  plus"    a  ,  v  ,  w    Irois  expretsioDs  propres  à  Térifier  noa-sralemeni  les 
foroiales 

(,00)  tt»=^.,  (lOl)  V  =  «.,  (10«)  W*  =  C3, 

desquelles  OD  tire     u^v*w*  =  t,z^zi  =  ^C\  iii;w  =  ±8C;     mais  encore  la  condilioiv 

(io5)  uvw  =  ^C. 

Alors  »  si  Toja  prend     ^ 

(io4)  a-ffc  — c  — rf=tt,  ^     (io5)  rt_6  +  c  — rf  =  r, 

on  devra  prendre  aussi 

(io6)  a  —  b  —  c  +  d  =  w, 

attendu  que  Ton  aura 

(107)  (fl+6-f-rf)(a-Hc-^)(a-6-c+(/)  =  8(a+^)(a+0(A+c)  =  -8(a+A)(a'  +  ^'+5)  =  8C, 

et  par  conséquent  - 

(108)  (a  +  fr— c  — rf)(a  — 6  +  c  — rf)(€r— 6  — c  +  d)  =  uvM;. 

Si  maintenant  on  combine  les  formules  (io4)  •  (io5),  (ie6)  avec  la  première  des  formules 
(60)  9  on  en  déduira  "^ 

(109)  «  =  —7 .       6=-— j— ,       c  =  — — — ,       e/=-— — . 


Observons,  au  reste,  i.'  que  des  valeurs  de  u  ,  v  ,  w  ,  tirées  des  équations  (100) , 
(101)  et  (io3),  satisferont touîoursè  i'ét|uatioa(io9),  s.^'quejùQS  quatre  équations  con- 
tinueraient  d'élre  vérifiées ,  si  deux  des  valeurs  dont  il  s'agit  venaient  5  changer  .de  signe. 
Mais  alors  les  valeurs  des  racines  a,  b  ,  c  ,  d,  déteraiinéos  par  les  formules  (io<>) , 
seraient  simplement  échangées  eotre  elles. 


%  7.  Sur  la  détcrminalton  des  racines  réelles  d^une  équation  de  degré  quelcon(fue. 

On  a  vu,  dans  le  cinquième  paragraphe»  comment  on  pouvait  constater  Texistence, 
et  même  déterminer  les  valeurs  des  racines  réelles  ou  imaginaire^  d'une  équation  de 
degré  quelconque.  Toutefois  ,  lorsqu'on  calculera  Tune  après  l'autre  ces  diverses  racines , 
à  l'aide  de  la  méthode  indiquée  dans  le  paragraphe  dont  il  s'agit»  il  arrivera  souvent  que 
les  racines  imaginaires  se  présenteront  les  premières;  et  comme,  dans  beaucoup  de  ques- 
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iîoM ,  il  importe  surtout  de  connaître  les  racines  réelles  d'équations  à  coefficients  réels , 
il  ne  sera  pas  inutile  d'exposer  ici  une  méthode  simple  à  l'aide  de  laquelle  on  puisse  éva- 
luer directement  ces  mêmes  racines.  Tel  est  l'objet  dont  nous  allons  maintenant  nous 
occuper. 

àSoit  toujours 

( I )  x"  +  Ax" - •  4-  iBoî»—  + . ..  4-  /x  +  K  =  o  , 

l'équation  proposée  du  degré     n  ,     A  ,  B  , ...  I ,  K     désignant  des  coefficients  réels. 
Scient  encore    a  ,  b  ,  c  , ...  h  ,  s  ,  k    les  racines.de  cette  équation ,  ei 

pi  s  pi  ,  ...  pn^t  f  pn 

les  valeurs  numériques  des  coefficients 

A  f    B  , ...  I  ^    K. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  paragraphe  5,  le  module  de  chacune  des  racines  a, 
b  ,  c  , ...  h  ,  i  ,  k    ne  pourra  surpasser  la  racine  positive     v    de  l'équation 

(a)  t."=p.t'— '  +  p,v''-«4-...4-p„^.i4-p„i,, 

ni  le  plus  grand  des  nombres 

(3)  P.+»J  p.  +  l  ,    ...    p„..,+l,  pn+ly 

ni  le  plus  grand  terme  de  la  suite 

(4)  wp,  ,       (np,)',  ...  (np«_.)"",       («pn)"^ 

n  sera  donc  très-facile  de  trouver  un  nombre  supérieur  aux  modules  de  toutes  les  racines 
réelles  de  l'équation  (i).  Désignons  par  r  ce  même  nombre.  Le  module  de  chacune 
des  diffiSrences 

(5)  a  —  6,    ji  — c,...  a  —  t,     a— -^,     b  —  c,...  6  — t,     6  — Ar,...  t  —  A: 

sera  ,  en  vertu  du  s.*  théorème,  inférieur  à     ar  ;     et  comme  leur  nombre  est  précisé 
ment  égal  au  nombre  de  combinaisons  que  l'on  peut  former  avec    n    lettres  prises  deux 
à  deux ,  c'est-à-dire  »  à 

n(n.i) 
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si  l'on  met  de  côté  i*une  de  ces  différences ,  par  etempfe ,  d  —  6  /  le  produit  de  toutes 
les  autres  offrira,  en  vertu  du  théorème  3  [corolldife  i/'],  im  module  inférieur  à  l'ex- 
pression 

«  f  n  —  1  ) 

(6)  (2r)"~^  '. 

D'ailleurs  on  pourra  aisément  déterminer,  par  les  méthodes  exposées  dans  le  paragraphe  6; 
le  produit  des  carrés  de  toutes  différences  dont  il  s'agit.  Soit  é)lo*  la  valeur  numérique 
de  ce  produit,  ST^  désignant  une  quantité  positive.  Cette  quantité  sera  évidemment 
égale  an  produit  dea  modules  de  toutes  différences  ;  et  par  suite  le  module  ou  la  valeur 
numérique  d'une  seule  différence  a  —  b  surpassera  le  quolîent  qu'on  obtient  en  di- 
'  visant  le  nombre    ^    par  l'expression  (6).  Dono,  si  l'on  pose 

(7)  -     ^  =  -- — ^rrri » 

«Il 
^    sera  onikooibre  infiàrieurà  la  plus  petite  £fférenoe  entre  les  racines  réelles  de  l'équa- 
tion (i). 

Il  est  bon  d'observer  que  le  nombre  à  ,  déterminé  par  la  formule  (7),  ne  pourrait 
s'évanouii*  que  dans  le  cas  où  l'équation  proposée  admettrait  dea  racines  égales.  Nous 
exclurons  dorénavant  ce  dernier  cas;  ce  qui  sera  sans  inconvénient,  attendu  qu'on  peut 
toujours  débarrasser  une  équation  ^des  racines  égales  qui  la  vérifient. 

Lorsque  les  coefficients  ^  ,  J?  ,.../,  K  de  l'équation  (1)  se  réduisent  à  des  nom- 
bres entiers ,  on  a ,  comme  nous  Tavons  déjà  remarqué , 

(8)  (3t>  =^    ou     >  I , 

et  par  conséquent  la  plus  petite  différence  entre  deux  racines  réelles  est  supérieure  au 
nombre    A    déleroitiiér  par  ta  formule 


(9) 


A  =  . 


(ar)      *       "" 


Lorsqu'à  l'aide  de  la  formule  (7)  ou  (9)  on  a  calculé  un  nombre  A  inférieur  à  la 
plus  petite  différence  entre  deux  quelconques  des  racines  de  l'équation  (1),  il  devient 
facile  de  constater  l'existence  de  toatea  les  racines  de  cett«  eapèce ,  elf  d'évaluer  chacune 
d'elles  avec  une  approximalion  aussi  grande  qu'on  ie  jn^  c6a¥eiiaUe«  Eiveffet,  soit^    m 

la  nombfe  entier  immédiaiemeot  supérlaur  au  rappott   — .     U  est  clair  <|Me  toulea  lés 
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racineB  réelles  de  l'équation  (i)  seroDl  reofcrmées  enlre  les  limites  — ma  ,  +m\  , 
et  que  deux  termes  consécutifs  de  la  progression  arithmétique 

(lo)     —m  A,  —  (m—  i)A,...  —  3A  ,  —  aA  ,  —  A  ,  o  ,    A  ,    aA,    3A  ,  ...(m  —  i)A  p   mA 

ne  comprendront  jnmais  cnlrc  eux  plus  d'une  racine  réelle.  D'ailleurs ,  lorsque  dans  le 
polynôme 

(il)  x"  +  Ax'""  +  Bx"-*  +  ...  +/j;  +  K 

on  substitue  successivement,  à  la  place  de  x ,  deux  quantités  entre  lesquelles  une 
seule  racine  réelle  au  plus  se  trouve  renfermée ,  les  résultats  obtenus  sont  de  même 
signe  ou  de  signes  contraires;  pour  parler  autrement,  la  comparaison  de  ces  deux  ré- 
sultais offre  une  permanence  de  signe  ou  une  variation  de  signe,  suivant  qu'il  n^existe 
pas  de  racine  réelle  ou  qu'il  eu  existe  une  entre  les  deux  quantités  dont  il  s^agil.  Par 
conséquent,  si  l'on  prend  les  termes  de  la  progression  (lo)  pour  des  valeurs  successives 
de  la  variable  a: ,  et  que  l'on  forme  la  suite  des  valeurs  correspondantes  du  polynôme 
(il),  cette  nouvelle  suite  offrira  précisément  autant  de  variations  de  signe  que  l'équation 
(i)  a  de  racines  réelles ,  et  chacune  de  ces  racines  sera  comprise  entre  deux  valeurs  con- 
sécutives de  X  qui,  substituées  dans  le  polynôme  (ii)»  donneront  des  résultats  de 
signes  contraires.  Soit    x^  et  a*.  =  a;,  +  A     deux  semblables  valeurs ,  et  supposons 

(12)  ç  = =«,4-  — A. 

La  racine  réelle  comprise  entre  a;,  et  x,  sera  évidemment  renfermée  entre  Xt  et  (» 
si  la  substitution  de  £  au  lieu  de  as,  dans  le  polynôme  (ii)«  fournit  un  résultat 
de  même  signe  que  la  substitution  de  x.  ;  mais  elle  sera  renfermée  entre  S  et  s, 
dans  le  cas  contraire.  On  pourra  donc  remplacer  les  limites  a;.  ,  x, ,  qui  différent 
entre  elles  de  la  quantité     A ,     par  les  limites    x^  et   {  ou   S  et  x»    qui  différeront 

entre  elles  de  la  quantité     —  a .     En  continuant  de  la  même  manière,  on  iinira  par  res^ 

serrer  une  quelconque  des  racines  réelles  entre  deux  limites  dont  la  différence,  repré- 
sentée par  un  terme  de  la  progression  géométrique 

(i3)  A,       —A,      —A,       —A,       etc., 

i  ^  o 

sera  aussi  petite  qu'on  le  voudra;  et  par  conséquent  on  pourra  calculer  celte  racine 
avec  une  approximation  aussi  grande  qu'on  le  jugera  convenable. 

Il  est  bon  d'observer  que,  dans  la  progression  (i6),  on  pourrait  sans  inconvénient 
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remplacer  la  valeur  de     à  ,     tîrée  de  la  formule  {7)  ou  (9) ,  par  une  valeur  plus  petile. 

Pour  montrer  une  application  de  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer ,  considérons 
l'équation 

(i4)  •    »*  —  ^x  —  5  =  0, 

traitée  par  Lagrange  et  plus  anciennement  par  Newton.  On  aura ,  dans  ce  cas , 

et  l'équation  (9)  réduite  à 

(i5)  ^3_«,,_5  =  o 

offrira  une  racine  positive  t.  inférieure  k  |/r,  puisqu'on  supposant  ^  <  \/s  on 
trouverait 

Donc  chacune  des  racines  de  l'équation  (i4)  aura  pour  module  ou  pour  valeur  numé- 
rique un  nombre  inférieur  à 

(16)  r=  1/5"  =  a, 236 

D'autre  part ,  si  Ton  désigne  par  V  le  produit  des  carrés  des  différences  entre  les  ra- 
cines de  l'équation  (i4)  »  et  par  Sf^*  la  valeur  numérique  de  ce  produit ,  on  aura ,  en 
vertu  de  la  formule  (78)  du  sixième  paragraphe , 

(17)  i7  =  4*8  — 27.25  =  — 645, 

(18)  Ôt,-  =  643. 

Par  suite  on  tirera  de  Téquation  (7) ,  en  prenant    n  =  5  et  r  =  ^5  , 

Donc,  si  l'équation  (i4)  <^  plusieurs  racines  réelles,  la  différence  entre  deux  de  ces  ra- 
cines ne  pourra  être  inférieure  à  l'unité.  D'ailleurs ,  si  l'on  remplace  ^  par  l'unité , 
les  différents  termes  de  la  progression  (10}  deviendront  respectivement 

(«0)  — 5,         — a,         — 1,         o,         I,         9,         5/ 
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et  comme  les  valeiirf  correspondantes  du  premier  jnembre  de  l'équation  (i4)  seront 

(21)  —  a6,       —9,        —4,        —5,        —6,        —1,        +16, 

il  est  clair  que  l'équation  (i4)  offrira  une  seule  racine  réelle  comprise  entre  les  liiutles 
21  et  3.  Ajoutons  que»  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  on  peut  à  la  limite  5  substituer 
le  nombre  s^sSC...  Si  maintenant  on  resserre  de  plus  en  plus  les  limités  entre  les- 
quelles la  racine  réelle  de  l'équation  (i4)  est  comprise»  on  trouvera 

(aa)  x  =  2,og455i4>*-* 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  remarquer  que,  dans  beaucoup  do  cas,  on  peut,  à  l'aide  de 
diverses  considérations,  faciliter  la  recherche  dos  racines  réelles  d'une  équation  donnée. 
Ainsi,  en  particulier,  on  conclut  immédiatement  des  principes  établie  dans  le  parBgrephe'4 
que  l'équation  (i4)  admet  une  racine  positive,  mais  une  seule  inférieurcà  |/5  .  D'ail- 
leurs, en  remplaçant     x  par  — x  ,     on  tire  de  l'équation  (i4) 

(ao)  x^  —  aj;+5  =  o, 

et  comme  les  deux  binômes 

iC^— aa;,         3  —  ao; 

sont  toujours  positifs  pour  des  valeurs  positives  de  x  ,  savoir,  le  premier  tant  que  l'on 
u  x>  [/^  >  i94>4  »  ^^  '^  second  tant  que  l'on  a  x  <  9,5  ,  il  est  clair  que  le 
premier  membre  de  l'équation  (23)  ne  pourra  jamais  devenir  nul  pour  des  valeurs  posi- 
tives de  X.  Donc  par  suite  l'équation  (i4)  n'admettra  point  de  racines  négatives,  et 
n'offrira  qu'une  seule  racine  réelle. 


§  8.  Sur  la  théorie  de  C élimination. 
Soient 

(1)  x'^  +  Ax''-'  +Bx"-'  4-...  +Ix  +  Kz=o, 
et 

(2)  a;"*  +  Px'^-'  +  Ça;»—  +  . ..  4. 5aî  +  T=  o  , 

deux  équations  algébriques,  la  première  du  degré  n ,  la  seconde  da  degré  m.  Si 
Ton  élimine  entre  elles  la  variable  x  ,  l'équation  résultante  de  l'élimination  exprimera 
la  condition  à  laquelle  les  coefficients 
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(3)  A.        B....I.        K,    et    P,        Q,\::.S,        t 

doivent  satisfaire,  pour  qu'une  seule  et  même  valeur  de     x     vérifie  tout  à  la  fois  les 
équations  (i)  et  (a).  Soient  d'ailleurs 

(4)  '  a,         b,  ....  *,         A    .  1'/. 

los  valeurs  distinctes  de    w  ,.  qui  sont  proptei^  à  vérifier  .réqM^ioB  (•!)•  Soient  de  méine 

(5)  P  >        9  >  ••••  *'        * 

les  valeurs  distinctes  de    x    qui  sont  propresr'&  vérifier  l'équation  (à)  ;  et  fiiisons 

0x(^-p}(^-^)....(*-*)(6-Ox^..x(*-p)(A:.y)...(A.5)(A.o. 


(6)( 


P<Hir  quo  lea  éqiNiUoDa  (i)  ^  (s)  4ubai9toqt  simultanément,  il  ser^k  nécessaire  et  il  suf- 
fira que  l'un  des  facteurs  du  prodrfil  V  s'évanouisse,  ou,  en  d'autres  termes,  que. ce 
produit  lui-même  se  réduise  à  zéro.  Dope  l'équation  de  condition 

(7)  «/  =  <> 

pourra  être  substituée  à  celle  que  produirait  Téliminalion  de  x  entre  les  équations 
(i)  et  (a);  J'ajoute  que,  si  chacune  de  ces  dernières  offre  seulement  des  racines  inégales, 
il  sera  flicite  de  transformer  le  produit  V  en  une  fcmction  entière  det  coefficients  A , 
B  ,...  I ,  K;  P,  Q,...iS,  T.  C'est  ce  que  l'on  démontrera  sans  peine  à  Taide  des 
considérations  suivantes. 

Les  racines  de  l'équation  (s)  étant  inégales  entre  elles  et  représentées  par    p  ,  7  ,  ... 
s,  t,     on  aura  identiquement 

(8)  {x  —  p){x^q)...{x  —  B){x  —  t)=x'^  +  Px'^'''  +  Qx'"-*  +  ...+Sx+I, 
^  par  suite 

(9)  \ 
etc. 


(A^p)(A— 9) ,. .(*  —  *)(*  — l)=»«4.Pft«-'« +  <?*«— +...4-M+r. 
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Cela  pofé ,  la  formule  (6)  donnnera 

(10)  t/  = 

D'ailleurs,  les  racines  do  réquation  (i)  étant  supposées  inégales,  le  second  membre  de 
la  formule  (lo)  sera  évidemment  une  fonction  symétrique  de  ces  racines,  qui  pourra 
être  transformée  par  la  méthode  exposée  dans  le  paragraphe  précédent  en  une  fonction 
entière  des  coeflicîents     A  ,  B  , ...  I ,  K  et  P ,  Q  , ...  Â\  T. 

On  arriverait  encore  aux  mêmes  conclusions  en  observant  que  la  valeur  de     U  ,     don- 
née par  réquation  (6) ,  peut  s'écrire  comme  il  suit, 

(11)  U=    . 

(.l)-(p-fl)(p-é)...(p.|)(p-A)x(^-«)(^-^)...(^-i)(^-A)x...x(r-«)(<-A)...(f-0(^^ 

Or,  si  chacune  des  équations  (i)  et  (i)  n'offre  que  des  racines  inégales,  on  aura  iden- 
tiquement 

(la)       (j:  — fl)(a?  — 6)...(j?  — i)(a;  — ifc)=:a?'«  +  ^«"-'+Baf»-«4-...4-/«4-J[, 
puis  ou  en  conclura 

(^-«)(^-^)...(^-.î)(^-*)  =  7«  +  ^^— +  B^«-  +  ...+/^  +  J[, 

(i5) 

elc 


^    (f  — fl)(/  —  ^)...(t  —  i)(«  — A)  =  r 4- il/"-' +  «<"—  +  ••• +/'  +  ^; 

et  la  valeur  de     U  ,     réduite  à 

(14)  l/  = 

(-i)'""(/j''+^p'^HBp"-'+..+/A>+A)(^"+^^"-'+B7"-«+..+/^+K)..(r+^f"-HB«*^^ 

pourra  être  facilement  transformée  par  la  méthode  ci-dessus  mentionnée  en  une  fonction 
entière  des  coefficients     A  .  £,.../,  K;  P,  (?,...  5,  T. 

Si  les  équations  (i)  et  (s)  offraient  des  racines  égales,  il  serait  facile  de  les  en  débar- 
rasser et  de  les  remplacer  par  deux  équations  nouvelles  dont  chacune  aurait  pour  racines 
les  valeurs  distinctes  de    x    propres  à  vérifier  l'équation  (i)  ou  l'équation  (s).  Alors  le 
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(  î«7  ) 
premier  aiembro  de  réqualion  (7)  pourrait  être  iransformé  eD  une  fonction  entière  des 
coefficients  renfermés  4ans  les  deux  nouvelles  équations.  Ajoutons  que,  si»  dans  la  même 
hypothèse ,  on  désigne  par  a  ,  b  , ...  i  ^  k  et  par  p  ,  q  ,.*.  s  ,  t  non  plus  les  va- 
leurs distinctes  propres  à  vérifier  Téquatton  (1)  ^^  Téquation  (s) ,  mais  les  racines  égales 
ou  inégales  des  équations  (1)  et  (»),  on  pourra  encore  substituer  l'équation  (7)  à  celle 
que  produirait  l'élimination  de  x  entre  les  deux  premières  »  et  transformer  le  produit 
V    en  une  fonction  entière  des  coefficients     A  ^  B  , ...  I ,  K;  P ,  Q  9 ...  S  f  T. 

Considérons  maintenant  deux  équations  algébriques  dont  les  premiers  membres  soient 
des  fonctions  entières  des  deux  variables  x  ei  jr,  et  supposons  que  la  somme  des  ex- 
posants de  ces  variables  soit  égale  ou  inférieure  au  nombre  n  dans  chaque  terme  de 
la  première  fonction ,  au  nombre  m  dans  chaque  terme  de  la  seconde,  n  et  m  se- 
ront les  degrés  des  .deux  fonctions ,  et  si  chacune  d'elles  renferme  tous  les  termes  qu'elle 
peut  contenir,  les  équations  proposées  seront  ce  qu'on  nomme  des  équations  complètes 
du  degré  n.  et  du  degré  m. .  Gela  posé,  si  l'on  divise  la  première  équation  par  le 
coefficient  constant  do  cc",  et  la  seconde  par  le  coefficient  constant  de  x'"  ,  elles 
se  présenteront  sous  les  formes 

(i)  a5"  +  /*a3— +^aj'— +  ...  4-iaî  +  iS:  =  o, 

(«)  x'^+Px"'-'  +  Qx'^-^'\'...+Sx  +  T  =  o. 

A  p  B  f ...  I ,  K  désignant  des  fonctions  entières  de  jr  dont  les  degrés  seront  res- 
pectivement égaux  aux  nombres  1,  2,...n  — 1,  n.  et  P,  Q,...S,T  d'autres  fonc- 
tions entières  de  y  dont  les  degrésserontrespectivement  égaux  aux  nombres  1,  2,... 
w*  —  1  ,  m.  Concevons  à  présent  que  Ton  cherche  les  divers  systèmes  de  valeurs  de 
«  et  de  j<  propres  à  vérifier  simultanément  les  équations  (1)  et  (a).  Il  est  ctair  que, 
dans  chacun  de  ces  systèmes  ,  la  valeur  de  y  sera  nécessairement  une  racine  de  Té- 
quation  (7),  V  désignant  une  fonction  entière  des  coefficients  A.  B ,  .....I ,  K; 
P,  Ç,....  S  ,  T,  et  par  conséquent  une  fonction  entière  de  /  ,  savoir  celle  dans 
laquelle  peut  se  transformer  le  second  membre  de  la  formule  (10),  quand  on  représente 
par  a.  b  ,....i,  k  les  racines  égales  ou  inégales  de  l'équation  (1).  D'ailleurs,  pour 
opérer  la  transformation  dont  il  s'agit,  il  suffira  ,  conformément  au  théorème  16,  de di- 
Tiser  successivement  le  second  membre  de  la  formule  (10) ,  considéré  comme  fonction 
de     k  ,     par  le  polynôme 

k  +  i  +  ...  +  b  +  a  +  A; 
paît  lo  reste,  considéré  comme  fonction  de    i ,    par  le  polynôme 

eic..«.. 
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La  tbnction     V    étant  ainsi  déterminée,  toutes  les  valeurs  do    y ,     qui  permettront  de 
vérifier  simultanément  les  équations  (i)  et  (2) ,  devront  satisfaire  &  Péquation  (7). 

II  est  facile  de  s*assuror  que  la  fonction  entière  de    y ,     désignée  par     V ,     e9t  d'un 
dc^rr  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à     mn.     En  effet,  comme  les  degrés  des  fonctions 

sont  représentés  par  les  nombres 

I,       dy...  n  —  1)       n  ;    .      I9       3,...  m — i»       m; 
les  valeurs  des  rapports 

j      B         I       ^ .      £_     Q         «y        T 

"""  »        r  »  •••     _    ,  »        «  »  »     ""^r  »  ••  •  '■■_■""  ♦     "TT  » 

7       a         j  J'  j"       j'         y  y 

resteront  finies  pour  des  valeurs  infinies  de  j ,  et  Ton  pourra  en  dire  autant  des  valeurs 
de     z     propres  à  vérifier  les  deux  équations 

(.5)  -  +  ^.-.V^r— +  ...+^*  +  ^  =  o. 

P  O  S  T 

c'est -à-dire,  des  rapports 

a  if  i  k  P  9  *  ^ 

\i  j)  —  ,      — ,  •  •  •        »      —  »  9  »  •  •  •        ,  • 

y       y        ï       y  y       y        y       y 

Donc  le  produit 

\v"r/ IrV/ '  \r"r/     v  'y]\yyl'*\yyl    "*     \y'^l\y  y/*\yyl' 

qui,  en  varta  de  la  formule  (6),  sera  éifiivatent  au  rapport    • 

V 

conservera  lui-même  une  valeur  finie  pour  des  valeurs  infinies  de  j;  ce  qui  exige  que 
lo  degré  de  la  fonction  de  y,  désignée  par  f/ ,  ne  surpasse  pas  mn.  On  se  trouve 
ainsi  ramené  à  un  théorème  connu,  et  que  l'on  peut  énoncer  comme  il  suit. 

17*  Théorème.  Etant  donnécM  deux  équations  algébriques  en  x  et  y»  Puneéa  de- 
gré n  ,  l'autre  du  degré  m  ,  on  peut  en  déduire ,  par  l'élimination  de  x ,  une 
équation  en    y    dont  le  degré  sait  tout  au  plus  égal  au  produit    mn . 
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SDR  LES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

D'ÉQUILIBRE  OU  DE  MOUVEMENT  POUR  UN  SYSTÈME  DE  POINTS   MATÉRIELS 

SOLLICITAS  PAR  DBS  FOBCBS  d'aTTRACTION  OU  DE  RÉPULSION  XUTUELLB. 


J'ai  fait  voir,  dans  le  troisième  voiume  des  Exercices  de  Mathématiques  [pages  188  et 
suiv.] ,  comment  on  pouvait  établir  les  équations  d'équilibre  ou  de  mouyement  d'un  sys- 
tème de  molécules  ^ui  s'attirent  ou  se  repoussent  »  en  supposant  ces  molécules  très-peu 
écartées  des  positions  qu'elles  occupaient  dans  l'état  naturel  du  systcnic.  Pour  obtenir 
les  équations  dont  il  s'agit,  il  suffit  de  substituer,  dans  les  formules  («52)  ou  (54)  des 
pages  197  et  ig8,  les  valeurs  de  X  ,  1)  ,  3  déduites  des  formules  (sS),  {26),  (3o)  et 
(3i).  Ces  valeurs  se  simplifient  et  se  réduisent  aux  quantités  X, ,  1),  •  3i  déterminées 
par  les  formules  (3i) ,  toutes  les  fois  que  les  aeconds  membres  des  équations  (^7)  et  (3o) 
s'évanouissent.  C'est  ce  qui  arrivera ,  par  exemple,  si  les  masses  m  ,  m' ,  m" ,  ..^  des 
diverses  molécules  sont  deux  à  deux  égales  entre  elles,  et  distribuées  symétriquement 
de  part  et  d'autre  d'une  molécule  quelconque  m  ,  sur  des  droites  menées  par  le 
point  avec  lequel  cette  molécule  coïncide.  Gela  posé,  soient,  dans  l'état  naturel  du  sys- 
tème, 
a  ,  6 ,  c     les  coordonnées  d'une  molécirie  quelconque     m  ,      rapportées  à  trois  axes 

rectangulaires  des     x ,  jr ,  z  , 
r     le  rayon  vecteur  mené  de  cette  molécule  à  une  autre  molécule     m     très-votsine , 
a,  p  9  y    les  angles  formés  par  le  rayon  vecteur     r     avec  les  demi-aS^es  des  coordonnées 

positives, 
f{r)     la  force  accélératrice  qui  mesure  Faction  de    m    sur    VX  , 
rfcinmf(r)     la  force  motrice  correspondante,  ppise   avec  le  signe     +     ou  'e  signe 

-—  ,     suivant  que  cette  force  est  attractive  ou  répulsive, 
f{r)     une  fonction  do     r ,     distincte  de     f{r) ,     et  déterminée  par  l'équation 

(I)  /(r)=-b[rf'(r)-/'(r)].  '* 

Soient  de  plus 

(a)  j?  =  «4.Ç,        y  =  *4-i,,        «  =  *+Ç 

les  coordonnées  de  la  molécule  m ,  relatives  à  un  état  d'équib'bre  ou  de  mouvement 
dans  lequel  on  suppose  appliquée  li  cette  molécule  une  force  accélératrice  f  dont  les 
projections  algébriques  sur  les  axes  coordonnés  sont  désignées  par    X  p  Y,  Z.     Les 

lV.*ANirÉB.  «8 
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(  i3o  ) 
qiiaiililé»     E,  n,   ;     rcpréicnleronl  les  dcplaccincnU  Irès-pellls  de  la  molécule     UT 
mesurés  parallèlement  aiu  axes  des    ar ,  y  »  ^  »     et ,  si ,  eD  réduisant  les  valeurs  de     X  , 
l)  ,  3     h  celles  de    Jt,  ,  l),  ,  3, ,     on  fait  pour  abréger 


(5) 
(4) 


D  =  S  |^±'^''cos|;co87/'(r)l ,  e  =  S  r±'^^C08yC0S«Ar)"| ,  ^=S  r±'^'cos«c05?A»')l; 

.0 

(5)  L  =  s[^co»4a/{r)],  3/=S[î^cos«p/(r)],  ^=Srîl^cos«7/(r)]. 

(6)  P  =  S[Ycos'pcos«7/Cr)],  <?  =  s[^cos'7COs'a/(r)],  il  =  s[^cos»aco8»p/(r)]; 
1  ^  =  s[~cos'aco8Sc«S7/(r)],  f  =  s['^cos'acos7/(r)],  ff  =  s[~co8'aco8?/(r)l, 

{.'"=  s['^'co.,f-ca$'7/(r)],  r"  =  S[?^^os,cos'7/{r)] ,  JF»  =  s[Î^cos«08?co8«7/M], 
on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (3i)  de  la  page  ig6  du  troisième  volume, 

*  da*  db'   ^       dc^    ^         dbdc  deda  ^  dadb 

da*  db^        ^  dc^  da*  db^  de*  da*  db*  de* 

\    dbdc         dcda  dadb  dbdc        delà        dadb  dbdc         dcda        dodk] 

l)  =  etc 

3  =  ctc 

Dans  les  équations  (8)  ,.les  coordonnées  primitives  a  ,  6  ,  «  sont  considérées  comme 
variables  indépendantes.  Si  Ton  voulait  prendre  pour  variables  indépendantes  x»  jr»  « 
au  lieu  de  a  ,  6  ,  e*,  il  suffirait»  comme  on  l'a  prouvé  k  la  page  t07  du  troisième 
volume ,  d'écrire  partout  or  au  lieu  de  a,  y  ou.  lieu- de  fr,  t  a»  lien  de  c\  On 
aurait  donc  alors 
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I  (  I3»  ) 


ax'  «7*  (Zï*  rf/rfï  dzrf*  dxdy 


//%'*  i/z»  //«•  //v'  ff««  //«■  //v» 


f' 


r., 


i/j?'           dj^            dz*              dœ^              dy^  dz^           dx*            dy^            dz"* 

\    dydz         dzdx           dxdy          dydz         dzdx  dxdy            dydz         dzdx         dxdyj 

l)  =  clc 

3  =  etc 

En  substituant  ces  deruières  valeurs  de     Jt ,  t)  ,  3  dans  les  formules  (34)  de  la  page 
J98,  savoir, 

(10)               i4.^  =  __,       l)4.y=_-,  3  +  Z  =  -^, 

00  obtiendra  les  équations  différeuliclles  propres  à  représenter  le  mouvement  du  système 
des  molécules     m  ,  m%  m" , ...  ,  et  Ton  4rouvera 

j         dl^                        dx^              dy*              dz^  dydz               dzdx               dxdy 

dx'           dy*       ^  dz^             dx^              ây-  dz^            dx^            dy''             dz^ 

\     dydz          dzdx           dxdy           dydz        dzdx  dxdy            dydz         dzdx         dxdy) 


.=y+a4-^  +  6^+(t4-^+.D-p-+«(g-^+,X 


rfP  dx^  dy^  dz''  dydz  dzdx  dxdy 

dx*  dy^  dz*  dx*  dy*  dz'  dy*  dy^  dz^ 


\      dydz        dzdx        dxdy         dydz         dzdx  dxdy        dydz  dzdx         dxdy/ 


dt*  dx'  dy*  dz*  dydt  dtdx  dxdy 

^         \       dydz        dzdx        dxdy        dydz  dzdx         dxdy  dydz  dzdx    .       dxdyj 
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(  «s»  )  . 

Si  h  système  n*ë(aît  pas  en  iDouvcnient,  mais  en  cr|uilibrc,  il  faudrait  réduire  à  zéro  Ici 
premiers  membres  des  formules  (ii). 

Soient  maintenant 

A     la  densité  du  système  au  point     {a  ,  b  ,  c)  ^     dans  Tétat  naturel , 

P     la  densité  au  point     {x,j,  z)     dans  Tétat  de  mouvement, 

V  la  quantité  positive  ou  négative  qui  mesure  la  dilatation  ou  la  condensation  do  volume 
autour  de  la  molécule     tll ,     dans  le  passage  du  premier  état  au  second  » 

p\  p"  f  p"'  les  pressions  ou  tensions  supportées  au  point  {^fj»^)  dans  Télat  de 
mouvement,  et  du  côté  des  coordonnées  positives ,  par  trois  plans  perpendiculaires 
aux  axes  des     x  ,  des  j  et  des  z  , 

.1  ,  F ,  E  ;  F ,  B  .  D  ;  E  ,  D  ,  C  les  projections  algébrique^  des  pressions  ou  ten- 
sions   p  ,  p\  p'.     On  aura,  en  vertu  des  formules  (17)  et  (Sg)  des  pages  219  et 

:^53  du  troisième  volume  des  Exercices, 


J'^) 


(i5) 


p  =  (l— u)A, 


dx  ^  dy^  dz  * 


Oc  plus ,  en  prcuanl  x ,  y ,  z  pour  variables  indépendantes  ,  et  joignant  les  équations 
[*ih),  (2G).  (27) ,  (28),  (29),  (3o).  des  pages  222  et  suivantes,  aux  formules  (5),  (4), 
(.')),  (6),  (7)  du  présent  article,  on  trouvera 


/ 


-*='H-+'S)+'-'f+-ef) 


+  P    f^ 


Wî^ 


(•4)( 
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f  »5Î) 


/      «='|'»+«£+'^$+<ï+-'ê+«f+oîi 


!'5M 


Enfin,  si  l*on  substitue,  dans  les  équations  (i4)>  la  valeur  de    p    tirée  des  formules 
(i«)  et  (i3),  savoir, 

on  en  tirera,  en  regardant  les  déplacements     S»  *i  »  C     coqime  infiniment  petits  «  et 
négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre , 


(»7) 


A, 


B  = 


•>è+'»(-s+$-ï)+'»^|' 


+ 


!''S+«^+-f+.«'(è+0)+'"(â+f)+«^'(^+S)| 
|<?s+^^+«ï+'''(ï+?)+'"(â+S)+'^'(f+s)| 


A-,- 


A  »' 
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(•«){ 


On  peut,  en  supposant  constantes  la  densité     ^     relative  ii  l'état  naturel  du  système 
et  les  quantités 

{19)  a,  0. €.  lD,e,J.  L,  M,  N,  p.  Q,  R.  v,v,  w.  V,  V.  W\  V\  V\  W\ 

rerenir  facilement  des  équations  (17)  et  (18)  aux  formules  (11).  En  effet  on  tire  des 
équations  (aS)  et  (98)  delà  page  166  du  troisième  volume 


('9) 


rf*«  ^  ,    dF     ,    dB     ,    dD 


rf/' 
d*K 


do)    "^  dy    "^   dz    ' 


7   ,     dE     .dD    ,    dC 

dt*  =p^''"7r+"^+"5r 


puis  on  en  conclut  «  en  divisant  les  deux  membres  de  chaque  équation  par    p  =  (i  —  ^à)^ , 

dn   —-^^  (i-v)A  \dx  ^  dy  ^  dz  I  ' 

d'r>        y  '        (dF         dB        dD\ 

~Sr~~     '•'  (i-«)A  \dj)   "^  <fy   "^  di  I  ' 

\       dr  "*"  {i-v)A  \dx    "*"  rfj  <fc  j  ' 


(20) 
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(  i35  ) 
Or,  si»  dans  les  formules  (19) ,  on  remplace  les  pressions     A  ,   B  ,   C  ^   D  ,   Ë  ,   F 
par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (17) ,  (18) ,  alors»  en  négligeant  les  infiniment  pe- 
tits un  second  ordre  et  réduisant  en  conséquence  le  binôme     i  -*v    à  Tunité,  on  re- 
trouvera précisément  les  formules  (1 1). 

Lorsque,  parmi  les  sommes  comprises  dans  les  équations  (5) ,  (4) ,  (5) ,  (6) ,  (7)  »  celles 
qui  renferment  des  puissances  impaires  do  cosa  »  de  cosp  »  ou  de  00S7  se  réduisent  5 
zéro,t;*osl-à-dirc»  en  d'autres  ternies ,  lorsque  les  quantités 

(!ii)        D,    «,    J^,       f/.     F,     W.      V\    V\     W\^      V\    F\-    W 

^'évanouissent,  le  système  des  molécules*  m  »  m-,  mr^  .«.^  peu^  ôtre  considéré  comme 
oiTrant  trois  axes  d'élasticité  rectangulaires  et  parallèles  aux  axes  des  x^  j,  z.  Si, 
dans  le  même  cas»  on  désigne  par  (r-,  //  »  /  les  valeurs  dos  coefliGieots  !2l ,  0  y  (t , 
en  sorte  qu'on  ait  identiquement 


(q2) 


a=c,     6=//,     (tc^/. 


les  formules  (11)  coïncideront  avec  les  équations  (68)  do  tapage  so8  du  troisième  volume, 
et  deviendront  respectivement 


^  '  dx^       ^  '    ify*        ^  ds*  dxdy         ^  dtdx  dr 


Alors  aussi  les  formules  (17)»  (18)  s'accorderont  avec  les  équations  (49)  »  (5o)  de  la  page 
23o  du  troisième  volume ,  ei  s&  réduiront  à- 


(»4) 


B  = 
C  = 
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(  «36) 


D  = 


(P  +  /)J  +  (P+,y)|i,. 


(«5) 


E=\iQ  +  G)§  +  iQ  +  I)^\., 


^=[(«+//)^  +  (/ï+C)g 


Dans  le  cas  particulier  où  TélasUcité  du  syslème  que  l'on  considère  resle  la  luénie  en 
tous  sens  autour  de  chaque  point»  les  conditions  (4i)  et  (45)  des  pages  19g  et  soi  du 
troisième  volume  se  troofent  remplies,  en  sorte  qu'on  a 

(a6)  Gz=U  =  I,        L  =  M  =  N~iB,        P  =  Q  =  ni 

cl  les  formules  (a3) ,  («4) ,  («.5)  donnent 

(.7)  i     (»  +  ^)(ê-  +  ^+^)+"'^  +  '  =  ^. 

(«8)  {     B  =  [*{R  +  G)^  +  {B-G).  +  G^^, 

C  =  \a{R  +  G)^  +  {II—G)M  +  G\^. 

X,=„+C(J+|)., 
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(  »57) 
Enfin  j  si  le  syslème  est  constitué  de  manière  que  l'élasticité  reste  la  même  en  tous  sens 
autour  d'une  droite  parallèle  à  l'axe  des     z  ,     on  aura  simplement 

(3o)  G  =  /I,        L  =  M  =  IR,        P  =  Q, 

et  les  formules  (a3) ,  («4) ,  {^5)  donneront 

(5.)       B={(«-C)g  +  (5«  +  Ç)^  +  ((?-C)5  +  cji. 
(J5)!     B=j(0  +  C)£+(0-+/)§]i, 

p=(«+c)(|+:g)..  ; 

Lorsque»  dans  les  équation^i  (17)  »  (18)  »  on  pose ,  pour  abréger ,.. 

(54)  2lA  =  0,     flA  =  b,     «A  =  f,     JDa  =  Î>,     (eA  =  <,    .Jx=(; 

£A  =  «,     JfA=ab,      iVùî=0,      PA=qid,       Q^a*=.e ,     JlAssf ,  :„ 


(35) 


f  £A  =  «,     JfA=ab,      Ntiszc,      PA=qid,       <?â*=.e,     JlA=:f,  :„ 

(  U^=a ,  rA=T,  /rAî=l^,  r'A=u','  r'A=T',  TVL^-^,  r^A=u',  r'A=t'j'»"À=eir*, 


elles  deviennent  respectivement 
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(  »58  ) 

+-s+'^+-s+-(ï+^)H-'(£+S)+''(f+ê). 

(36)  ( 

^    «to^     «fy^     rf«^      Ur^rfyj^     \rf«^rf«|^      \éy^dx}* 

«te  ^       <fy         \        <'«       dj    *   dtl 

+"â+«'^+"'S+*e+f)+''(ê+S)+''(f+S)- 

Si  Ton  admet  que,  dans  l^élat  naliirel  du  système  des  molécules  m  ,  m",  m',  etc. . 
tes  pressions  p\  p',  p"\  et  par  suite  leurs  composantes  ou  les  sii  fonctions  ytf,  £, 
C ,  D ,  Ef  F    s'é?anouisssent,  les  coefficients  désignés  par  les  lettres 

^p       0»       C*       9»       €»       ^ 


(37)/ 
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(  «59  ) 

5  les  formules  (i  i)  »  (17)  t  (iS) ,  ou  par  lot  lettres     G  ,  H  ,  l     dans  les  équations 
,  (s4)  f  (^5)  »  se  réduiront  k  zéro»  ainsi  que  les  constantes  représentées  par 

a,        b.        ^,        î^,        ^.        f 

6  les  formules  (36)»  (57).  Alors  les  équations  (24),  (sS)  et  (aS)  coïncideront  avec 
équations  (65),  (64)  et  (68)  des  pages  s33»  a34  et  sSS  du  troisième  volume  des 
reices;  tandis  que  les  formules  (36) ,  (87)  reproduiront  les  valeurs  de''  A  ,  B  ,  C  ^ 
E  ,  F    que  nous  avons  précédemment  obtenues  à  la  page  a. 
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SUR  L'ÉQUATION 

A  L'AIDE  DE  LAQUELLE  ON  DÉTERMINE  LES  INÉGALITÉS  SÉCULAIRES 

'     ■  ■   ,  ■  .  .  ■        •      .  . .  •  ^ 

DES  MOUTEMENTS  DES  PLANÈTEa 


jaoeœ 


Soit 

une  fonction  réelle  homogène  ci  du  second  degré.  Soient  de  plus 

(a)  ?(«>r,«v..)^        x(-^>/î«>-)^        ^'(•^fa»  «>•••)>        «te, 

les  dérivées  partielles  de    fip.y^z^...)     prises  par  rapport  aux  variables    as ,  j,  ;.... 
Si  Ton  assujettit  ces  variables  à  l'équation  do  condition 

(3)  a5«+J^*  +  5'  +  ..-  =  i* 

les  maxitna  et  minima  de  la  fonction     s    seront  déterminés  [voyez  les  Leçons  sur  le 
calcul  infinitésimal  »  page  aSa]  par  la  formule 

(4) j ; -...  , 

D'ailleurs  les  diverses  fractions  que  renferme  la  formule  (4)>  étant  égales  entre  ellei, 
seront  égales  au  rapport 

qui  »  en  vertu  de  la  condition  (3)  et  du  théorème  des  fonctions  homogènes  »  se  réduira 
simplement  à 

2/'(aî, /,»,...)  =  «*- 
On  aura  donc  encore 
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(  '4»  ) 

'   '  a?  y  « 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(6)  -L^{x,j.z,...)=sx,     -^y^{x.j.z,...)  =  ajr,    ■^^{x,j.z....)=s:.     etc. 

Soit  maintenant 

(7)  *  =  o 

Téqualion  quo  fournira  réliminatlon  des  variables  as  »  j ,  z  , ...  entre  les  formules  (6)r 
Les  maxima  et  les  minima  de  la  fooctioji 

ne  pourront  ôlro  que  des  racines  de  Téquation  (7).  D'ailleurs  cette  équation  sera  semblable 
à  celle  que  Ton  rencontre  dans  la  théorie  des  inégalités  séculaires  do^  mouvements  des 
planètes ,  et  dont  les  raciaes ,  toutea  réelles ,  joubsent  de  propriétés  dignes  dp  remarque. 
Quelques-unes  de  ces  propriétés  étaient  déjà  connues  :  nous  allons  les  rappeler  ici»  et  en 
indiquer  de  nouvelles. 

Soit    n    le  nombre  des  variables     x  ,  jr^  t DéstgnoDs  d'ailleurs,  pour  plus  de 

commodité,  par 

i^xx  »        ^fj  *        '*»•  »         etc«.#» 
les  coefficients  des  carrés  - 

»•,        y*.        t\        etc— 

dâM  la  fonctKKn  homogètte    ê  ^f(m^y,t,...)  ^    et  par  ' 

■    ■  .  ij 

les  coefficients  des  doubles  prodoils 

99Kf,  %XZ^   ...    «y»i...  p 

ensorte  qu'on  ait 

(8)  *  =  -rf«»*+^,,J^'+ii««'  +  ... 

+  %Ass^  +:  »-^«»a»  +  •••  +  «^/-iT»  +  ••" 

Les  équations  (6)  deviendront 
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(  '4»  ) 

yf^rOÎ  +  -^^  r7  +  ^J*^  +  ...  =  ly  . 

(9) 

etc..  ..  ; 
\\i  pourront  s'écrire  comme  il  suit  : 

[A„  —  #)x  4-  A^yy  4-  AxB^  4-  ••••  =  o  I 
Aj,rX+  [Ajy  —  9)jr  +  A jtz -{-...  =0  , 

lin)  < 

//x.a;  +  Aj^y  4-  (-4..  —  #)s  4- =  o  , 


etc. 


Cela  posé  »  il  résulte  des  prindpes  établis  dans  le  troisième  chapitre  de  V Analyse  algir 
brique  [$  s]  <Iuo  1^  premier  membre  de  l'équation  (8)  »  ou  S ,  sera  une  fonction  al- 
ternée des  quantités  comprises  dans  le  tableau 

Agg^'^êf  Agyt  A^B  p   ••• 

(")  : 


etc. 


savoir»  celle  dont  les  différents  termes  sont  représentés ,  aux  signes  près  »  par  les  produits 
qu'on  obtient ,  lorsqu'on  multiplie  ces  quantités  »  n  k  n  ,  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles ,  en  ayant  soin  de  Cuire  entrer  dans  chaque  produit  un  (acteur  pris  dans  chacune 
des  ligues  horizontales  du  tableau ,  et  un  facteur  pris  dans  chacune  des  lignes  verticales. 
En  opérant  ainsi»  on  trouvera,  par  exemple,  pour     n  =  a  , 

(12)  S={A„  —  s){Ary  —  $)-^A\y; 

pour     n  =  5  , 

(i3)  5  = 

( /txx  -  s)  [Ajjr  -  s)  {A^  -  #)  -  A*jb{Axx  -  *)  ■  A*„{Ajj  -  #)  -  A*,j{A„  -  *)  +  2A,j  A^^Aj^  ; 
pour     n  =  4» 
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(  «43) 

(l4)  S=(i^«  — #)(^^.r  — *)(/*«  — 5)(^..  — 5) 

I  A\.{A^r  —  *)  {Ajj  —  #)  +  ^  V-('^«—  ')  (^«  —  *)  +  -^V.(^«  —  s)  {A,^  —  s)  1 

I  A*s.(A^j  —  i)  {A^  —  *)  +  ^%.(/</7  —  «)  (^««  —  *)  +  ^•«/(z'..  —  9)  {A,.  —  0  1 

'^^iAy^Aj^A^[Ax»-i)'\-As^/ixmAn,{Ayy'9)-\-AryA^A,J^Ann'ê)'\'AsfAxMj^{A^^''S)] 

+  A*jijA*au  +  A*x%A^j^  +  A^xuA*jM 

2  [^x/  «  «  Aj-uAau  +  /ï*j  /Ixi.  '^j'»  «  »tt  +  -^x»  '^xn  Aj^Ajru  ]  ! 

et  généralement  on  obtiendra  pour     S     une  fonction  de     s ,     qui  sera  entière  et  du 


n. 
Concevons  à  présent  que  l'on  désigne  par 

(i5)  êtfSM9***Sn 

les    n    racines  réelles  ou  imaginaires  de  l'équation  (7).  Soient  de  plus 

(16)  05,  J      JTt,       Zti  »,,/,,        «,;        etc.,        Xn^      JnftH 

des  systèmes  de  valeurs  de  x  ,  y,  z  ,,,.  correspondants  à  ces  mêmes  valeurs  de  $ , 
et  choisis  de  manière  à  vérifier  les  formules  (5) /et  (10).  La  première  des  formules  (10) 
donnera 

(i^xx  —  it)x^  +  A,jy,  +  A^,z,  4. ...  =  0  , 
et 

{Asm  —  <.)aj,  4-  A,yy^  +  ^,.s,  +  ...  =  o  ; 

puis  Ton  en  conclura ,  en  éliminant  le  coefficient    ^^xx  » 

(17)  (*.  —  9z)XtX^  4-  Asj{x^J*  —  «.J^O  +  ^»{x^^t  —»,«.)  4- ...  =  o . 
En  raisonnant  de  la  même  manière»  on  tirera  de  la  seconde  des* formules  (lo) 

(18)  A,j{jrtXt  —/,»,)  4-  (•.—«.)/.  J.  4-  ^Aj^^t  — r«*>)  +  •..  =  o  i 
de  la  troisième 

(«9)  ^«(««CCi  —  Z,Xn)  4-  ^»A^*yi  —  ^«  J»)  +  (fa  —  #.)  2.2.  4-  •••  =  o  » 
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Ole...  Ënfio,  si  Ton  ajoute  membre  à  membre  Ie3  équations  (i7),  (i8)»  (19)»  etc. ,  on 
trouvera 

(20)  (or.st»  +  JâJ»  +  '.  2.  +  •••)  (*f  —■<•)  =  o  • 
Donc,  toutes  les  fois  que  les  raciaes    #,  ,  f,    seront hiégales  enih  elles»  on  aura . 

(21)  ♦  ».aît4-J'iJ«  +  5«»»4--*='0» 

et ,  si  réi|uation  (7)  n'offre  pas  do  racines  égales,  les  râleurs  de    x,  j,  z  ,...     corres- 
pondantes à  ces  racines,  vérifieront  toutes  les  formules  comprises  dans  le  tableau  suirant: 

/îr,'+7,*  +  c,'+. =0,  x,a?,+j',jr,+z,c,+..=o.  etc..  a;,cc„+jij^M+r,C|,+  ..=o, 

U'aJ^«+JaJ'i+*a2;,  +  ..=o,  aî,"+ j,'+«,'+ =  1,  ctc...  a;,a;„-#-j,j«-#-r,ri,+. .  =?=o, 

(.a)  ' 

lelc...  etc..  etc«..  «tc«.« 

i a:„a:,+7„jr,+5„ «,-♦■..  =o,  »«a;,+jr„j',+z„c,+..sa:o,  etc..  aî»"-#-7»'+2i.'+ =s#. 

Soit  maintenant  R  ce  que  devient  la  fonction  S  /  lorsque,  dans  le  tableau  (ii)i 
on  supprime  tous  les  termes  appartenants  h  la  première  colonne  horizontale ,  ainsi  qii'è 
la  première  colonne  verticale;  et  Q  oe  que  devient  la  même  fonction,  quand  on  sap- 
prime  en  outre  les  termes  renfermés  dans  les  deuxièmes  colonnes  horizontale  et  verticale. 
Enfin  désignons  par  P„,  ce  que  devient  «S  ,  lorsqu'on  supprime  dans  le  tableau  (il) 
les  termes  qui  appartiennent  h  la  même  colonne  horizontale  que  le  binonie  A^^^êr  ' 
avec  ceux  qui  appartiennent  à  la  même  colonne  verticale  que  -4^  —  #  ,  ou  biea  encore 
les  termes  compris  dans  la  mémo  colonne  verticale  que  A^*^^»  et  ceux  qui  sont 
renfermés  dans  la  même  colonne  horizontale  que  A„  —  s.  Les  polynômes  A,  Q, 
Pjcx  »  Pxj  f  ^x.  » ...  Pjy  .  Pjtf*-  Pt*  seront ,  ainsi  que  S  ,  des  fonctioBS  entières  de  ^ 
«.     De  plus  on  aura  évidemment 

(23)  /Î  =  P«. 

et  l'on  conclura  des  équations  (lo) ,  en  faisant  abstractipn  de  la'première, 

•«XX  PjiJI  *x% 

Posons  d'ailleurs ,  pfur  abréger ,  .  .       .    \ 

(25)  X  =  P,^  =  R.         Y=z  —  P,^,        Z=:  —  P,,         etc., 

La  formule  (24)»  combinée- avec  la  formule  (3),  donnera 
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(36^                                      *    —    J' 

z 

l««»)                                                         j^                   y      - 

"  Z   ~ 

et,  si  l'oD  désigne  par 

(27)     X,,  Y,,  Z,,  etc..  ;     J:.  ,   y, ,  Z. ,  etc..  ;     etc..  ;     An  .  1^„ ,  Z„ ,  elc... 

le»  système»  de  valeurs  de     X,   Y,  Z  ,  elc. . . ,     correspoadanls  aux  racine»     #, ,  *,,... 
^/i     de  l'cqualloD  (7) ,  on  tirera  de  la  formule  (26) 


=  olc...  =± 


,       ^=-^=-fl.  =  clc      =±— — J— 

(28)       (    ^'      ^'      ^'        "         i/(^.'+ya'+z,«+...)  • 


etc. 


Jn  Zn     _ 


^«      l'n      z«  v/(^»„+y»„+zv+...)  • 

Les  valeurs  de  oTi  ,  7,  ,  2,  ,  ...  seront  complètement  déterminées,  aux  sigiies  près ,  par 
la  première  des  formules  (28),  à  moins  que  la  supposition  #  =  «,  ne  fasse  évanouir 
simultanément  les  fondions  X=R  ,  F»  Z,....;  et,  comme  on  peut  faire  une  sem- 
blable raisonnement  à  l'égard  de  a;, ,  jr, ,  z, , ...  ,  etc..  ,  a;„  ,  jr„  ,  Zn  , ...  »  il  est  clair 
que  les  expressions  (16)  seront,  aux  signes  près,  complètement  déterminées  par  les  for- 
mules (28) ,  à  moins  que  des  racines  de  Téquation  (7)  ne  vérifient  en  même  temps  la  for-, 
mule 

(29)  ..  :  :  R=0,  \:.    i  , 

.    ii-       ■.:■  '        •  ■■         :*.  ..i.    î""      ..'  ■••  •■        ' 

Ajoutons  que,  si  les  racines  5,  ,  «,  sont  inégales,  on  tirera  de  la  formule  (21)  ,  com- 
binée avec  les  deux  premières  des  formules  (28) ,     . 

(5o)  .    X,X^  +  ¥,Y,  +  Z,Z,  +  eic...=o. 

En  partant  de  la  formule  (3o) ,  on  prouve  facilement  que  l'équation  (7)  ne  saurait  ad- 
mettre déracines  imaginaires^  tant  que  les  coefficients  Agjc,  Aj,j,  Aj,^,.,,  Ajj  ,  Ajsp»*» 
Au  , ...  restent  réels.  En  effet,  si  l'équation  (7)  offrait  alors  une  racine  imaginaire  delà 
forme  X  +  fAV/^>.  ^11^  ^^  admettrait  une  »eQCi|ld&i<)oi^)uguée.  ^  la  première  pu, de.la 
forme  X  — 1^[/^;  et ,  en  prenant  ce;»  racine»  ppuf  St  et  #»,  on  obtiendrait  pour 
Xt  et  -X",     des  valeur»  de  la  forme 

IV".  ANNÉE.  20 
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(3i)  x,  =  sïi+ait^x/T:      x,=3ïL  —  ifc>)/:T. 

DïL  ,  dt?     étant  des  quantités  réelles.  Par  suite  le  produit 
(32)  X,X,  =  3ïC-^Sfl>- 

serait  nécessairement  positif  ou  nul;  et  «  comme  on  pourrait  en  dire  autant  des  produits 
1^,  IT, ,  Z,Z. , ....  »  il  est  clair  que  la  condition  (3o)  ne  saurait  être  remplie,  excepté 
dans  le  cas  où  Ton  aurait 

(35)  JC,  =  -Xa  =  o,       F,  =  F,  =  o,      Z,  =  Z,  =  o,      etc.. 

c'est-à-dire  «  dans  lé  cas  où  chacune  des  racines    s^ ,  s,     vérifierait  les  équations 

(54)  Pxx  =  o,        P,^  =  o,         P„  =  o,        etc.... 

Donc»  si  l'équation  (7) ,  du  degré  n  ,  admettait  des  racines  imaginaires ,  ces  racines 
seraient  propres  à  yérifier  en  môme  temps  Téquati^n    Pxx  =  o  .     ou 

(89)  fi  =  o, 

qui  est  de  même  forme  »  mais  du  degré  n  —  1  •  En  raisonnant  de  la  même  manière , 
on  fera  voir  que»  si  Féquation  (29)  admet  des  racines  imaginaires,  ces  racines  seront 
propres  à  vérifier  en  même  temps  Téquation 

(35)  Q  =  o, 

qui  est  de  même  forme  »  mais  du  degré  n  —  a  ;  et  ainsi  de  suite.  Donc ,  si  réquatioo 
(7)  offrait  des  racines  imaginaires  »  ces  racines  devraient  satisfaire  à  chacune  des  équa- 
tions de  la  forme 

(36)  5  =  0,        R  =  o,        Q  =  o',        etc.... 

D'ailleurs ,  en  prolongeant  la  série  des  équations  (36) ,  on  parvient  facilement  à  one 
équation  du  premier  degré ,  qui  coïncide  avec  la  dernière  des  suivantes  : 

(37)  -^x,  —  5  =  0,        Ajj  —  *  =  o,        Au  —  *  =  o,        etc..  ; 

et  cette  équation  du  premier  degré  n'admet  pas  de  racines  imaginaires ,  mais  une  seule 
racine  réelle.  Donc  l'équation  (7)  n*a  paq  de  racines  imaginaires. 
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(   »47  ) 
Concevons  à  présent  que  l'on  combine  la  première  des  équations  (lo)  avec  la  formule 
(24).  On  obtiendra  la  suivante  : 

(38)  {^xx'-'i)Px^'-ÀxyPxjr  —  -rfx.P*.—  ...  =0  , 

qui  devra  coïncider  avec  l'équation  (7)  ;  et  en  effet  il  snilit  d'observer  de  quelle  manière 

les  polynômes     S  ,  Pxx  $  Pxj  »  Pmb  » se  forment  à  l'aide  des  quantités  renfermées 

dans  Je  tableau  (11)1  pour  reconnaître  que  l'on  a  identiquement ,  c'est-à-dire»  quel  que 
soit    s  , 

(50)  {jérx  —  ê)  Pxx  —  ^^j  P^.r  —  ^.«Px*  —  .  ..  =  iJ, 

Ajoutons  qu'en  combinant  la  seconde,  la  troisième  »  etc..»  des  équations  (10)  avec  la 
formule  (24)»  o^  obtiendra  encore  des  équations  identiques,  savoir, 

I^xj  «XX  "—  \^ry  ■*"  Sj  *xr  •""  ^YtPxz  •"  ••  •  ^^  O  y 
Ajc^Pjcx  —  ArtPxt  —  (^„  —  5)Px. ....  =  O  , 
etc 

Cela  posé ,  imaginons  que  l'on  prenne  pour    s    une  quelconque  des  racines  de  l'équation 
P,,  =  o  ,     ou 

(«9)  i?  =  o. 

Les  formules  (69)  et  (4o)  donneront  alors 

Axy  Pxy  -^  A  II  Pxi  -f- = *3^'  » 

{Ayy  —  3)  Pxy  4-  -^  >.  Pj..  +  ••  •  =  ^^  ? 

(40 

Ay^9xy^{A^^—^)P.^'\'...  =  ^, 


etc. 


Le  nombre  des  formules  (4i)  étant  égal  à  n  ,  si  l'on  efface  Tune  de  celles  qui  offrent 
zéro  pour  second  membre,  les  antres  suiTiront  pour  déterminer,  dans  Phypothèse  ad- 
mise, les  valeurs  des     n —  1     quantités 

Pxy  >  *  a»  t  etc 

en  fonction  de  S  et  des  coeflîcients  A^r ,  A^^  •••■^r>  —  *  »  -^r,  »...  ^«t  —  «  ,  etc. 
Si ,  pour  fixer  les  idées,  on  supprime  la  seconde  des  formules  (40  »  la  valeur  de  P^y  , 
tirée  des  autres,  deviendra  ,  eu  égard  aiTx  noCaCioni  adoptées. 
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Prr  = 


(  i4«  ) 


''~      P 


xj 


Donc»  pour  chacune  dos  valeurs  de    •    propres  V  vérifier  l'équation  (229)  ,  on  aara 

et  par  conséquent  les  quantités  Q  ,  S  seront  affectées  do  signes  contraires ,  si  l'âne  et 
l'autre  diffère  de  zéro.  Cette  remarque  fournit  une  nouvelle  démonstration  de  la  réalité 
des  racines  de  l'équation  (7) ,  et  permet  en  outre  de  fixer  des  limites  entre  lesquelles  ces 
racines  se  trouvent  comprises,  ainsi  qu'on  va  le  faire  voir. 

Supposons  d'abord  »  pour  plus  de  simplicité ,  que  le  nombre  des  variables     x,  jr,  ; , ... 
soit  égal  h     3.     Les  équations  (10)  deviendront 

1{Arx  —  *)  a?  -f-  ArrJ  +  -^xt«  =  O  , 
^'J^^  +  {AjTJ  —  *)r  +  -^.r.«  =  O  , 

lït  Ton  tirera  des  deux  dernières 

(4/.)  *  =  — •      J= j-'       '= T' 

les  valeurs  de     P„  ou  R .     />,,  ,  P„  et  S    étant  respectivement 
(45)  «  =  />„=  {A^f  —  s)  {A.,  -  «)  —  A,r.* , 

Pxy'^^  Ax^\An  —~  S)--^  Ax%A  ^tkf 

*    X«   ^=   Ax%  {.Art  -^    8)   —  Axj  A  y%  \ 

(47)  5  = 

{Axx-^){Ay,—$){A,,—z)^Ay.^{^Ax»^z)^Ax^-{Ajj^9)'^Ax)^{À,.—  9)J^%AxyÀ^Aj^^ 

Gela  posé  y  on  aura  identiquement 

(^x,  —  *)«  —  ^r^  Px,  —  ^x.Px.  =  J?  , 
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fît ,  si  Ton  prend  pour    $    une  quelconque  des  racines  de  FéquatioD  (39)  »  les  formules 
(48)  donneront 

1Axj*xj  "t*  Ax%Mrx%  =  —  «y  j 
{Ayy  —  *)  Pxy  4-  ^,.Px.  =  O  , 
^y^Pxj  +  (^M  —  *)P,.  =  o . 
Enfin  »  si  l'on  combine  la  première  des  formules  (49)  avec  la  troisième ,  on  en  lirera 


(5o)                       P    -                {^«-*)^           _ 

{A»'s)S 

Axj\At%  ^9j  -  A,M  Ajs 

P          * 

ou  »  ce  qui  revient  au  même , 

Q5  =  -P,/, 

la  valeur  de     Q    étant 

(5i)                                                      Q  =  A,,^s. 

Donc  à  chacune  des  racines  de  l'équation  (7)  correspondront  des  valeurs  de  Q  et  de  S 
propres  à  vérifier  la  formule  (43) ,  et  par  conséquent  affectées  de  signes  contraires.  En 
résumé  »  les  valeurs  des  polynômes 

(Sa)  A„  —  ê, 

et 

(53)  {A  XX  -  s)  {A  y  y  -  9)  {A,,  -  5)  -  Ar^{Axx  -  «)  -  Ax^^{Ajj  -  0  -  ^*/"(^«  -  *)  +  a  ^xrA^Ar,  r 

correspondantes  à  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équation 

(54)  (^77  —  *)(^»  —  0  —  ^J**  =  0  , 

seront  affectées ,  si  elles  ne  s'évanouissent  ni  Tune  ni  l'autre  »  de  signes  différents. 

Soient  maintenant    ê\  9'    les  deux  racines  réelles  de  l'équation  (54)  >  rangées  dans 
leur  ordre  de  grandeur,  en  sorte  qu'on  ait 

(55)  ê'  <  «•• 

Ces  racines ,  qui  sont  toutes  deux  réelles ,  puisqu'elles  se  réduisent  aux  deux  valeurs  de 
9    données  par  la  formule 
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TërifieroDt  la  condition 

(57)  *'  +  *'  =  ^^.K  +  ^«. 

de  laquelle  on  tirera  »  en  ayant  égard  à  l'équation  (54)  » 


^„— «'  =  — (i4^^— o  =  - 


ou ,  ce  qui  refient  au  même , 

(58)  (^..-#')(^„-#-')=— ^,.>. 

Donc  les  deux  valeurs  du  binôme  ^„-— «  correspondantes  aux  deux  racines  de  Té- 
qualion  (54)  »  seront  affectées  de  signes  différents  »  si  aucune  d'elles  ne  s'évanouit;  et  par 
suite  la  racine  unique     A^^    de  l'équation 

(5*0  y/,,  —  5  =  o  , 

ou 

(Go)  Ç  =  o, 

sera  renfermée  entre  les  deux  racines  de  l'équation  (54)  ou 

(29)  R  =  o, 

à  moins  qu'elle  ne  se  réduise  à  l'une  d'entre  elles.  Donc,  attendu  que  la  condition  (ââ) 

entraîne  la  suivante 

(61)  ^„-.^'>^..  — j% 

on  aura 

(6a)  >^„  — *'=  ou  >o  ,  et  y^„  — *"=  ou  >>o. 

Cela  posé«  soient  S\  S"  les  deux  valeurs  du  polynôme  (53)  ou  de  S  correspon- 
dantes aux  valeurs  s\  ê'*  de  la  variable  s.  Si  aucune  des  deux  racines  ê\  s'  ne 
vérifie  l'équation  (60)  ou  Téquation  (7) ,  S'  sera  une  quantité  affectée  d'un  signe  con- 
traire à  celui  de  /#„  —  8\  et  5'  une  quantité  affectée  d'un  signe  contraire  à  celui 
de    y^„  —  *".     On  aura  donc 

(63)  5'=ou<o,         •S''=ou>o. 

D'autre  part,  le  polynôme  (53)  ou  S  se  réduit  pour  «  =  — ao  à  l'infini  positif,  et 
pour  «  =  00  à  l'infini  négatif.  Donc,  si  dans  ce  polynôme  on  substitue  successivement, 
au  lieu  de     s  ,     les  quatre  valeur.^ 
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(64)  *  =  — 00,         «  =  «\         ê  =  ê',         «  =  00, 

lef  résultats  des  subslitulioos  seront  généralement  aflbctés  des  sîgaes 

(65)  +.—,+.—; 

et  par  conséquent  l'équotion  (7)  ou 

(66)  {Àsx-s){Jjj''s){A,,'s)''Jj,*{A^x-s)''A^,*{Ajj-s)-A^j^{j4^^s)-h!iA,jrA»J^r,=::o 

admettra  trois  racines  réelles ,  savoir  une  racine  inférieure  à  s' ,  une  autre  comprise 
entre  les  limites     s' ,  s' ,     et  une  troisième  supérieure  à     s'. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  (i)  renferme  quatre  yarla&les  x  »  y ,  z  ,  u. 
Dans  ce  cas  la  fonction  S  sera  déterminée  par  la  formule  (i4)»  et  les  fonctions  B  , 
Q    par  les  deux  suivantes 

(67)  R  = 

(68)  Q  =  (^«  —  s)  {A,u  —  s)  — y/,„'  ; 

D'ailleurs,  les  fonctions  (67)  et  (68)  étant  semblables,  la  première  à  la  fonction  (55),  U 
seconde  à  la  fonction  (45) ,  on  prouvera ,  en  raisonnant  comme  dans  le  cas  précédent , 
que  Téquation  :ff  =  o  a  généralement  trois  racines  réellcfs ,  dont  Tune  est  comprise 
entre  les  valeurs  réelles  de    s    propres  à  vérifier  l'équation  du  second  degré 

(69)  (i^«  —  *)  {Auu  —  s)^A^u  =  Op 

tandis  que  les  deux  autres  racines  sont  l'une  inférieure  et  l'autre  supérieure  aux  valeurs^ 
dont  il  s'agit.  Gela  posé,  soient    s',  s",  s'"    les  trois  racines  de  Téquation 

(70)  [Ajj's){A^,'â){A^'syA»,*{Ajj''s)'Aju^{A„''syAj^{Auu'*)+^^jM^:rM^»u  =  Or 
rangées  par  ordre  de  grandeur^  et  désignons  par 

Q',    Q\    Ç'";       S\    S\    5"' 

le»  valeurs  de  Q  et  de  5  correspondantes  à  ces  mêmes  racines.  Q  sera  une  quantité 
affectée  du  même  signe  que  la  valeur  de  Q  correspondante  à  #  ==  »»  00  ,  c'est-à- 
dire,  une  quantité  positive,  et  l'on  aura  par  suite 
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(71)  Q'>o'         Ç'<o,         <?'">o. 

Donc,  en  ayant  égard  h  la  formule  (49),  on  trouvera  généralement 

(7a)  5'<o.         5^>o.         5"'<o. 

D'autre  part,  le  polynôme  (i4)  se  réduit,  pour  «  =  •— oc  ,  ainsi  que  pour  j  =  «, 
^  Tinfini  positif.  Donc,  fi  dans  ce  polynôme  on  substitue  successivement,  au  lieu  de 
s  ,     les  cinq  valeurs 

(75)  j  =  — 00,      S  =  ê\      ê  =  ê\      ê'  =  ê'\      *=oo, 

les  résultats  des  substitutions  seront  généralement  aflectés  des  signes 

(74)  +•  -.  +•  — .  +. 

Donc  l'équation  (7) ,  dans  le  cas  dont  il  s*agit ,  admettra  quatre  racines  réelles  respecti- 
vement comprises  entre  \t%  limites 

(75)  -00.         *'.         t\        s"\        +00. 

Les  mêmes  raisonnements ,  successivement  étendus  au  cas  où  la  fonction     $    renfer- 
merait cinq,  six, ...  variables ,  fourniront  évidemment  la  proposition  suivante. 

I .  **  Théobêxe.  Quel  que  soit  le  nombre     n     des  variables    x  ,  y,  £»•••»  Inéquation 

(7)  S  =  o 

et  les  équations  de  même  forme 

(76)  R  =  o,        Q  =  o,        etc...., 
auront  toutes  leurs  racines  réelles.  De  plus ,  si  Con  nomme 

(77)  S\    S\    5"\...*C«.0 

les  racines  dt  Céquation 

(«9)  iî  =  o 

rangées  par  ordre  de  grandeur,  les  racines  réelles  de  Céquation  (7)  seront  respeetivt- 
ment  comprises  entre  les  limites 

{78)  —00,     s\     s\     *'''.. ..fCn-O,     00. 
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(  i53  j 
D'après  co  qui  a  été  dit  ci -dessus»  il  ne  peut  rester  de  doutes  sur  l-exaoti^od»  du 
théorème  i  .*',  si  ce  n'est  dans  le  cas  où  quelques  valeurs  de    s    vérifieraient  à  la  fois  deux 
des  équations 

(36)  5  =  0,        iî  =  o,        Q  =  o,        etc., 

'prises  consécutivement.  Observons  d'ailleurs  que,  si  Ton  nomme 

(79)  S\    '    S\        S'\  ...  iS^'-o 

les  valeurs  du  polynôme    S    correspondantes  aux  racines    8\  s*" ,  $*'*  ^  •••  s^"*"'^     de 
l'équation  (29) ,  et 

(80)  K  =  S'S\..S^^^^> 

le  produit  de  toutes  ces  valeurs ,     K    sera  une  fonction  symétrique  des  racines    %\  s", 

ê"\ tf^"'"'^,     qui  pourra  être  transformée  en  une  fonction  entière  des  coefficients 

Agx  9  Axy  »  Ag^ , ...  Aj^  ,  Ay%  f  •••  An  t  •••  »  et  s'évanouira  toutes  les  fois  que  les  équa- 
tions (7)  et  (29)  auront  des  racines  communes. 

Il  est  facile  de  vérifier  le  théorème  1.*  dans  le  cas  où  les  quantités  A^x ,  A^y . 
Ax%  >  •>•  Ajy  ,  AjM  f  •••  Au  • ...  s'évanouissent  toutes  à  rexceplioo  de  celles  qui ,  dans 
le  second  membre  de  la  formule  (8}»  sont  multipliées  par  la  variable  x,  ou  par  le 
carfé  de  l'une  des  variables    x,  jr,  2  , ...  Alors  eu  effet  l'équation  (29) ,  réduite  h 

(81)  {Arj^^s){Au'^s){A„u-'S)...7=0j 

aura  pour  racines    A^j  ,  A„  »  Auu Donc ,  si  »  pour  fixer  les  idées ,  on  suppose 

(82)  A 77  ^^  "  »•  ^^  ^uu  >  •  •  •  f 

on  pourra  prendre 

(83)  $'=:J^^,         S^^A^j         /"  =  ^„„,.... 

JD  WMtre  côté,  comme^  dao#  Thypothèse  admise,  le  tableau  (1 1)  se  rédun*a  au  suivant 


m 


{ 

^x,- 

'^9 

Axf  9 

Ax%  j 

Axu  9    

; 

Axjr  f 

Ayj-^t, 

0, 

•^#    «**.^.«%k 

t 

ÀIx»  f 

^^ 

^v  — '^ 

0  f     m .••• 

Axu  f 

0, 

0, 

^•Ml— *>••' 

\ 

etc 

»  9 

.•  AlfWÉE. 

SI 
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(  »54  ) 
on  eura  évidemment 

(85)  5=(^,,-»)(^„-*)(^.,-^*)...|^„-. ^ -4^ ^ ...j 

\  ^jy'~^  Jlg»-*  Jt^g-'S  \ 

puis  on  en  conclura ,  en  désignant  par    S\  S",  5'%...  Les  valeurs  de    S    correspoih 
dantes  aux  valeurs    «'  =  A^j  ,  s"  =  /^„ ,  «'"  =  Ay„    de  la  variable    9  , 

etc 


(86) 


Enfin»  il  est  clair  que  S  se  réduira,  pour  «  =  — ^oo,  à  Tinfini  posilif^  et  poar 
«  =  00  »  à  ( —  i)".  Donc ,  si  dans  le  polynôme  5  on  substitue  successivement ,  au 
lieu  de    «  »     les     n  + 1     valeurs 

(87)  -  00  ,  5'  =  -<,,  ,  5"  =  .-^^  ,  i'"  :.:=  ^^^  ,    ...    +  CO  , 

les  résultats  des  substitutions  seront  alternativement  positifs  et  négatifs.  Donc  Téquation 
(7)  offrira»  dans  Thypothèse  admise,  n  racines  réelles  qui»  prises  consécutivemeDt 
et  deux  h  deux»  renfermeront  entre  elles  tes  racines  de  Téquation  (29). 

Dans  le  cas  que  nous  venons  de  considérer»  les  quantités  5'»  5'»  S'",...  ne  s'évi- 
nouiront  jamais»  et  par  conséquent  une  même  valeur  de  a  ne  pourra  vérifier  simal- 
tanémeût  les  équations  (7)  et  (8 1  ) »  à  moins  que  Tun  des  coefficients  A»^  »  A„ ,  A^ .... 
ne  se  réduise  à  zéro.  Donc  la  fonction  entière  de  ces  coefficients», désignée  par  K  et 
déterminée  par  Téquation  (80)  »  offrira  ordinairement»  dans  le  cas  dont  il  s*agit»  une  va- 
leur distincte  de  zéro.  Il  en  serait  de  même  »  à  plus  forte  raison  »  si  aucun  des  coeffieieols 
Axx  f  Axj  f  Ax%  •  •••  Ajj  »  Aj^  »...  ^«s ...  ne  s'évanouissait.  En  résumé»  la  quantité  K. 
ne  peut  être  identiquement  nulle  »  et  vérifier  l'équation 
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(  i5S) 
(88)  K=zo, 

quelles  que  foienl  les  valeurs  attribuées  aux  coefficients     A„  »  A^ty  »  An  »  ••••  Ajj  , 

Il  est  maÎDlenant  facile  d'étendre  le  théorème  i  .^  au  cas  oii  quelques  valeurs  de  la 
variable  s  vérifieraient  à  la  fois  deux  des  équations  (36)  prises  consécutivement.  Ad- 
mettons» pour  fixer  les  idées»  quc^  parmi  ces  équations  ,  les  deux  premières»  savoir, 
5  =  o  »    i?  =  o  »     soient  les  seules  qui  offrent  des  racines  communes.  La  condition 

(88)  sera  remplie;  mais  elle  cessera  de  Tétro  généralement  si  Ton  attribue  è  Tun  des  coef- 
ficients renfermés  dans  la  fonction  K  un  accroissement  infiniment  petit  c  Soient 
àS  ,  ^B    les  accroissements  correspondants  des  fonctions    5  et  R.     Les  équations 

(89)  5+a5  =  o,  (90)  il  4- Ail  =  0 

n'offriront  pas  de  racines  communes  »  et  les  racines  de  la  dernière  »  rangées  par  ordre  de 
grandeur  »  seront  de  la  forme 

(gi)  *'+A«S         s''+^s\         «'"+Aj'",   ...  5C»— O+AjC—O, 

^$',  A«'«  ^s"\  ...  Atf^"*"'^  désignant  des  quantités  infiniment  petites  qui  s'évanouiront 
avec  t.  D'ailleurs  on  conclura  du  théorème  i.**  que  Téquation  (89)  admet  n  ra- 
cines réelles ,  respectivement  comprises  entre  les  limites 

(ga)  -00,         s'  +  ^y,         s"+às\         *'"4-A^'",    ....«Cn-O+A^C-O,  aO  J 

et  cette  conclusion  subsistera  »  |)Our  des  valeurs  de  •  aussi  rapprochées  de  zéro  qu'on 
le  jugera  convenable.  Donc  elle  subsistera  encore  pour  1  =  0,  c'est-à-dire ,  que  les 
n  racines  de  l'équation  (7)  seront  réelles  »  et  renfermées  entre  les  limites  (78).  Seule- 
ment ,  dans  le  cas  particulier  dont  il  s'agit  »  quelques-unes  des  racines  de  l'équation  (7) 
pourront  se  réduire  à  quelques-unes  des  quantités  *',  s\  ê"\  ....  J^"" '^  qui  généra- 
lement leur  servent  de  limites. 

On  pourrait  raisonner  de  la  même  manière»  quelles  que  fussent»  parmi  les  équaliens 
(56) ,  celles  qui,  prises  consécutivement»  offriraient  des  racines  communes;  car  cela  ne 

peut  arriver  que  dans  le  cas  où  les  coefficients     Axa  9  Axjr  »  Am» Ajjr  »  A^,  #  •••• 

A„    vérifient  une  ou  plusieurs  des  conditions 

(gS)  iSC  =  o,        i=o»        Jlf  =  o,        etc.... 
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{  »8fi) 
L  ,  M  ,...  désignant  les  polynômes  dans  lesquels  se  transforme     K  ,     lorsque  du  sys- 
tème des  variables     a;  «  7 ,  s  , ...   on  rctraoche  la  variable    x  ^     ou  les  deux  variabks 

X  ,  jr,     ou  les  trois  vi^iables     x  ,  j ,  s  , ...  etc Or,  pour  que  les  conditions  (qS) 

cessent  d'être  vérifiées  »  il  suffira  d'attribuer  à  un  ou  à  plusieurs  des  coefficients  qu'elles 

renferment  des  accroissements  infiniment  petits     t,  c\  c^, Séieht     ^R ,  &5. 

^Q  p  etc les  accroissements  correspondants  et  infiniment  petits  des  fonctions    &, 

B  f  Q  , ....  Le  théorôme  1."  subsistera  pour  les  équations 

(94)  S  +  àS—Q, 
et 

(95)  it  +  Ait=o,        <?  +  AÇr=o,        etc., 


tandis  que     1 ,   t  ,    g" s'approcheront  indéfiniment  de  zéro;  et  par  conséquent  il 

continuera  de  subsister  pour  les  équations  (7)  et  (76) ,  au  moment  oii     c ,  g  ,  i" , 

s'évanouiront.  Seulement  alor^  deux  des  équations  (36) ,  prises  consécutivement,  pour- 
ront avoir  des  racines  communes. 

Si ,  comme  on  Ta  déjà  fait ,  on  nomme 

(i5)  5, ,         #, ,  $3  ,  ...  *„^,  ,         Sn 

les  racines  de  Téq^attoti  (7), et  si  ou  les  sup|K)«e  rangées  par  ordre  de  grandeur,  deux  de 
ces  racines,  prises  consécutivement ,  par  exemple ,  ên^  et  ^m^-i  »  ne  pourront  devenir 
égales  entre  elles,  sans  coïncider  avec  la  racine  s^"*^  de  l'équation  iI  =  o  ou 
Pj,,  =  o.  Donc,  si  l'équation  (7)  admdl  des  racines  égales ,  chacune  d'elles  vérifiera 
encore  la  formule  Pxx  =  0  que  Ton  obtient  à  la  place  de  l'équation  (7) ,  lorsque  du 
systèîne  des  variables  ^ ,  j,  z  , ....  on  retranche  la  variable  x.  PÂreillemeni  tha- 
cuse  des  racines  égales  vérifiera  les  formules 

P^^  =  o  ,         P„  =  o  ,         etc. . .  , 

que  l'on  obtient  eu  retranchant  du  système  x  ,  j ,  z la  variable  /,•  oala  va- 
riable z  ,  etc Bn  général  Y  si  deux,  troîi,  quatre, ...  raciiies  de  Téquatioa  (7)  de- 
viennent égales  entre  elles ,  chacune  de  «es  raciaea  fournira  évideuiment  une  valeur  de 
s  prqire  à  vérifier  imb^  seulement  l'éqaâtîon  (7) ,  mais  encore  touies  celles  qu'on  en 
déduit ,  lorsque  du  système  a; ,  j ,  s  ,  ...  on  retranche  une,  deux ,  trois ,  ...  variables 
arbitrairement  choisies.  Alors  aussi  les  coefficients  A^x  »  -^xj  %  Ax$,  »  •••  -^^7  t  Aj^ , ... 
A^^  t  ...  satisferont  à  une  ou  à  plusieurs  des  conditions  {95).  Mais  ces  conditions  cesseront 
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(107  ) 
d'être  vérifiées» lei  pat  eooaéfpenfc  1^  racioet  de  i*équaMoQ  (7)  deviendront  toutes  ioé^ 
gale»,  êi  Ton  aitriibaeeujLiK^effiGieiiis  reofer^ftéti daxis  le» pitemiers  coembrea  da»  foroiule» 
(93)  dea  accroiaBeinenta  infioiineiil  petits» 
Soient  CDCore 

{16)       a?,,    jg ,     »i,...  ;         05,,    j,,     2....;         etc.;         Xn ,    jn  *     •«,...; 

dea  système»  de  valeurs  de    x  ,  y ,  z  , ....  corroapood^Qts  ^ux  valeurs    a,  »  5»  « *n 

de  la  variable     s ,     et  choisis  de  manière  à  vérifier  les  formule  (3)  et  (10),  en  sorte 
qu'on  ait 

{^xx  —  ê^)x^  +  ^m^Jx-krA^B^t  4?  .,.  =  O  , 
{96) 


( 


(96) 


etc ; 

[Asx  —  a,)»,r|-i^*/j^. +  -^«f.  4-^«-  ^=0  » 
-4*j^»t  +  Mj'^.— «t)/»  4-*4^»«  +  —  —  o  , 
Ax»x^  +  /<^,j.  +  (^„  —  a,)».  + ...  =  o  , 
etc....  ; 
etc ; 

{Aj^ En)  Xn  +  AsjJTn  +  AxM^n  +  ...  =  0\ 

^         As^Xn  +  {Ajy  —  9n)yn  +  ^x.«„  +  ••  •  =  O  . 
(96)  / 

-4x.»»  +  Ay^y^  4-  (y<^  —  a„)a„  4- ,..  =r  o  , 


( 


etc ; 

et  de  plus 

(97)     ^i'4-j<.»-hV4-...  =  i,  aj.*H-y,«4-«.»-4--..=el,  etc..,  a?„'-^jn*4-an'-f-...  =  i. 

Si  la  fonction  de     /<„ ,  /i,,  ,  -4,. , . . .  AjyAy,\...  A^.... ,  ci-dessiv  désignée  par     K, 
ne  se  réduit  pas  à  zéro ,  des  racines  de  Téquation  (7)  ne  pourront^tre  ni  égales  entre 
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(  1.58  ) 
eties,  ni  propres  à  vérifier  réqaation  (99);  et  iesqaaDtitéfl(i6)»  ainsi  que  noasfeToos  fait 
voir,  se  troureront,  aux  signes  près,  complètement  déterminées  par  les  formules  (sS), 
Ajoutons  que  ces  quantités  satisferont  à  toutes  -tes  équations  comprises  ^dans  le  tableaii 
(29).  Gela  posé,  si,  en  désignant  par 


Ç, 


;,... 


de  nouvelles  variables  dont  le  nombre  soit     n,     on  attribuée    x,  j,  s lei 

valeurs  que  déterminent  les  formules 


m 


î  =  «,ï  +  «gu +  s,Ç  4'..-.» 
etc , 

on  aura  ,.en  vertu  des  équations  (ss) , 

(99)  a;»+j'  +  f>  +  ...=g-4.^*+t;*  +  ...  ; 

puis ,  en  vertu  des  équations  (g6) ,  respectivement  multipliées  par    "S  ,  les  autres  par    r , 
les  autres  par    (,•••,  et  ajoutées  entre  elles^ 

Ajcx'oo  +  A^jjr  +  A,nz  +  ...  =  «.cr.ç  +  «.a:,n  +  «icciÇ  + ...  . 
A,^x  +  Ayyj  +  Ay^z  + ...  '=s^y^\  +  «,j.ii  +  #3/1?  4. ...  , 

elc 


(100) 


Enfin,  en  ayant  égard  aux  formules  {22),  011  lirvra  i.*  des  formules  (98)  respective- 
ment multipliées  par  (c  ,  7  ,  s  , ...  ou  par  x, ,  j. ,  s. , ...  ou  par  ccs  9  Js  t  ^3  »  •••  » 
et  ajoutées  entre  elles 


(1T>0 


etc...*.  ; 
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(  159  ) 
».*^  des  équations  (i-oo)  respeclivemeDl  multipliées  pour    x  »  y^  s  >  •••  f  et  ajoutées  entre 
elles» 

(  ^xxX*  +  ^y^j*  +  A„z*  +  .••  +  a/5fx/C»y  +  s  A,^xz  +  '.\.  +  ^A^.jz  +  ... 

(102) 

{  =s,V  +  s,yi*  +  8,V  + 

Il  suflira  donc  généralement  de  lier  les  Tariables  x  ,  j ,  s  »  •»••  aux  Tariables  ç  ,  >i , 
ç  , ...  par  les  Tormules  (98) ,  pour  que  les  équations  (99)  et  (102)  soient  simultanément 
vérifiées.  Celle  remarque  entraîne  évidemment  la  proposition  suivante ,  que  )^ai  donnée 
dans  le  dernier  volume  des  Mémoires  de  C Académie  des  Sciences* 

2.*  Théorème.  Étant  donnée  une  pnction  homogène  et  dû  seeond  degré  de  plusieurs 

variables    x  ,  y  ^  z  ,  ....  ,   on  peut  toujours  leur  substituer  d'autres  variables    i  ,  r.  , 

<;,...  liées  à     X,  y ,  z,...  par  des  équations  linéaires  tellement  choisies  que  la  somvu 

fies  carrés  de    x  ,  y ,  z  ,  ,,^  soit  équivalente  à  la  somme  des  carrés  de     S  ,  >i ,  C  , 

et  que  la  fonction  donnée  de     x  ,  y,  z  ,  ,.^.  se  transforme  en  une  fonction  de     S  »  77 , 

ç  , ...  homogène  et  du  second  degré,  mais  qui  renferme  seulement  Us  carrés  de    l,^, 

« 
ç, 

La  démon^ration  du  théorème  s,  ci-dessus  indiquée»  suppose  il  la  vérité  que,  dans 
la  fonction  donnée ,  les  coefficients 

ne  satisfont  pas  à  la  condition  (88).  Mais»  si  cette  condition  était  vérifiée,  il  suffirait, 
pour  qu'elle  cessfit  de  l'être,  d'attribuer  à  l'un  des  coefficients  dont  il  s'agit,  un  accrois- 
sement infiniment  petit  c  ;  et,  comme  on  pourrait  faire  converger  e  vers  la  limite 
xéro,  sans  que  le  théorème  3  cessfit  de  subsister,  il  est  clair  qu'il  subsisterait  encore  au 
moment  où     c     s'évanouirait. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  variables  x  ,  y  ,  z  sont  au  nombre  de  trois  seulement., 
l'équation  (7)  se  réduit  2i  celle  qui  se  représente  dans  diverses  questions  de  géométrie  et 
de  mécanique,  par  exemple,  dans  la  théorie  des  moments  d'inertie  ;  et  le  théorème  1.*' 
fournit  les  règles  que  j'ai  données  dans  le  troisième  volume  dos  Exercices  comme  propres 
à  déterminer  les  limites  des  racines  de  cette  équation.  Alors  aussi  les  équations  (22) 
sont  semblables  à  celles  qui  existent  entre  les  cosinus  des  angles  que  forment  trois  axes 
rectangulaires  quelconques  avec  les  axes  coordonnés,  supposés  eux-mêmes  rectangulaires, 
et  le  théorème  2  correspond  à  une  proposition  de  géométrie ,  savoiri  que  par  le  centre 
d'une  surfece  du  second  degré  on  peut  mener  trois  plans  perpendiculaires  l'un  à  l'autre , 
et  dont  chacun  la  divise  en  deux  parties  symétriques. 
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(  »6o  ) 
J'obsôrréral ,  M  terlûinant  cet  â)rtlcle«  ^*nu  moment  où  )t  ti*eil  aftis  mmm  écrii 
qu'une  partie ,  M.  Sturm  m*a  dit  être  parveDU  à  démontrer  fort  f  implcment  lea  théorèmes 
1  et  9.  Il  ae  propose  de  publier  incessamment  le  Mémoire  qu'il  a  composé  à  ce  sujet ,  et 
qui  a  été  offert  k  l'Académie  des  sciences  le  même  jour  que  le  présent  article. 
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SUR  LA.  DÉTERMINATION 

DU   RÉSIDU   INTÉGRAL 

DE  QUELQUES  FONCTIONS. 


Soit  f{t)  une  fonction  qui  s'évanouisse ,  lorsqu'on  attribue  à  la  variable  s  des 
valeurs  infinies  réelles  ou  imaginaires.  On  pourra ,  dans  un  grand  nombre  do  cas ,  déter- 
miner le  résidu  intégral 

« 

ou  plutôt  la  valeur  principale  de  ce. résidu  ,  à  l'aide  des  théorèmes  i,  2  ,  3,  4  des  pages 
855,  258,  274  et  ^76  du  second  volume.  Toutefois  les  démonstrations  que  nous  avons 
données  de  ces  théorèmes  supposent  implicitement  que ,  parmi  les  racines  de  Téquation 


celles»  dont  les  modules  ne  surpassent  pas  un  nombre  donné  77 ,  scflMfi  nombre  fini 
[voyez  les  pages  247  et  248  du  second  volume].  Or  celle  condition  n*est  pas  toujours 
satisfaite,  et  il  peut  arriver,  par  exemple,  que  Téquation  (2)  offre  une  infinité  de  racines 
très-peu  différentes  dé  zéro.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  d'étendre  les  théorèmes 
ci-dessus  mentionnés  au  cas  dont  il  s'agit. 

Concevons  que  réquation-(2)  offre  non-seulement  une  infinité  de  racines  dont  les  mo- 
dales soient  très-considérables  ;  mais  encore  une  infinité  de  racines  dont  les  modules 
soient  très-petits.  Supposons  d'ailleurs  qu'en  attribuant  au  module     r     de  la  variable 

(3)  s  =  r(co8p4- i/rTsinp)  .     . 
des  valeurs  infiniment  petites  •                            '   ''  ;    ' 

(4)  Pf         9t  9         p.  j  -V 

on  puisse  les  choisir  de  manière  que  le  produit. 

IV. •  ank^j:.  22 
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(  i6«  ) 

(ô)  zfif) 

devienne  sensiblement  ^al  à  zéro  «  quel  que  soit  d'ailleurs  Tangle  p  »  ou  du  moins 
de  manière  que  ce  prodoii  reste  toujours  fini  ou  infiniment  petit»  et  ne  cesse  d*ètre  infi- 
niment petit,  en  demeurant  fini,  que  dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs  particulières 
de  p .  La  somme  des  résidus  de  /'{t)  corrospcndanis  à  celles  des  racines  do  Féqua- 
lion  (2)  qui  offriront  des  modules  renfermés  entre  deux  nombres  finis  r^ ,  R  se  troo- 
vcra  représentée  par  la  notation 

(%)         {'^) 

et  pourra  converger  vers  une  limite  déterminée.  Candis  que  ces  deux  nombres  s^appnK 
cheront  sans  cesse ,  le  premier  de  zéro ,  le  second  de  l'infini  positif.  Or  cetto  limita  sera, 
dans  l'hypothèse  admise ,  ce  que  nous  appellerons  la  valeur  principale  du  résidu  intégral 

<£((  /(-)  ))  •     D'autre  part,  la  formule  (64)  de  la  page  si  2  du  premier  volume  donnert 


(7) 


,:i:>/")))=;:r/>'"'V(«."'^)*-;:;//.."'^/(-"'^)*- 


Si,  dans  cette  dernière  équation,  on  prend  successivement  pour  r^  les  différents 
termes  de  la  série  (4)>  l'intégrale 

convergera  évidemment  vers  une  limite  nulle,  et  rej[presaioo  (6)  vert  une  limite  correi^ 
pondante ,  déterminée  par  la  formule 

qui  est  semblable  à  l'équation  (16)  de  la  page  249  du  second  volume.  Gela  posé,  il  ne 
restera  plus  qu'à  faire  converger  if  vers  la  limite  00  pour  obtenir,  dans  Thypo- 
thèse  admise,  le  théorème  i."^  de  la  page  255  du  second  volume. 

Supposons  maintenant 
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(  »«  ) 

et  adcnettont  qu'en  «UribuaDt  au  modole  t«  de  la  variable  z  les  Vateara  ififiDÎment 
petites 

(4)  .         p  »   ..  p«  >       ft»  ••• 

on  puisse  les  choisir  de  manière  que  le  produit 

(11)         •  z^{z) 

devienne  sensiblement  égal  à  zéro  »  quel  que  soit  d'ailleurs  le  rapport    — '\    ou  dumôihs 

de  manière  que  le  produit  reste  toujours  fini  ou  infiniment  petit,  et  ne  cesse  d'être  infi- 
niment petit,  en  demeurant  fini,  que  dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs  particulières 

du  rapport     —  .     Alors  »  au  lieu  de  la  formule  (9)  »  on  obtiendra  la  suivante 

puis,  €Si  sub^iluABt  à  ta>  foUc^ioii  tr(i)  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (10)  »  et  raisoft* 
naai  comme  00  l'a  faîl  à  la  page  a5a  daeeCond  volume»  on  retrouvera' encore  la  fi»tniuie 
(9)  et  le  théorème  ci-dessus  mentiooné.  Seuleibetife  le  réaidn  de  /(a) ,  relatif  à  s  =:  o, 
devra  être  considéré   comme  faisant  partie  do   la  somme   désignée  par  la  notation 

C/((y*(2)  ))  »     et  comme  équivalent  à  Fa  const^ante    ^m-^i  »     dans  le  cas  même  où  lu 

fonction  fr{z)  deviendrait  infiftie  pour  une  valettr  nulle  de  z.  Par  conséquent,  dans 
rhypothèse   admise  ,  il  faudra  ,  pour  obtenir  la  valeur  principale  du  résidu  intégral 

Z^{{f{z)  ))  ,  ajouter  la  constante  A^^^  h  h  Kmîte  vetti  FaqtfeUe  convergera  l'ex- 
pression (6) ,  tandis  que  les  non]J>res  ro ,  B  s'approcheront  indéfiniment,  le  premier 
de  zéro ,  le  second  de  l'infini  posiiifr 

On  étendrait  avec  la  même  faeilité  fes  théorèmes  2  «  S  ,  4  <les  pages  a58,  874  et  376 
du  second  volume  au  cas  où,  la  fonction  f{z)  étant  déterminée  par  la  formule  (10) , 
le  produit  zv[z)  remplit  pe«r  dei  Vtflefm  tnfinioient  petitea  de  la  friable  0  ,•  hsa 
conditions  précédemment  énoncées. 

Pour  vérifier  sur  une  valeur  particulière  de  hr  fonction     f{z)     les  remarques  que  l'on 

vient  de  faire ,  supposons 

.    b 
e^^'-e-^^'     sm  — 

(,5)  /(»)  =  T ' 


6 
+«*•*•     COS— » 
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(  i64  ) 
a  et  6    désignant  deux  constantes.  L'équation  (2)  aura  pour  racines  les  valeurs  de 
comprises  dans  les  deux  séries 

(i4)  i— i/rr,        ±:-^l/T,         ±— i/.i,         etc.. 


etc. 


(.5)                     ±^. 

On 

Dît 

Do  plus  ie  produit  (5) .  ou 

(16) 

.    -  /'/'-^  — 

-tf" 

-/  l-J  — 

+  «- 

6 

•«•     cos  - 

deviendra  infiniment  petit  i«^  pour  les  valeurs  infiniment  grandes  do  t ,  dont  les  mo- 
dules différeront  sensiblement  de  ceux  des  expressions  (i4)  »  s*'  pour  des  valeurs  infini- 
ment petites  de     ::  ,     choisies  de  manière  que  les  modules  correspondants  de     — 

rent  sensiblement  de  ceux  des  expressions  (lo).  Gela  posé ,  il  suit  de  ce  qu'on  a  dit  plus 
haut  que  le  théorème  i."  de  la  page  aSS  ou  plutôt  lo  théorème  a  de  la  page  858  du  pre- 
mier volume  subsistera  pour  la  fonction  (i5).  On  aura  donc 


r,  1                  ni' 

«...  ^  ] 

"  '      -        %'  .■:.-.. 

cos-  y 

pourvu  que  Ton  considère  le  résidu  intégral 

//, .-.- 

=  o 


comme  représentant  la  limite  vers  laquelle  converge  l'expression 


tandis  que  les  nombres     r^ ,  R    s'approchent,  lo  premier  de  zéro,  le  second  de  l'infini 
positif.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  constater  l'exaclitudo  de  la  formule  (17).  Car  on  a 
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(  i6é  )       ■ 

^  /      2ab  2ab  lab  ^ab 

sin—         e"_ô-«*  •    ,  l    ~       ^-IT         ,    ^IS^       ^"S^T 

,ov   r f —    _^  r    ~^       -I-  ~ 

cos-^  ((.(e-  +  e— )))  (e"^  +  c~  e"^+/^ 

et,  en  combinant  entre  elles  par  voie  d'addition  les  deux  équations  qui  précèdent,  on  re- 
produit évidemment  la  formule  (17). 

Supposons  maintenant 
(20)  /W: 


Le  produit 


b 
«.''■+«"•'*'     ces  - 


.    b 
««»-«—«•     zsxn  — 


^«»+tf— «»       cos  — 


sera  encore  infiniment  petit  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  z  choisies  de  ma- 
nière que  les  modules  correspondants  de  —  diffèrent  sensiblement  de  ceux  des  expres- 
sions (i5).  Mais  ce  même  produit  cessera  de  s'évanouir,  et  deviendra  généralement  égal  à 


;  b  pour  des  valeurs  infiniment  grandes  de  z  ,  savoir  à  +  ^  »  si  la  partie  réelle 
de  l'exposant  az  est  positive ,  et  à  —  6  ,  si  la  partie  réelle  de  l'exposant  az  est 
négative.  Ajoutons  que  le  produit 


se  réduira  évidemment  à  zéro.  Gela  posé,  le  théorème  3.*  de  la  page  S74  du  second  vo* 
lume  donnera 

î-))=<> 

««»  +  «-«»       C09-    // 
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(  i6«) 
Pour  constater  l'exactitude  de  cette  dernière  formule,  il  taffit  d'obterrer  que  les  résidai 
partiels  compris  daoa  le  résidu  intégral 


(>A) 


:((r::ii4À) 


sont,  deax  à  deux,  égaux,  mab  affectés  de  signes  contraires. 
Supposons  enCn 

L'équation  (a)  aura  pour  racines  les  valeurs  de  z  comprises  dans  la  série  (i4)  et  dans 
la  suivante 

(«6)  ±-.         ±  — ,         d:  — ,        etc 

^      '  TT  aTT  Dît 

De  plus  le  produit 

^  sin  —  b  Ê 

deviendra  infinineat  pelîl  i**"  pour  les  valeurs  infiniment  grndes  de  t  dont  les  mo- 
dules dilI%reront  sensiblement  de  ceux  des  expressions  (i4)  »  ^.^  pour  des  valeurs  infini- 
ment petites  do     z    choisies  de  manière  que  les  modulea  de    —    diffhrent  senfiblemeat 

z 

de  ceux  des  expressions  (26).  Cela  posé,  le  théorème  2  de  la  page  258  du  second  volume 
subsistera  pour  la  fonction  (26) ,  en  sorte  qu'on  aura 


et  par  suite 


=((iSS^(4-T)))- 
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(  16?) 


ab  ab  ab  ab  ab  ab 

4-  etc.  = 


1     e  ^" — e    *"  I     e^  —  e     ^^ 


I  € 

(«9) 


tf^+«^  «*'  +  «     ^^  c^'+c"*"^ 


>a6  ao^*"^  SWij        31      a^^  ^^         afl^l  '    51     afl6      '        m?       afl^J'  ' 

Sî,  pour  aJbréger»  l'on  ùii    %ab  =  «a: ,    la  formule  (29)  deviendra  simplement 

Ix  -Ix  \x  -Ix  Ix  -Ix 

En  remplaçant  dans  cette  dernière    x    par    xv^  *     ^^  ^^  tirera 

(3i)    -taDg-+-taDg-+-tang-+...==(--cola.j+^(--cot-J  +  5(--cot-]+elc. 

Il  est  bon  d'observer  que»  peur  établir  directement  la  formule  (Si)»  il  suffirait  de 
prendre 

il  \                                   /•/  \        *     •^^^  i^^Ti         a»l 
(32)  /W  = 1 1» 


ou  bien  encore 


(33) 


a 
C08 


sm— — 


(wr 


((c))^    désignant  Tune  quelconque  des  deux  yaleurs  de    t    propres  à  vérifier  l'équation 
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(  i68  ) 

(54)  e*  — «  =  o. 

En  effet,  dans  Tun  et  Tautre  cas ,  le  théorème  a  de  la  page  aSS  da  second  volume  en-^ 
traînera  la  Tormule 

(55)  <r  ((/(,)  ))  =  o, 

qui  se  réduira  simplement  à  l'équation  (5i).  Remarquons  d'ailleurs  que»  dans  le  cas  où 
la  fonction  f{z)  est  déterminée  par  la  formule  (53) ,  cette  fonction  devient  généra- 
lement infinie  pour  une  valeur  nulle  de  z.  Mais»  comme  dans  le  même  cas  le  produit 
zf{z)  s'évanouit  avec  z  ,  la  constante  précédemment  désignée  par  Am^u  t  et 
par  suite  le  résidu  de     f(*)  ,     relatif  à     z  =  o  ,     doivent  être  censés  nuls. 

On  pourrait  faire  beaucoup  d'autres  applications  des  principes  ci-dessiis  exposés.  Si , 
pour  fixer  les  idées ,  on  prenait  successivement 

i{z)      sïn  az     sin- 
(36)  /(»)  =  ■ 


F(z)      008  as     cos  — 


î{z)     cos  az    008  — 
(57)  /(«)= • i- 


F(«)      sïnaz     sin  — 


({z),¥{z)    désignant  deux  fonctions  entières  de    z,    et  la  fraction       ;  ;     étant  irré- 

F(f) 

ductible,  on  trouverait  i.*"»  en  supposant  le  degré  de    £[z)     inférieur  au  degfé  de    F(:) , 
et  la  fonction    F{z)     non  divisible ,  ou  divisible  une  fois  seulement  par     z  , 


(38) 


p//  f(«)     sïnaz     sin-\\ 

H   F(«)      COSflZ      C08-^^ 


2/  en  supposant  le  degré  du  produit    5  •  f  (c)  inférieur  au  degré  de    F{z) ,     et  la  fonc- 
tion    ({z)     divisible  par     z , 

//  ({z)     cosaz  008 -\\ 

VI  F(»)    sin 02;  siû- Il 
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(  »69) 
On  trouverait  de  même  i.*  en  supposant  le  degré  du  produit     z[{z)     inrérieur  au  degré 
de     F(z) ,    et  la  fonction     F{z)     non  divisible  par    z  , 

(4.)  i//JM._L_U  =  „, 

Il   F{z)     cosaz.cos-  ] j 

s.""  en  supposant  le  degré  du  produit    t^({z)     inférieur  h  celui  de     F(s)  ,     et  la  ronction 
i{z)     divisible  par     z , 

(4.)  i//J(fL_l_\\  =  „. 

n  F(«)     sinflï.sîn-  j  j 

On  obtient  des  résultats  dignes  de  remarque  en  développant  les  formules  (38)»  (Sg),  (4o), 
(4i).  Si  »  pour  plus  de  simplicité,  on  prend 

f{z  *  )     désignant  une  fonction  rationnelle  de    z  »     les  formules  dont  il  s'agit  deviendront 

(45)  lU f ))  =  o. 

Il    008  02       COS—  Z       fi 

Il  COSfli       COS-      f{z^)  W 

(44)  m- _i ))  =  o. 

%\  smo^      sm—         z      il 

n    COSAie.COS—  Z        /  JL 

(46)  iii-^^m-\\=... 

l\  sinaz.sin—         z      II 
et ,  en  les  développant ,  on  trouvera 


(46) 


ir 


3ir  5  ^  5f 


(48)  _ 

=  - <l^tanga» lang- -iiii-i^ , 

IV.*  AWiriB.  95 
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(48) 


(  170  ) 
cot  —  + cot  —  ^ — ' col^- 

i  %  2  Sir  3  on 


{ 


"  j*    .         *  a  fi**))) 

= C cota*. cot ^^'^   ''• 


(49) 


^W^'^Vin        a«*      f\vA~f\^-)        aaAl-"  HT^J'^llS^)        «a* 


.sec 4     -■ — «ec-ï — +  — = — = iec-_ 

«3  &ir  5  Su 


f 


«  r       ■■■■^      ♦  <(A*'))) 

=  —  osecos.  sec ^ 

4  *         * 


— ^^ — ' ^ — ^coséc ^^ — - — ^i— ^coséc  —  +  — î: ^= — ^^^--^coséc  — -.. 
=  —  ocosécas.  co»éc  —      ^^         . 
a                                 se 

Si  i'oD  pose  dans  les  formules  (4 7) f  (4g)     a  =  6  =  —  ,     et  dans  les  formules  (48)  . 
(ôo)     a  =  6  =  ira: ,     ces  quatre  formules  donneront 

j (ang  -^ 2_ tang-^  + g ^'ngT^"'- 

(5.)( 


9 


=  __i,tong-j-.tang- j . 

^  cotTTx»  + ^^-^^ cot  ——  + 2 — cot  — =—  +  . 

I  a  a  3  3 

=-i<!:cot.«.cot^imîi2i , 


9  «  2 


(S3)1 


1  a  3  6  5  lo 

=_*^,éc^ifi..éc^Jl^îî:i^. 

4  a  a«  « 
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inM^....  ^(t)-^(^  ^^.  r(TMi=)  ^^... 

(54){ 

(=  —  —  £ cosécirCDf .coséc  -^^ ^^^^^  ^^^    . 

11  importe  d'observer  que,  dans  les  formules  (44) >  (45)»  (4^)»  ^1  par  cooséqueni  daus 
les  formules  (48),  (49)»  (5o),  (Ss) ,  (53),  (54)  la  fonction  rationnelle  et  paire  f{t*) 
doit  être  divisible  par  s*.  Ajoutons  que  les  seconds^em'bres  des  équations  (47)»  (48)» 
(49)»  (5o),  (5i),  (Sa),  (53),  (54)  s'exprimeront  en  termes  finis.  Donc  les  séries  que  ren- 
ferment les  premiers  montres  de  ces  diverses  équations  pourront  toujours  être  sommées 
à  Ivaide  du  calcul  des  ré^dos.  ^ 

Pour  appliquer  la  formule  (5i)  à  des  valeurs  particulières  de  la  fonction    f{z*)  ,     fai- 
sant successivement 

On  trouvera ,  dans  le  premier  cas, 

(55)    tang  — +  --2 tang— --^+-— z — ^tang— — +•••  =-r*ûDg»,-—  , 

^     '      I-»*       ^    a       5.9-«*  •     '^.  6       5   aS-o:*       °    lo  4     ^  ^ 

et ,  dans  le  second  cas , 

,,^v  ï-«'  îf^"  *  9-a?*  ir«*  I  a5-«*  .  irx*  n  1  «~-s"  f  \ 
(^^)i:;F''^°8-^-'5-^;ï^tang-^+-  ^l 

^s  »  +e"  »   / 

Au  reste,  on  déduirait  immédiatement  la  formule  (54)  de  la  formule  (53)  en  substituant 
à  la  variable    x    le  produit     x^T^  •     Ajoutons  que,  si,  dans  ces  formules^  on  pose 

ac  =  1  ou  05  =  —  ,     on  en  tirera 
a 

-ï — II 
♦  »+*"»/ 

...5,         it.iSy  w.i     101  w     .     1  .  loi   .  w     ,  * 

(59)    ^tang-  +  _3|tang-  +  --^Ung-  +  -^taD6^  +  ...  =  ^. 
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Supposons  encore 


1 


On  conclura  des  formules  (5i),  (Sa),  (53),  (54) 


(6l  ) COUx'  +— — 7-COl +  COt— -  +. .  =  —    cor  7ra5-   — — 1       , 


x»  4      X*  9      X* 


^a;»       UJ 


.r  '  9       X  • 


(62) séC ; Séc 


^     a«  10  i6jI  ^        îf  I  a/ 


\2  J  ,    ^«'        U  ) 


1  .         .Va/  X    '^**.     ^5/  -    fr««  fr(/        a        \  ) 

.,  __^  cOSéc^X-.  jT-J-^^—  +  x|-7C0Séc— ...  =-    (___Lcosécfirx|  • 

*   'x"  4      X»  9   "«"  * 

Si,  dans  ces  dernières  équations,  on  remplace    x*    par    x*y^r7,     on  obtiendra  les 
suivantes 


TX»  TX*  y   .    V  TX'  TX! 


f   1    X  TX-  X«- 

(t)   .-^-r^  .  (f) 


«B«  «t» 


^  l  TX»  T»*        *^      X»  9  ^«2  *» 

(64)  / 

*  V» 


a5**'x»      g   10^^      10 


C^rx  «rx  ' 
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(65) 


,(  1^5  )  ..     ,    ■■•'.:'   ''■ 

1 

1 

(f)  ";.-"■ ,  (f) 

«-x»          ^x» 

*'+,. 

e       -# 

X»       4          «-x»           5rx>      '      x"       9 

^x»          ^x» 

4 

[tf*'Vî+e-irx/7-acos(wa?v/r)]*    ' 

I 

1 

[t)           ,-   ,     (f) 

1 

'■-ir 

irx»           ;rx» 

-  +  elc. 


—  etc. 


(66) 


(yx  £» \ 


(67) 


■  mmmm il     j  If   l^l  '     T'^lll  ■  ■       '  1        ■  ■     '        ..^    Pli* 

1  .  ûP«      4         «w*  «w»    ^^    »«.    9         ^»  *x»  ^*^* 


Lorsque  dans  l'équation  (67)  on  écrit  ^/T  au  lieu  de  x  ,  on  retrouve  la  formule 
(1 17)  de  la  page  uji  du  fécond  vokime.  Par  conséquent  cette  formule,  que  nous  avions 
établie  par-  un  calcul  contre  lequel  on  aurait  pu  élever  quelques  objections ,  est  parfai-^ 
tement  exacte;  et  il  ne  doit  restei^  lk>-dessùs  aucun  doute. 
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USAGE  DU  CALCUL  DES  RÉSIDUS 


»AB 


L'ÉVALUATION  OU  LA  TRANSFORMATION  DES  PRODUITS 

COMPOSÉS  DtTN  NOMBRE  FDil  OU  IHFINI  DE  FACTEURS. 


Désignons  par     {{z)     une  foDcUoo  eotiëre  de  la  fariable     z  »    ei  par 

(i)  a,  Py         7,   ... 

les  racines  réelles  ou  îmaginairei  de  l'équatioo 

(2)  f(z)=0. 

La  Tonction    ({z)     pourra  6tre^prés_eQt^jlDUfl  la  forme 

(5)  fW=A(.-a)(,-p)(r^v) 

Soit  d'ailleurs    x    une  seconde,  variable  dUyuHK?  ^®    f»'  .^î  »  ^^°^  réquation  (5)  »  on 
pose  successivcmeni    z  =  o  ,  ? :r=  x  ,'   on  en  tirera 

(4)  '  ■  ■      '      f(o)=.K-a)KW.(-r-.7).-> 

(5)  f(*)  =  A(a?-«)(*-.p)(«-7);.,., 

puis ,  en  divisant  la  formule  (5)  par  la  formule  (4)  »  ei  admettant  qu'aucune  des  racines 
a  »  p  ,  7  »  *.•  ne  soit  égale  à  zéro ,  on  trouvera 

<')  ,         ^=(-T)(.-f)(-f)"- 

Soient  maintenant    Y[z)     une  nouvelle  fonction  entière  de    s  ,     et 
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(7) 

les  racines  de  Téquation 


(  >75  ) 


En  supposant  qu*aucune  de  ces  racines  ne  s'évanouisse ,  on  trot^vera  encore 


(«>) 


■||§=(-t)(-7)Kt) 


11  y  a  plus  :  si  dans  la  Tormule  (6)  on  remplace  suQGèssivement  la  variable    x    par  les 


X  X  x  ^.   ' 

rapports    — -  ,  —  ,  —  »  ... ,  on  en  tirera 

A  f*  V 


(.0) 


:  j  v^^  ■ 


#=(-^)hw)(-K)-': 


etc..  • 


et  par  suite 


m 'à-  '(f) 


M  : 


De  même ,  si ,  dans  la  formule  (9) ,  on  remplace  successivement  la  variable    x    par  le» 

XXX  *•       '. 

rapports    —  »  -r-  »   —  ,  ...  ,  on  en  tirera 

»«^  a  p  7 
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(  '76  ) 


(12) 


cl  par  5tiile 


('3)1 


a> 


#=(-^)(-^)(-f)-- 


etc..  , 

F(o)  F(o)         F(o) 


Donc,  atlendu  que  les  seconds  membres  des  formules  (ii)  ci.  (iS)  sont  composés  des 
mêmes  Tacleurs  »  on  aura  déÇaitivement 


(»4) 


1t)  '(7)  Kf)     '(€Hj)  '(7) 


W".' 


fCo)         f(o)         ({0)     _  F(o)  F(o) 

Crlte  dernière  tûthatàe.  de  laquelle  il  résulte  que  les  deux  produits 

'(t)  '(f)  '(f)        '(f)  r(f)  "(7) 


f(0)  f(0)  f(0) 


p.(<>)  •    »(«) 


F(o) 


peuvent  être  transformés  l'un  dans  l'autre,  se  déduit  aisément  da  calcul  des  résidus, 
ainsi  que  nous  allons  le  faire  voir.  , 

f  -,  i 

Supposons  4'aJbord  ;  pour  plus\d^  comkâodilé»  ^ù^auc^nè  des  équations  (s)  et  (8) 
n'offre  de  racines  éirales.  Faisons  d*ailleurs 


(i5) 


(^)   '(7)   '(t) 


f(o) 


f(o)         f(o)     •••' 


Digitized  by  CjOOQIC 
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(  m)' 

<'^)  :^=^  F(?:'-^g(o) — m^. 

Si  la  valeur  de  .a;  eit  assez  rapjgrpchée  de  zéro,  pour.q^^e  ht  partie  réelle  de  chacun 
des  rapports  '  ^  .     .     .     *  . 

reste  posilire,  et  que  les  coefficients  de     \^  ,     dans  les  Icrgaritho^s  de  ces  rapports, 

fournissent  une  somme  renfermée  entre  les  limites  -^  —  >  +  —  m  on  tirera  de  la 
formule  (i5)  ^  -^    i  -  .       -.  i .       .  /...  , 

,     f{i)     •;,;(£)     ,f(-]    , 

■■-  '  ;:     .  I:;;    •.         .     .:    \r  ..  ,  -jr  <;    •:  '  ,;jl;c  >■/   .«     ■      .       ^  i   •  .••/  •;   .î  ■   • 

Ajôbtons  que ,  dans  tôiis  lés  c^s  j^ 

le  double  signe  d:z  devant  être  réduit,  dans  chaque  logarithme^,  au  signe  +  ou  au 
signe  —  suivant  que  la  fonction,  placée  à  la  suite  de  cç  double  sÎKQe,  offrira  pour 
partie  réelle  une  quantité  positive  ou  négative,  et  :*É  t  ues^griant  une  quantité' entière 
convenablement  choisie.  Si  maintenant  on  différencie ,  par  rapport  à  œ ,  les  deux 
membres  délia  form^ule  (17)  ou  (18) ,  on  en  oondura 

On  trouvera  de  même        '/    "  .      '   ^     -,         ^•'.         *\ 


•A — rH ;  !      ■  / 


On  éUblit  tans  peine  U  formule  (18}  à  l'aide  dea  princîpef  ezpoiéi  dana  TAnalyaci  ^%ébriqae  (cHiap.  IX}. 

IV*.  AiiiiÉB.  a4 
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..._/r'(f)^.r(f)^.r-(i) 

D'ailleurs  le  second  membre  de  la  formafe  (19)  peut  étrerrepr^Dlé  par  rooe  qaelconqoe 
des  deux  expreasioDs  équif  alenles 


X 

dont  oa  obiteni  la  dernière»  en  remplaçant  dans  la  première    z    par    —  »     et  multi- 

plianl  la  fonction  sous  le  signe    ^    par    *■  ^*  ■  ?=-*".^ — \    conformément  aux  règles 

tracées  dans  le  premier  volume  (pages  167  et  suiv.)  pour  lê  changement  de  variable  in- 
dépendante dans  le  calcul  des  résidus.  Do  même,, le  second  membre  de  la  formule  (ao) 
peut  être  représenté  par  Tune  quelconqne  des  deux  expressions  équivalentes 

Gela  poté',  on  tirera  dM  fonnule*  (19)  et  (90) 


(.3) 


1     dP 


^ = ^  j. -lAii.  _L(î)_ -j.  £,  ±  i!H. 


P   dx         Q   dx        ^t      ^lx\      ((F(.)))/^^.     F(«)     //f/M\]' 
oa  plut  limplement 

attendu  que  la  fraction 
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(««) 


(  m  ) 


ne  deviendra.  pa«  iiiiiQie  ppur  une  valçor. nulle  d|s  z.  TRfhciir^wmi,  nVù^  nomme 
m  le  degré  de  la  foQctio9  eAUèrp  f  (^)  »  ,  la  firacUop  (s5)  popm  èire  pQnsUfMe  comme 
le  produit  des  deux  rapports 


(.6)  --•  -  -i-  f'W 


t'It) 


'(f) 


F(.)  • 


qui ,  pour  des  Taleon  nulles  de    t  »\   ou  de»  Taleurk  infinies  de    ~  ^  •  se  ridtoîront.  le 

mk  * 

premier  à     — r--*  =  m  ,     le  second  à  la  constante, finie 

•  ■     '  • ■  .     .^    *     . .  î 

comme  des  valeurs  infinies  de    ^    réduiront  le  rapport 


première     -^  =  m,     le  second  à  la  constante, finie  W  ^     D*un  autre  côté. 


I  la  constante  finie  -^^ ,    et  PexpMsinbn  (a6)  alilsf  ^ë  le  produit  '       ^ 


(t8) 


(t)   F'(«; 


(t). 


F(o) 


)  '  i  L'iio.  <  b  flisirJ  no 


de  la  fonction  («5)  et  de  la  variable    z ,    à  zéro;  on  aura  »  enferlo  dr  la  IbrmQle  (64) 
de  la  page  a3  du  premier  volume  p 

et  par  suite  Kéqaation  (94)^oiUiera 

tx\  t     dP       .1    dQ 
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(  1*>) 

n 

Or  celle  dernière,  muilipliée  par     -pj^zdxi  »  _'  ^ef^ent 

(3.)  ''t|')=P'«'» 

puîi,  en'l'mlégranl  h  ipiik!i''dè    i^J  =  b^■'■W  dW«ifWtfl'tjire  ehàCOlie'dés  rohtolteta*     P, 
Q    serédiih'à  l'iinilépoui^uiie'Vdlbut'hullède    b;     où  iirbuve  '  ' 

I 

(39)  |._,=o.  /»:«.,<?'. 

OU,  ce  qui  rcvienl  au  môme,  * 

,..,.j.(f)  '(a4f),....,,4xlr(T)r^fâ-.  .. 

(i4)  —  — 


l(o)  f(o).         f(o}     F(o)         F(o)         F(o) 

..•.:,,■■    .i;.ji  n- M      .----7,-      ■«•■•i     '     '  -•    •••I   -  j  '  '        ••  "  ^ 

La  ibrtDule  (i4)  ainsi  éNJbflio»  dans  le  cas  où  les  racines 

4   .*     ■.  »  . 

a,  p,  7,    ...   X,  f*,  »,    ... 

sonl  toules  dislinclos  les  unes  des  autres /subsistera  évidemment  »  quelque  pelites  gue 
soient  les  diflfércnces  do  ces  mêmes  racine^»  ^ l  par  conséquent  elle  continuera  de  êùh- 
sisler  dans  le  cas  même  où  plusieurs  de  cts'  racines  deviendraient  égales  entre  elles. 

Si  Ton  désignah:p{if',.,^|.,:uiM^i;ii)9Kr  pftetiçutiitrc,^^  la.yariaWci  •  «  Aij;^il..*i«r^ri\il  delà 
formule  (  1 4)  r  en  posant    ce  =  Ç  ,  ' 

,,    Kf)  '{^  'i^)  l:'(I)  ^(DziiL . 

^  ^       f(o)     f(o)  "-th~---fh     no)     F(o)   •••• 

(|nU,r>tndM$«tik^ibiWMk^i4)>ponIa  feffmuleiÇ33)v<b»ilaotfrenk^   ... 

Concevons  è  présent  que  les  fonctions  f  (;) ,  F(z)  cessent  d'être  entières.  Hais  ad- 
mêlions  qu'elles  restent  finies  et  continues ,  ainsi  que  leurs  dérivées  des  divers  ordres 
pour  toutes  les  valeurs  finies  de  c.r  Suppo80iM-,4'ailIeurs  1.*  que,  pour  chacune  des 
deux  équalions 
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(  i8i  ) 

(35)  fW=o,  (S6)  T{z)  =  o, 

les  racines  diiTérenles  de  zéro  soient  inégales  onlre  elles,  s.'  que^  parmi  les  mêmes  ra^ 
cines ,  celles  qui  offrent  des  modules  inférieurs  à  une  limite  finie  A  ,  soient  en  nombre 
fini ,  et  représentées ,  pour  l'équation  (35) ,  par 

(37)  «,        Pf        7>  Vf 
pour  l'équation  (3G) ,  par 

(38)  X,        fi,        V ,  ..... 
Si  l'on  prend 

„>    n     ''(t)^''(7)^''(t)  -(t)    ^'(f)    "(f) 

>'(t)-  'ij]  -'[t]      -^(f)  f?(f)  '"(f) 

la  fonction  ff{x)  restera  évidemment  finie  et  continue ,  pour  toutes  les  raleiifs  réelles 
ou  imaginaires  de  x  qui  offriront  des  modules  inférieurs  à  i?.  En  effet,  parmi  ces 
valeurs  de    x  ,     celles  que  renferme  la  suite 

(40)  x  =  a\,  jf=:afA,   x==av,  ...  x  =  f>^  x  =  p^,   jp  =  Pv  ,  .r.  ar=7>,  0?==^^^,  x  =  7v.^. 

seront  les  seules  qui  puissent  rendre  infinies  qu'elqtfes-un'ès  des  fractions  comprises  dant 
le  second  membre  de  la  formule  (Sg) ,  en  faisant  évanouir  leurs  dénominateurs.  D'ail- 
leurs, pour  chacune  de  ces  valeurs,  deux  fractions  deviendront  infinies  simultanément/ 
mais  leur  différence  restera  finie.  Ainsi ,  par  exenaple,  pour    a?  ==  aX  ,     les  deux  fractionf 


(40 


''(t)  ^'(7) 


deviendront  infinies  en?  mêiâe  temps.  Mais  leur  différence  ou  le  rapperri- 


(4«) 


■(f)^(i) 


conservera  une  valeur  finie  qui ,  en  vertu  d'un  théorème  connu  de  calcul  infinitésimal- ,r 
sera  la  même  que  celle  du  rapport 


Digitized  by 


Google 


(  «s»  ) 

"'(t)''(t) 

t\  par  conséquent  égale  à 

Cela  posé ,  "faison»  * 

(45)  ^  =  +(»)  =  «^5 

g  dési{gnant  une  valeur  parliculière  de  }a  variable  x.  La  fonction  ^(x) ,  ainsi  fi)* 
f  (x) ,  retlera  fioie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  sp  dont  le  module  sera  in- 
férieur k  l'unité;  et  l'on  aura ,  pour    ce  =  Ç  > 

(46)  y=^H^). 
Do  plus,  la  formule  (45)  donnera  généralement 

^*7>  ^  =*'(«)  =  ?(«).«  =r?(«), 

OU  9  ce  qui  reWenl  au  même , 

Aioii,  la  foncUon  de  x,  représentée  par  j  ou  4'(âB) ,  devra  remplir  la  double 
condition  de  8e  réduire  à  i*unité  pour  sd  =  Ç  »  et  de  vérifier ,  quel  que  toit  x ,  l'é- 
quation dtfTérentîdle  linéaire  (47)  ou  (48).  Qr,  cette  équation  n'admetlanl  paa  d*inlér 
graJe  singulière,  la  double  condition  dont  il  s'agit  sera  remplie  tant  que  les  modules  de 
;  ek  de  0  resteront  inférieurs  k  B.  Donc,  puisqu'on  vérifie  encore  cette  double 
condition  en  prenant 


(4y)     r= 


'(t)    '(f)    '(t)       '(4)    '(I)    Ki) 


•m  '(f)  '(f)   Hi)  ^(7)  '(f) 
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(  i85  ) 

les  valeurs  de  jt  fournies  par  les  équations  (45)  et  (49)  seront  nécessairement  iden- 
tiques» en  sorte  qu*on  aura,  pour  toutes  les  raleiurs  de  x  et  de  \  dont  le  module 
ne  surpassera  pas    B  9  - 

.^        '(r)     'Ç)    f(-:)         F(l)    F(i)    F(l)  /.„.,,. 

'(^)      '(-;)     '(f)  F©    F(f)    F(î) 


ott  9  ce  qui  refient  au  même  r 
(50 


SI  j  dans  la  dernière  formule  p  on  pose    S  =z  a  ^    efic,  donneftf 

^^*^  f{o)        f(o)        f(o)     • F(o)        F(o>       r(o)     -^ 

Désignons  maintenant  par    f{z)     ane  fcmction  semblaiblé  &  celle  qui  est  reûfermée' 
sous  le  signe     c^    dans  la  formule  (agf) ,  eff  sorte  qu'on*  ail 

(55).    •  /(•)  =  -4^^ .  -.'■'( 

Sup)posons  dé  plus  que  Ta  fonctioti  (55^  ou^  f{z)  puisse  être  décom|pdséft  en  dmx 
parliôi ,  dont  la  première  soh  la  sommé  de  pfusieurs  termes  réciproquement  pixipor- 
ifomiels  i  des  puissances  entières  de  z  ,  et  dont'  la  seconde ,  Oiultiplfée  par  \z ,  fimt^ 
nitse  un  produit  qui  s*é?anouisse  pour  certaines  valeurs  infinimeul  petitet  de  9.  Si 
en  attribuant  au  module  r  àe^lfi  variable  z  des  valaurs  infinimeul  grandes ,  on  mu^ 
lea  choisir  de  manière  que  Tune  des  fonctions 


(54)  */(*)=^ 


'ii-)m 
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(  i84  ) 

devienne  sensiblement  égale  à  une  expression  déterminée     /,     quel  que  soit  d*aiilcur» 
le  rapport    —  ,     ou  du  moins  de  manière  que  Tune  des  différences 

reste  toujours  finie  ou  infiniment  petite,  et  ne  cesse  d*étre  infiDimenl  petite»  en  demeu- 
rant finie  9  que  dans  le  voisinage  de  certaines  râleurs  particulières  du  rapport    —  ;     alors» 

en  vertu  du  théorème  énoncé  à  la  page  974  du  second  volume»  et  des  principes  établis 
dans  l'article  précédent,  on  aura 

(58)  «£((/(«)))  =  #. 

ou,  ce  qui  revient  au  même» 


(59)  l 


((^^éS"))-'- 


pourvu  que  Ton  réduise  le  résidu  intégral  compris  dans  l'équation  (58)  ou  (5g)  k  sa 
valeur  principale.  Si  d'ailleurs  on  attribue  au  nombre  ci-dessus  désigné  par  R  une 
valeur  infinie,  les  séries  (Sy)  et  (38)  renfermeroni  toutes  les  racines. de;^.|&quttions(3J5)^ 
(S6)  »  ou  du  moins  toutes  celles  qui  ne  se  réduiront  pask  zéip.  Aisprs^^ien (Supposant^ 
mêmes  racibes  rangées  d'après  l'ordre  de  grandeur  do'leurs  niQdu,l^.r9^,44^gV^')^.|^ 

r(^)F'(i)     '.    .    .     ■      .:.    I    ...:•■ 

f  (~)  F(*)        ^^*'' 

ie  résidu  partiel  do  /(«)  relatif  &  t=o,  en  sorte  que  —  représente  le  lenw 
réciproquement  proportionnel  à     z    dans  la  fonction     f{z)  ,     on  trouvera 
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\'{-^)n.)  Il 


(61) 


»(t)    >'(7)      "(f)     ■"     ""(t)      ^f(|)      ,T{f) 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(62)  <^1(-7In )|=^-f-?(»); 

■•      •■      y\«fl— •|,F(»)  y^'.  ......    .:i     ,v,r.   >•.,  ..... 

...  .  .  '  .      .  ..'•>.. 

puis,  en  combinant  Téquation  (6s)  avec  les  formutes  (5^)  et  (5o) ,  on  en  conclura 

(65)  ^{x)=^-X,  ■    ■'■■  •'■>■•    ^'0-*" 

,^,,  _^  '(?)  '{7)    ^(1)  np  '(;)  _  /r(*-^)- 

Donc ,  si  dans  le  produit  '      ; 

on  fait  entrer  toutes  les  fractions  de  la  forme  « 


et  correspondantes  à  celles  des  racines  a  ,  p  ,  •/,....>,  ^a,  v^....  qui  offrent  des  mo- 
dules inférieurs  au  nombre  B ,  il  suffira  d'attribuer  à  B  des  valeurs  de  plus  en 
plus  grandes ,  pour  que  le  produit  (65)  converge  vers  une  limite  finie  équivalente  à  l'ex- 
pression 

IV*.  AIKNÉB.  25 
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(Mi)  •    '  ; 

«I  «m  ohliniiilra  In  formule  (64) ,  en  considérant  le  premier  membre  de  cette  formule 
r.oinnir  com|ioi«^  d'ono  infinité  do  facteur*.  On  aura  par  suito 

'(î)     'C)     rO  F(i)    F(i)    F(i) 

Jiuc|u*ici  iioiif  avons  supposa  qiio  »  poor  chacune  des  équations  (35),  (36)»  les  racines 
(liflMronlM  do  sAro  Alaieni  inégales  entre  elles.  Mais  la  démonstration  que  nous  avons 
donnéo  do  la  formulo  (64)  ou  (67)  peut  être  facilement  étendue  au  cas  inêoie  où  la 
équations  dont  il  s*a|cit  offriraient  des  racines  égales  qui  ne  seraient  pat  nulles.  Suppo- 
sons «  par  exemple,  que  n  racines  de  Téquation  (56)  deviennent  égales  à  >  ,  eo 
sorlo  qu*on  ait  non-seuloment 
(i^)  F(X)  =  o, 

mais  encore 
(tH>)  W  (\)=ô,         F-(>)  =  o,  ...  FC— 0(i)  =  o. 

I«a  somme  des  fractions  corretpondanles  à  ces  racines  dans  le  second  membre  de  la  fa- 
mole  (Sq^  sera 

'•(t) 

(70)  Il 


''(t) 


el  la  $e«ime  de»  termes  qui  «  dans  ce  second  membre ,  deTiendroiil 
se  nMhiira  simplement  à 


v:»> 

D'mMmC».  Mr««|>«K 

.'^^ 

*=««+«» 

.      A^«(C«M»I  WM  rtmkk  ÎK 

twTMt  ptùir.  «C  à  r«B  d 
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suivant  les  puissances  asceodanles  de  s ,  en  ayant  égard  aux  équations  (68),  (69),  il 
suffira  de  négliger  dans  les  développements  obtenus  Ici  termes  infininxent  petits  pour  ré- 
duire ces  développements  aux  deux  binômes 

n  1         f-(«)  n  n  FC«+0{X) 

w4)  --  4-  -7—  TFTTr  •  ~  "♦■ 


Donc ,  pour  i  =  o  ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  pour  x  =  ol\  ,  l'expression  (69) 
sera  équivalente  à  la  différence  des  binômes  (74)  »  c'est-à-dire  à 

,   ex  (    ï        n«)  «  F(«-»-'>(X)  ) 

Il  est  aisé  d'en  conclure  que  la  fonction  ^  {x)  ,  déterminée  par  la  formule  (39),  restera 
encore  finie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  x  qui  of- 
friront des  modales  inférieurs  à  R.  D'un  autracôté,  il  suit  des  principes  établis  à  la 
page  340  du  premier  volume  que  »  dans  Is  cas  ob  n  racines  de  Téquaiion  (56)  de- 
viennent égales  à     X  ,     le  résidu  partiel  Je  la  fonction 


(7«) 


correspondant  à  la  valeur  >  de  2;  »  est  pirétiséraent  l'expression  (70).  Donc  l'équation 
(61),  ou  plutôt  celle  qui  la  remplacera»  se  k^éduira  encore  à  l'équation  (fe),  et  en  la  com- 
binant avec  les  formules  (5o) ,  (69),  (62) ,  on  retrouvera  les  équations  (65),  (64),  (67), 
Seulement,  dans  le  premier  membre  de  réquation  (64)  «o  (67),  n  fraeftiolit  égales 
correspondront  aux  racines  dont  X  désignera  la  valeur  commune ,  et  le  produit  de  ces 
n     fractions  sera 

,  (f) 

(77) 


(t) 

Eo  résumé  »  l'on  peut  énoAcer  la  proposition  suitanle. 
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1."  Théorème.  Soient    ({z) ,  Vfz)     deux  fonctions  de     z     qui  restent  finies  et  eon- 
tiîiues ,  ainsi  que  leurs  dérivées  des  divers  ordres,  pour  toutes  Us  valeurs  finies  de    z. 
Supposoni  d'ailleurs  que  l'on  ait 

(35)  f(î)  =  o,  (36)  F(z)=o. 

et  que  celles  de  ces  racines  qui  différent  de.  zéro^  étant  rangées  diaprés  Vordre  de  gran- 
deur de  leurs  modules,  soient  représentées  par 

(37)  a,  p,  7,   ...  , 

pour  C équation  {JiS),par 

(38)  À,         fi,         V,  


pour  Céquation  ^36).  Admettons  encore  que,  parmi  les  mêmes  racines,  celles  dont  U 
module  reste  inférieur  à  une  limite  finie  R  soient  en  nombre  fini.  Enfin  désignons 
par  X  une  nouvelle  variable  distincte  de  z.  Si,  en  attribuant  au  module  r  de 
la  variable  z  des  valeurs  infiniment  grandes ,  on  peut  les  choisir  de  manière  que  Cune 
des  expressions 

»'(f)F-(.)  _     ■(^(f)n.)..'.f-{irf )"•(-■) 

devienne  sensibletnent  égale  à  une  expression  déterminée  S ,  quel  que  soit  le  rapport 
-^  ,     ou  du  moins  de  manière  que  Cune  des  différences 

f(-^)F(*)  a(f(^)F(,)'       ■f(-î-)FH)) 

re^to  toujours  finie  ou  infiniment^petite^  et  ne  cesse  d^étre  infiniment  petite  en  demeu- 

rant  finie  que  dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs  particulières  du  rapport  —  ;  si 
de  plus  la  fonction 

(53)  '  /(c)=-_li . 

xf(-f)F(.) 

peut  se  décomposer  en  deux  parties  dont  Cune  soit  Ut  somme  de  plusieurs  termes  réei- 
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pro<iuemenl  proporiionnel»  à  des  puissanees  entières  de    z  ,     et  dont  Cautre  s'cvanouiste 
pour  certaine*  valeurs  infiniment  petites  de    z  ;    alors ,  en  désignant  par    X    le  ré- 
sidu de    /(:)     relatif  à     s  =  o  ,     en  sorte  qu'on  ait 

f(.f)FW        ((^)) 
tt  par     q     une  valeur  particulière  de     x  ,     on  trouvera 

„, ,  'D  'M.  '^)  _  ^d)  !.(î)  ^Iv)   f:<^--^^' 

pourvu  que  Con  considère  chacun  des  produits  que  renferme  Céquation  (G7)  comme  com- 
pose d^une  infini  lé  de  facteurs,     ^ 

Corollaire  i."  Si ,  dans  la  formule  (67) ,  on  jjrenrl     Ç  =  o  ,     elle  donnera  jiîmplcmont 

^^^^       f(o)       r(o)       ^W    '*'         H^)      f(o)      F(o)     •••^ 

Corollaire  s.  Si     ^  et  X     s'évanoqisfent»  les  formules  (67)  et  (78)  deviendront  rea- 
peclivcment 

^''*'^  f(o)  f(o)  f(o)      F(o)         F(o)  F(o)       

Si  de  plas     f  (o)  et  F(o)     se  réduisent  à  l'unité ,  on  aura  simplement 

(-)  '(T)'(7)^(T)-  =  ^(T)'(f)^(f)-    ■ 

Observons  d'ailleurs  que    X    devra  être  censé  réduit  à  zéro^  toutes  les  fois  que  l'ex- 
pression (54)  s'évanouira  pour  certaines  valeurs  infiniment  petites  de  la  variable    z. 
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L'un  des  produits  compris  dans  les  deux  membres  de  U  formule  (67)  cesse  de  ren- 
fernier  une  infinité  de  facteurs ,  dès  que  l'une  des  fonctions    ({*),  F(i)     devient  entière. 
Supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  la  fonction    f  (s)     soit  non-seulement  entière ,  mais 
du  premier  degré  et  de  la  forme 

(82)  f(3)=i-r. 

Alors  les  racines     3,  p,  y,...   se  réduiront  à  une  seule ,  savoir     a=i.     D«  plus,  les 
fonctions  (54) .  (55)  deviendront  respectivement 


(85; 


'         F'(') 


(8/,) 


'(-^) 


vA  si  elles  conservent  des  valeurs  finies ,     t     étant  infinie  »  ces  valeurs  seront  les  uiéuics 
que  ceileë  de^  fonctions  suivantes 


(85) 


F'(») 
F(.)    ' 


(86) 


-t|(-+t)4^h-(.-.:-)ii^I- 


Donc  l'expression,  représentée  par     /    dans  le  théorème  i.**,  sera  de  la  forme 
(87)  ^  =  — /o.  ou  (88)  ^  =  —  ^o  —  xj,. 

$^     désignant  la  limite  vers  laquelle  convergera  la  fonction 


(89) 


F(.)    • 


OU 


(90) 


(   F^(.)  F-(-0   ) 

F(z)     "^     F(-») 


tandis  que    z    deviendra  infinie .  et    ^,     désignant  la  limite  de  la  fonction 


(90 


I   (  F-(>)  FX-«)   I 

aï  I    F(«)  F(-«)    j  • 


Enfin ,  dans  la  formule  (60) ,  la  fonction  sous  le  signe     C/    sera 


(9«) 


F'(z) 


(*..)F(0    • 
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et  ne  deviendra  infinie ,  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  e  ,  que  dans  le  cas  où 
la  fonction  Y{z)  s*évanouira  pour  s=:o.  Mais»  dans  ce  dernier  cas»  si  Ton  dé- 
signe par  n  le  nombre  des  racines  de  Téquation  (36)  qui  se  réduiront  à  zéro  ,  on  aura  » 
pour  dea  valeurs  infiniment  petites  de  z  [voyez  les  Leçons  sur  le  Calcul  infiniiésimal, 
page  55  ] , 

zV'(z) 
(93)  -W"  =  "- 

Donc  la  formule  (60)  donnera 

(9^)  ^  -  <^  l^-iy-F w"  (W)-"^' 

et  Ton  aura 

(95)  X-^=-^  +  g..  ou  (96)  X-^=-^  +  g,  +  xS,; 

puis  on  en  conclura 

(97)  "  =  (t)   ' 

OU 

(98)  c  =  ITJ  ^ 

Gela  posé»  on  obtiendra  évidemment»  à  la  place  du  théorème  i.*'^  Tune  des  propositions 
que  je  vais  énoncer. 

Théobêmb  3.  Soi%  F(z)  unt  fonction  de  z  qui  reste  finie  et  continue,  ainsi  que 
ses  dérivées  des  divers  ordres  »  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  z .  Supposons  d^ail-^ 
leurs  que  Con  ait  résolu  Céquation 

(56)  F(^)=o» 

et  que  ses  racines ^  rangées  diaprés  C ordre  de\  grandeur  de  leurs  modules,  soient  re- 
présentées par 

(38)  X,         f*,         V,  ... 

Soit  enfin  x  une  nouvelle  variable  distincte  de  z.  Si,  en  attribuant  au  module 
r  delà  variable  z  des  valeurs  infiniment  grandes  »  on  peut  les  choisir  de  manière 
que  Cexpression 
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cUvienne  sensiblement  égale  à  une  constante  déterminée     So  «     ^uel  que  soit  te  rapport 
-,     ou  du  moins  de  manière  que  la  difltrtnce 

(99)  -^-^'' 

reste  toujours  finie  ou  in finiment  petite  ,  et  ne  cesse  d'être  infiniment  petite ,  en  demeu- 
rant finie  ^  que  dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs  particulières  du  rapport      ~-  ; 

alors,  en  désignant  par     n     le  nombre  des  racines  de  Céquation  (56)  qui  se  réduiront 
à  zéro,  on  trouvera 

X  ./.  X 

v{x)        '~T     '~7    '~T       /*\-  (^-i).7„ 

^'°")       TÛT- — r—r- — r-iTJ  ' 


li.  V 


Corollaire  i.*'  Si,  après  avoir  mulliplié  par     F(S)     les  deux  membres  de  ia  formole 
(loo) ,  on  suppose    Ç     inHoiment  petit,  on  aura  sensibicmeot,  dans  le  second  membre, 

(.0.)'  '^'^-      '""^"^ 


Ç*»  I.  2.3... n 

Par  suite ,  en  prenant     S  ^i=  o  ,     on  tirera  de  la  formule  (loo) 

•rj'o       F^")(0) 


(,«,)  FW=»-(._f)(.-.l)(,-l),...      -_5_. 

Si     n     se  réduit  à  zéro  ou  à  l'unité*,  l'équation  (102)  donnera  simplement 

(.05)  Kw  =  (._|)(,_f:)(._i)....-'*.p(„. 

OU 

M)  F(.)=x(._|)(,_±)(._i)....'V(,i. 

Corollaire  2.  Si     ^,    s'évanouit,  les  formules  (100),  (102),  (io3)  et  (io4)  donneront 
respectivement 
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,.oc,  F,.)=,.(.-±)(._±)(,_i:)..._^M^-; 

(.07)  F(«)  =(i --!)(■_ 4)  (i_i)...F(o), 

(.08)  F(.)==«(i-ij^_ij[i_')...F'(o).     V 

3.*  TnéoRâHB.  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  s  ,si  ton  peut  at- 
tribuer au  module  r  de  la  variable  z  des  valeurs  infiniment  gjfandu^ehùMes- de 
manière  que  les  expressions 

^^  ^  a|    F(z)    +    F(..)    i'       ,  ^9'^  az)   F(*)  F(-0    j'       ,^    . 

devienrunt  untiblement  égales  à  des  constantes  déterminées    ^.  .  <^,  ,     quelque  soU  le 
rapport    — ,     ou  du  moins  de  manière  que  les  différences         T. 


('09)      — 


F'(.)      F^^i     ^  '  (  F^(')     £1:11     ^- 


restent  toujours  finies  ou  infiniment  petites,  et  ne  cessent  d^étre  infiniment  petites  en 
demeurant  finies ,  que  dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs  particulières  du  rapport 

—  ;     alors,  en  désignant  par    n     le  nombre  des  racines  de  C  équation  (36)  qui  sert- 
v 

duiront  à  zéro^  on  trouvera 


I 

X  X  X  f         r\  ( (f    t     *+5 


,         ,  F(X)  >      p_  »  /«\"    '         '^       •     ^:  -' 


X  p  V 


Corollaire  1  •  **  Si ,  après  avoir  multiplié  par     l     les  deux  membres  de  la  formule  (  1 1 1  ) , 
on  attribue  à     ç    une  valeur  infiniment  petite ,  on  trouvera 

17/    N  FC«)(o)  /  X\f  X\f  X\  X^o^\SB*it 
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Lorsque    n    se  réduit  à  zéro  ou  à  l'unité  »  c'est-à-dire  »  lorsque  TéquatioD  (36)  n'ad- 
met pas  de  racines  nulles ,  ou  en  admet  une  seulement,  on  tire  de  l'équation  (us) 

(..5)  FW  =  (.-^)(.-f.)(.-i)....'*-*:-*-Fl.). 

ou 

(n4)  F(x)  =  .(,-f)(.-^)(.-^)...e'^'  +  ^"^'F'(o). 

Corollaire  2.  Si     ,^.  et  ^,     s'évanouissent,  les  équations  (1 1 1),  (1 1«).  (i  i3) ,  (1 14), 
80  réduiront  aux  formules  (io5) ,  (loC) ,  (107) .  (108). 

Appliquons  maintenant  les  diverses  formules  ci-dessus  établies  à  quelques  exemples. 

!•*'  Exemple.  Supposons  d'abord 

Alors  l'équation  (36) ,  ou 

(»*6)  8in5  =  o, 

offrira  une  seule  racine  nulle»  cl  une  infinité  de  racines  réelles,  les  unes  positives,  les 
autres  négatives,  savoir. 


\      izirzKf  2  =  — air,  «  =  — Stt, 


etc.  , 

("7)  :  ' 

etc.  j 


mais  elle  n'admettra  point  de  racines  imaginaires  [voyez  le  i."  volume ,  page  K97I.  De 
plus,  l'expression  (90)  s'évanouira,  et  l'expression  (91)»  réduite  h 

(118)  : , 

deviendra  infiniment  petite,  si  l'on  attribue  au  module    r    de  la  variable     z     des  va- 
leurs de  la  forme 


(«»9) 


r 


_    (an+i) 


it 


a 


n  désignant  un  nombre  entier  infiniment  grand.  Cela  posé,  le  3.*  théorème  sera  évi- 
demment applicable  à  la  fonction  F{z)  =  sins  ,  et  la  formule  (1 14)  »  réduite  à  l'équa- 
tion  (108) ,  altendu  que  les  constantes    ^o ,  />    s'évanouiront,  doanera 
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<-'      •'-='(-T)("  +  T)(-i^)(-  +  i^)(-é)('  +  i)-- 

OU ,  ce  qui  revient  au  même , 

Il  est  bon  d'observer  que  l'on  pourrait  encore  déduire  la  formule  (lao)  ou  (isi)  du 
second  théorème  et  de  l'équation  (107) ,  en  prenant    F{z)  z= L. 

2.*  Exemple.  Supposons  en  second  lieu 

(122)  F(a)=cosc. 

Alors  l'équation  (36) ,  ou 

(i23)  cos2;  =  o, 

admettra  une  infinité  de  racines  toutes  réelles  et  différentes  de  zéro  ,  les  unes  positives, 
les  autres  négatives ,  savoir , 

z=  —  ,  z  =  — ,  5  =  — ,  ntc. 

222 

(124)      ; 

2     '  2      '  2     ' 

De  plus,  l'expression  (90)  s'évanouira,  et  l'expression  (91) ,  réduite  à 

(125) 


zcosz 


deviendra  infiniment  petite  si  l'on  attribue  au  module    r     de  la  variable     s    des  va* 

leurs  de  la  forme 

(126)  r  =  nir, 

n  désignant  un  nombre  entier  infiniment  grand.  Cela  posé ,  le  5.*  théorème  sera  évi- 
demment applicable  à  la  fonction  F(r)  =  cosz  ,  et  la  formule  (1 13) ,  réduite  à  l'é- 
quation (107)  .attendu  que  les  constantes     ^o ,  ^x     s'évanouiront»  donnera 


Digitized  by 


Google 


(  i9«  ) 
OU  ,  ce  qui  revient  au  même , 

„.„  eo..=  (.-^)(.-ifl),(.-^) 

Ou  peut,  au  reste,  déduire  la  formule  (ta?)  ou  (128)  de  la  formule  (130)  ou  (lai),  eo 
remplaçant    x    par  — -—2;. 

3.*  Exemple.  Soit 
(129)  F(s)  =sin2  —  sina. 

a    désignant  une  constante  arbitrairement  choisie.  L'équation  (36) ,  ou 

(i3o)  sins  =  sina. 

admettra  une  infinité  de  racines  réelles,  savoir, 

i5  =  — û+ff,         î=:a-f-afr,         zz=  —  a-^**^^»         etc.. 


(.31) 


(  2  =  — a  —  TT ,  2  =  0  —  aw  ,  2  =  — a  — 3jr, 


etc. 


De  plus,  si  Ton  attribue  au  module     r  de  la  variable     z     des  valeurs  infiniment 

grandes ,  mais  sensiblement  distinctes  de  celles  qui  correspondent  aux  racines  dont  il 
s'agit,  les  expressions  (90) ,  (gi)  «  ou 

,   ^   ,                         sina.cosf  ,   ^^,                         sin*.cos« 

(i32)            -7-; :— rr: r—r  »  («33) 


(8lnï-sinfl)(8inz  +  sina)   '  ^       '  2(siui-sina)(8inz  +  sînii) 

resteront  toujours  finies  ou  infiniment  petites ,  et  la  première  ne  cessera  d'être  infinimcut 
petite,  en  demeurant  finie,  que  dans  le  cas  où  le  coefficient  de     ^/^    dans     z     sera 

sensiblement  nul ,  et  le  rapport    —    sensiblement  égal  à     ib  1 .     Cela  posé ,  le  théorème 

r 

i  sera  évidemment  applicable  à  la  fonction     F(c)  =  sin;  —  sina  ;     et  la  formule  (1 13), 

réduite  à  l'équation  (107),  attendu  que  les  constantes     j'o  »  /i     s'évanouiront,  donnera 

^     ^'        sma       V       a  J\      i:+aj\       tt-u  )  \       aw+a/ \       aTr-a  /  \       STr+d/ V       îr-fl/    ' 
ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

/   2 ex  stna-sîng   a-x     ir'-(a?.ffl)*     47r»-(j?-a)*     9tr*-(j?4-a)« 

sina  a  Tr'-a*  4^'-«'  gir'-a»       
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Gomme  on  aura  d'ailleurs,  en  vertu  de  la  formule  (121) , 

.                 ir»-a»     4»r*-fl»     gn^-a* 
(i36)  8ma  =  <i ; ^~— 2_- — ...  , 

^  '  TT»  4^^  9^ 

on  tirera  des  équations  (i35)  et  (i36) ,  multipliées  l'une  par  l'autre  , 

On  pourrait ,  au  reste',  déduire  la  formule  (157)  des  équations  (421)  et  (127)  réunies  à  la 
suivante  •  .. 

(i38)  sma;  —  8ma  =  asm cos . 

^  '  3  2 

4-'  Exemple.  Soit  encore 
(iSg)  F(«)=:C03z  — cosà. 

L'équation  (36) ,  ou 

(i4o)  coS5  =  cosa, 

admettra  une  infinité  de  racines ,  savoir, 

2  =  tf-J-a7r,  z  =  a-|-4îf>  2  =  û+G;r,  etc., 

2  =  a— aTT,  i  =  «  —  4^^  >  zz^a-^Gn  i  etc., 

('4i)      . 

2  =  — a,       r= — <i4"2^7        «  =  — a-|-47f»       »= — a-+-6tr,       etc., 
2=— a  —  aTT,       2=  — a  — 4'f>       2  =  — a  — Ôtt,       etc. 

De  plus,  Texpression  (90)  s'évanouira,  et  l'expression  (91) ,  réduite  à 

(142)  -.— -^^^ --. 

^        '  z (cos  z  -  cos  fl) 

deviendra  infiniment  [élite,  si  Ton  atlribuc  au  module  r  de  la  variable  z  des  va- 
leurs infiniment  grandes,  mais  sensiblement  distinctes  de  celles  qui  correspondent  aux 
racines  de  l'équation  (i4o).  Cela  posé,  le  troisième  théorème  sera  évidemment  applica-* 
ble  à  la  fonction  F  (2)  =  cosz  —  cosa  ;  et  la  formule  (1  iS),  réduite  à  l'équation  (107), 
attendu  que  les  constantes     ^o  »  ^m     s'évanouiront,  donnera 
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OU ,  ce  qui  revient  au  méine, 

cosx-cosa    fl*-Jr*      (ar-a)*-x*      (air+a)»-x»      (47r-fl)»-«»      (4tr+a)"-a?" 


(•''•4) 


asin 


în* 


(aïT-a)»  (aîf+a)»  (4îr-«)'  (4ir+û)» 


Gomme  on  aura  d'ailleurs,  en  vertu  do  la  formule  (iso)» 

a  a      aTT-a      a^r+a     ^n^a     ^ir-ha 

^    •   '  a  a       a^r         air         4^        4^ 

on  tirera  des  équations  (i/i4)  ^^  (i4S) 

fl*-jg'     (aff>a)«-jr*     (afr4-fl)*-jr»     (47r-a)«-x*     (4ïr  +  a)*-a;* 


(i46)    cosx  —  co8a  = 


a  (air)»  (aTT)»  (47r)»  (4^)' 

On  pourrait /au  reste,  déduire  la  formule  (i46)  de  l'équation  (lai)  réunie  à  la  suivaDte 

(i47)  cosa  —  cosx  =  sin— —sm . 

*     //  a  a 

Les  formules  (lao),  (137)»  (137)»  (i46)  subsistent  pour  des  valeurs  quelconques  réelles 
ou  imaginaires  de  la  variable    x    et  de  la  constante     a. 

Si ,  dans  l'équation  (  1  a  1  ) ,  on  pose  successivement     2;  =  — ,    c  =  —  ,     on  obtiendra 

les  deux  formules 

r   a.  a     4-4     ^-^     S-S     10.10     la.  la 

^'^  '  a  1.3     3.5     5.7     7.9       g.ii      11.  i3        ' 

TT      4*4     ^'S     "a.  la 

dont  la  première  a  été  donnée  par  Wallis,  et  l'on  en  conclura 

,.        1.3     5.7      g.  Il 

(100)  i/a  = ^-x-  

^       '  ^  a.  a     0.0     10.10 


Si ,  dans  les  formules  (lai),  (128),  (i46),  on  remplace    x  par  x\/:T  *     on  en  tirera 
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(.5.)  e--e-.^,»(»  +  ^)(i  +  ^)(.+-^).... 

^    ^^^  ,  .    (a7r-a)»+a;'    (a7r+a)'+«»    (4îr-a)'+ar*    (4«+fl)«+a;* 

^         '  ^  '  (aw)»  (aw)»  (47r)»  (4ïr)« 

Si,  dans  l'équation  (lao) ,  on  rempIaCo  la  lettre  x  i.®  par  x  +  y\/Tl ,  a.'  par 
X  —  JV^  >  y  désignant  une  nouvelle  variable  indépendante  de  x  •  les  deux  for- 
mules qu'on  obtiendra,  étant  multipliées  Tune  par  l'autre,  donneront 

.    ...     #'J^-acosaa?+<-»y  _.    ^  (7r>J?)'-t>y*    (?r+j)«47*    (a7r-jr)*4y*    (a7r+x)»+y* 

^*^^^  4  — V»+y)  ^.  ^.  (jj^),  (^^j. 

En  opérant  de  la  même  manière,  on  tirera  de  l'équation  (197) 

.    .,.    g'J^+acosag-l-tf-'J^  _(ff-gd:)»4-Caj)'  (^aj:)H(aj^)*  (57r-a3?)«4-(ay)'  (3ff4-aa?)'4-(2j^)^ 
^'       ^  4  ~  îT»  7r«  (37r)«  (Str)» 

Au  reste,  les  formules  (i54)  et  (i55)  peuvent  élre  aisément  déduites  de  l'équation  (]55)» 
Si,  dans  l'équation  (137), on  remplace  i.""    x    par    aj+y^/H"  et  a  par  a  +  6^/r7. 
a.'     a?  par  x  —  y\/^  et  a  par  a  —  6^/17  •     les  deux  formules  qu'on  obtiendra,  étant 
multipliées  l'une  par  l'autre ,  donneront 

4[(a?-a)«  +  (jr.A)]«  = 

(7r-x-fl)H(y-f^)V     (^t-'^'*'^)'>U'*'^)*     (aTr>s+fl)'+(.y-A)*     (aff^:g-tf)»4.(j>6)* 

7r«  TT»  (aîr)*  (aTr)»  '" 

En  opérant  de  la  même  manière ,  on  tirera  de  Téquation  (146) 

i'      [(gy-K-y)co83?-(g^+g"^)cosa]'  +  [(<J^-<-->)8ina?-(g*-<-'')8infl]*    '__ 
[(a;-û)'+(:)r-A)«][(^+û)*+(/+6)']  ~ 

(a7r.|.a?-fl)H(y-^)*     (a7r-a?-hfl)*-f  (jr+^)*     (a7r-a?-ffl)H(r"^)*     (a7r-fa?-l-fl)'-f  (/-l-^)' 

Dans  les  applications  que  nous  venons  de  faire  déa  théorèmes  a  et  5,  les  constantes , 
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(  aoQ  ) 

précédemment  désignées  par  ^o  •  ^x  »  s'évanoaisseni,  el  les  racines  de  l'équation  (36) 
sont  inégales  entre  elles.  Ces  mêmes  racines^  deTiondnient  ^ales  deux  à  deux»  de  na- 
nièro  à  coïncider  avec  Tune  des  valears  de     z    comprises  dans  les  séries 


(•58) 


2=zo,        2=;aw,         -2  =  4*»         «  =  6fr,  etc..., 

s  =  — aw ,      «= — 4^^!      *= — 6ir,        etc., 


si  l'on  supposait 

(169)  F(2)  —  I  — cosc; 

t'ft  alors  on  tirerait  de  la  formule' (106} 

(.0„,  ._c«.=r(.-^)-(.  +  ^)-(._^)-(.  +  ^^)-..., 

011  »  ce  qui  revient  au  même  » 

(.60  ._co,x=f(,— ^)*(i-^);..... 

Au  reste,  on   déduit  immédiatement  l'équation  (iGi)  de  la  formule  (i4ti)    en   faisant 
évanouir  la  constante    a.     -      '  '•         -    '  ' 

-!  . .  ■  ■  I     \  ■  : 

Si  l'on  prenait  ... 

(16'.)  F(c)=.-^ï;        ■ 

l'équation  (56) ,  réduite  à 

(i63)  ej-=i.  ou  î  =  |((i)), 

offrirait  pour  racines  les  divers  .logarithmes  Népériens  de  Tunité»  savoir, 

z  =  0,        r  =  aïr|/.7,  i  =  4Tr|/:r,  .    «  =  6irl/T ,  etc., 


(i64)       . 

Alors  aussi  l'expression  (90)  deviendrait 
et,  pour  faire  évanouir  l'expreation  (91).»  ou 
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(.66)  -Lf-f: CL.]^±J±ÎZL, 

il  suffirait  d'attribuer  au  module     r    de  la  rariable    z    des  valeurs  de  la  Tornie 
(.67)  r:==Jiltlh_. 

SI 

n    étant  un  nombre  entier  infiniment  grand.  On  trouverait  donc  par  suite 

(168)  ^0  =  -.  Sf.  =  o; 

2 

et  Ton  tirerait  de  la  formule  (1 14) 

Au  reste,  on  déduit  immédiatement  Téqualion  (169)  de  la  formule  (i5i) ,  en  remplaçant 

1 

œ     par    — x. 

Si  Ton  prenait 

(170)  F(«)  =e<-^-V  —  cC.-«)V, 

a     désignant  une  constante  réelle,  l'équation  (56) «  réduite  à 

(171)  «<•+->■  — 6C.-0-=o, 

serait  vérifiée  toutes  les  fois  que  l'on  poserait 

(i  +  a)*  =  (»  —  a)»  ±  atiTT^/lT  . 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

—  \rx  > 

n     étant  un  nombre  entier  quelconque.  Par  conséquent  cette  équation  offrirait  une  ra- 
cine nulle,  et  infinité  de  racines  imaginaires  comprises  dans  les  séries 

aa  •^  ^a^  aa  ^ 

■ 

«  = l/TT  «  = l/n^  9  .  z:=z'^  —  i/-i  ,      etc. 

%a  ^a  ^  aa  "^ 

IV.*  AniiiK.  «7 
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Pc  pTus  roxprcssîon  (90)  s'évanouirait»  et  i'expressioD  (91),  ou 

^'  '^  T  «(•+-)'-«-<— ô'  ~  ^  "*■  T    i-^-'l"-    • 

se  réduirait  sensiblement  h     3     pour  les  voleurs  de    z    dont  les  modules  seraient  de  la 
forme 

('74  r=^     ^      , 

n    désignaïît  un  nombre  enlier  infiniment  grand.  On  trouverait  par  suite 

(175)  ^^0  =  0,         J'.  — a, 

et  l'on  lireruit  de  la  formule  (n4) 

,„e,  ......_...->.=4«.(.-^)(..|^)  (.-^)(,-^)..-«., 

OU ,  ce  qui  revient  au  môme . 

„„)   .<...,-_.<.-«.  =  4».(.  +  i^)(,  +  ^)(,  +  ^)......,... 

Il  suflit,  au  reslc,  pour  obtenir  l'équalion  (177)  ,  de  remplacer,  dans  la  formule  (lÂi), 
X  par   2ax ,     et  de  multiplier  eusuite  les  deux  membres  do  celte  formule  par     e''**'''' . 

Les  diverses  formules  que  nous  avons  tirées  des  équations  (100)  et  suivantes  coïn- 
cident avec  des  formules  déjà  connues,  ou  s'en  déduisent  facilement.  Pour  obtenir  des 
(brmules  nouvelles,  supposons  maintenant 

(178)  F(:)  =sinr  —  azcosz  , 

a     désignant  une  constante  réelle.  L'équation  (36) ,  réduite  h 

(179)  tangr  =  /ii, 

offrira  une  racine  nulle,  et  une  infinité  de  racines  réelles  «  deux  h  deux  égales,  mai* 
afiectées  de  signes  contraires  [voyez  le  1.''  volume,  page  5oo].  De  plus  l'expression  (90} 
s'évanouira;  et,  pour  faire  évanouir  l'expression  (91),  ou 

(lî^o)  


»  $\nz^azcosz 
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il  suffira  d'atiribucr  au  module  r  de  la  variable  z  des  valeurs  iofinimeni  grandes; 
mais  sensiblement  distinctes  de  celles  qui  correspondent  aux  racines  de  l'équation  (179). 
Cela  posé,  si  Ton  désigne  par  ±X  ,  dbfi  »  ±y  , ...  les  racines  de  celte  équation,  on 
aura  »  en  vertu  du  3.*  théorème  et  de  la  formule  (108)  » 

(181)  sina;  —  axcosx=  (i  — *)(*""Tr)  (* t)  (*  —  Tt) 

Supposons  encore 

(182)  F{z)  —  {z*  +  b)sinz—azco%z, 

a  »  b  désignant  deux  constantes  positives ,  et  ces  constantes  étant  choisies  de  manière 
que  Ton  ait 

(i83)  b<a. 

L'équation  (36) ,  réduite  à 


az 


(i84)  lang3  =  ^^^, 

offrira  une  racine  nulle  et  une  infinité  de  racines  réelles,  doux  h  deux  égales,  mais  af- 
fectées de  signes  contraires  [voyez  le  1."  volume,  page  3o6].  De  plus  l'expression  (90) 
s'évanouira,  et  pour  faire  évanouir  l'expression  (91) ,  ou 

I     {a-^2)z5inz+{s^+b-à)cosz 
(i85) 


Z  («'  +  ^)sîn3-fl2C0S2  * 

il  suffira  d'attribuer  au  module  r  de  la  variable  z  des  valeurs  infiniment  grandes , 
mais  sensiblement  distinctes  de  celles  qui  correspondent  aux  racines  de  {'équation  (i84). 
Cela  posé,  si  Ton  désigne  par  db^  ,  dbfx ,  dbv  , ...  les  racines  de  cette  équation  «  l'on 
aura ,  en  vertu  du  théorème  3  et  de  ia  formule  (108) , 

(186)  (a;»  +  fc)sinaî  —  aa;cosx=(t  —  a)ajfi  —  — j  fi A  fi ;-J 

Supposons  enfin 

(187)  •F(5)  =  («»4-d— )cosz  — a. 
L'équation  (06) ,  réduite  à 

(188)  (c*  +  e— )cos5  =  2  , 

offrira  quatre  racines  nulles.  De  plus,  comme  on  lîrera  de  cette  équation 

i  -     -- 

(189)  tang  — =  ±< >  =± --, 
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olle  admettra  encore»  en  veriu  des  principes  établis  dans  le  premier  volume  [pag.  009 
et  5 10] ,  une  infinité  de  racines  réelles  qui  ,  prises  quatre  à  quatre,  seront  de  la  forme 

(190)  2  =  Ç,        2  =  —  ?,        «  =  çv/r,,        «=z  — çj/m, 

ç     désignant  une  quantité  réelle.  D'autre  part,  l'expression  (90)  s'évanouira,  et  pour 
faire  évanouir  l'expression  (91)  »  ou 

^^^^*  't  \    («•-«--•)cos*-a  ' 

il  suflira  d'attribuer  au  module     r     do  la  variable     z     des  valeurs  inCnimenl  grandes, 
mais  sensiblement  distinctes  de  celles  qui  correspondent  aux  racines  de  l'équation  (188)- 

Cela  posé  ,  si  l'on  désigne  par    ±^  »  dbf*  » les  racines  réelles  de  cette  équation, 

on  conclura  de  la  formule  (106)  »  en  posant     n  =  4  > 

(.9.)  >_(e'  +  e-')co.x=^(.  +  ff)(i  +  ^)(.4-^) 


Revenons  maintenant  à  la  formule  (67) ,  et  prenons  pour     f  (r)     une  fonction  entière 
du  degré     m  ,     qui  ne  s'évanouisse  pas  avec  la  variable     z  ;     en  sorte  qu'on  ait 

(1 95)  {{z)  =  aoZ'"  -f  rt.s"'-"  +  «,«"-*  +  •••  +  «-.-. «  +  <»m  . 

^o  »  ^19  •••  tf»i~i  >  Am     désignant  des  coefficients  dont  le  premier  cl  le  dernier  difl^rent 
de  zéro.  On  trouvera 


(*94) 


ç(^\  ûo«'"  +  fli«'"-"«  +  ...+fl«-.,a?f*-«+fl^«'' 


puis  on  en  conclura  «  en  attribuant  à     c     des  valeurs  très-considérables, 

(196)  ~j^ ;-+ -+CIC. 

Cela  posé ,  les  fonctions  (54) ,  (55)  deviendront  reepectivcment 
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W 

tin.  \  l  V(i\      Vl~t\  )       1  (  aa-_.<i--a*__. 


('96)  I-7--+ ï:r T  +  -j-p(; 

9')  Ti-^^+-t|-pw"'"FR"rTJ      i:;?       +-iTJ-Pw-F(:Ti' 


et ,  si  elles  conservent  des  valeurs  finies ,     z    étant  infini ,  ces  valeurs  seront  les  mêmes 
que  celles  des  fonctions  suivantes 

(»y9)  -nr\-W)~^^ï^]^ — ^^' — \W) — ïwr 

Donc  roxpression ,  représentée  par    </    dans  le  théorème  i.**,  sera  de  la  forme 
(87)  ^=  — /.,  ou  (88)  ^=  — ^.--*^., 

^o    désignant  la  limite  vers  laquelle  convergera  généralement  la  fonction 
,       ,  a„_.     F'(ï)  ,       ,  a,.,.  (  ¥'(,*)     ,    F^(-«)  > 

tandis  que    s    deviendra  infini ,  et    ^.    désignant  la  limite  de  la  fonction 

^•**'>  ^^> \W) W^i' 

Enfin ,  dans  la  formule  (6s) ,  la  fonction  sous  le  signe     o    deviendra 

(203)  ■• 2 ,^_ ^A^  , 


a.   0 


et  ne  pourra  s'évanouir ,  pour  s  =  o  ,  qu'autant  que  la  fonction  F{z)  s'évanouira 
elle-même.  Mais^  df^ns  ce  derpier  cas,  si  Ton  désigne  par  n  le  nombre  des  racmes  de 
l'équation  (36)  qui  se  réduiront  h  zéro ,  on  aura  ,  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  9 , 
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Donc  la  formule  (61)  donnera 

et  l'on  aura 


(ao5)         ^_^=J!il  +  ^,,  ou         (806)         X— ^=-^  +  ^.  +  x/.. 

puis  on  en  conclura 


(207)  ^  =  (yj 


e 


ou 


(«08)  e  =(t)     * 

Si»  pour  des  valeurs  infiniment  grandes  »  mais  convenablement  choisies,  du  module 
r    de  la  variable    z  »    les  expressions 

s*évanouis8ont,  on  pourra  en  dire  autant  des  expressions  (soi  )»  (sos).  Alors,  les  coeflicienU 
^o  >  /i     étant  réduits  à  zéro,  on  tirera  de  la  formule  (208) 

et  l'équation  (67)  donnera 

,  ,  ililiiiLJzI    TM"^-^-^ 
'(4-)  '(7)  '(f);°^^^^    '(t) ^(f)  Kf)"" 

Si  maintenant  on  attribue  à    $    une  valeur  infinimenl  petite,  on  aura  sensiblement 

Ffi-l 
(«")  \«/  I      FWÇo) 

Ç"  a»    i.xS...n    ' 
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^^^^'  Ç"»  («P7-)"  1   >.a.5...n 

vt  par  suite  l'équation  (aïo)  deviendra 

,     ,.         Ht)     H7)     ^i~)         __  («p7-)"  (  i.a.3-.n  hr-/*^ /i?/^\p/^\ 
^*'^^      ~7(Ur~f(<'l       f(^)  ,"«     I   F(->(o)    )       Ujl    \pj    ivj'- 

Lorsque  la  fonction  .  F(s)  ne  s'évanouit  pas  avec  z  ,  la  formule  (61)  donne  simple- 
ment   X  -=0  ,    et  l'équation  (si 5)  doit  être  remplacée  par  la  suirante 

^""'^^  f(o)         f(o)         f(o;     -  F(o)  F(o)         F(o)     

Si ,  au  contraire ,  la  ronction  F(5)  s'évanouit  avec  z  ,  mais  de  manière  que  i'équa- 
cjuation  (56)  oflre  une  seule  racine  égale  h  zéro,  la  formule  (si S)  donnera 

^     ^  f(o)         f(o)         f(o)      •"  *"  F(o)         F(o)  F(o)       ••'• 

Les  diverses  formules  que  nous  venons  d'obtenir  supposent  que  la  fonction  entière     ({z) 
lie  devient  pas  nulle  pour     z=zo  y    c'esl-à-dire  ,  en  d'autres  termes ,  que  la  constante 

(216)  f(o)=a^ 

dilTère  de  zéro.  Si  cotte  constante  s'évanouissait  »  les  expressions  (soo)»  (201)»  (soa)  de- 
viendraient infinies ,  ainsi  que  les  coefficients  J;  »  <^i  »  et  les  fractions  comprises  dans 
les  premiers  membres  des  formules  (2i5) ,  (a  14)  »  (si 5)*  Observons  d'ailleurs  que»  «  , 
p  ,  7  , ...  étant  les  racines  de  l'équation  (26) ,  on  tirera  de  la  formule  (igS) 

(-7)  ^w=««(-T)(-f)(--f)-' 

et  par  conséquent 

-l-(-T)(-f)(-f)-" 

Pour  montrer  une  application  des  formules  qui  préeèdant,  prenea^ 
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(116)  F{z)=:ê\nz. 

Alors»  ainsi  qu'on  Ta  déjà  remarqué  «  l'expression  (90)  s'évanouira,  et  l'expression  (91) 
deviendra  infiniment  petite ,  si  l'on  attribue  au  module  r  de  la  variable  s  des  va- 
leurs de  la  forme  r  =  nn^  n  désignant  un  nombre  entier  infiniment  grand.  Cek 
posé,  on  tirera  de  la  formule  (si 5) 

,  ,    iv)  '(-t)  '(^)  '{-^)     .H- ...... 

(«19)  ~^-- -— ...  =     "^  '      sm  —  sm  --  sin  —  ...  , 

f(o)  f(o)  f(o)  f(0)  jC"  a  f  y 

ou ,  ce  qui  revient  au  même, 

,,., .-  '(f)'(-T)  '(^K-f,)  '(^H-^) 

Au  reste,  on  peut  encore  déduire  la  formule  (220)  1.*  de  l'équation  (214)»  en  prenant 

F{z)  = •     2.*  de  l'équation  (120)  combinée  avec  la  formule  (217). 

Dans  le  cas  particulier  où  la  fonction  entière    f  (z)     a  pour  dernier  terme  l'unité,  ou 
trouve 

(aai)  f(o)  =  i. 

(„.)  f(,)  =  (.«±)(._|)(._±)..... 

et  la  formule  (220)  donne  simplement 

,„„  .i.±.i.|..i.i...  =  ^r(i),(.±)r(^)r(.^),(^)r(-è)..,. 

Si ,  dans  les  formules  (220)  et  (225) ,  on  remplace    x    par    itx  ,     on  eu  tirera 
,M.(-x)     ,(^)f(.^)     ,{±),{.!L)  .    .,  .   ^  „„ 

et 

("')f(-)'(-)-'(T)'(-T)-f(l)'(-|)-  =  -fe«"T»»f"°T- 

Si ,  pour  fixer  les  idées ,  on  suppose 
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(  «09  ) 
(aaO)  f  (a?)  =  ««  —  a:rcos9  +  »  9 

on  pourra  prendre 

(ai;)  «==co80  +  4/ri8ÎnO,  p  =  co80  —  v/^AnO  ^   ^ 

£t  l'équation  (as5)  donnera 


[i-aaî 


»cosaO  +  aî*]l  i-af— )  cosaO+f— j    II  »-a(-^)  cosaO+f— j    j... 


(aa8)       ^ 

e  -aco8(29ra;cos9)  +  « 


Supposons  encore 
(aag)  F(2)=cos5. 

Alors  on  tirera  de  la  formule  (ai 4) 

, ,  /  <m  '{-)  'm  '(-a       .  .  .  ■. 

1(0)  f(o)  f(o)  f(o)  «  p  7 

Si  Ton  a  en  particulier    f  (0)  =  1 ,     on  conclura  de  l'équation  (aoo) ,  en  y  remplaçant 
X    par    , 

("■)     '(-)'(— )-'(TH-f)-f(T)«(-|)-="'S«»'i'»-f 

Ainsi  »  par  exemple ,  si  la  fonction    f  (a;)     est  déterminée  par  la  formule  (396) ,  on  aura, 

[i-a»'co8aO+a;<]|  i-al-^j  cosaô+f— j    JM-sf-T"]  ^osaO  +  f-^j    1...  = 

(a5a)       ^ 

ir.rsinO  ,  -.       -?râ?sinO 

#  +aco8(irjrcosO)-K 


Supposons  encore 
l(z)Y     désignant  une  quelconque  des  deux  valeurs  de     t    propres  \x  vérifier  la  formule 

IV*.  ANNÉE.  aS 
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(  tio  ) 
(t54)  r—c  =  o. 

Lei  racine!    >  i  fi  #  v  «  •  •«     de  Téqualion  (36)  «eronl  éTidcmment 
(a35)  z=zn*9  «  =  47:?,  *  =  9ir*,  ï  =  a5w*,  etc., 

^i  par  mite  la  formale  (ai  4)  donnera 

, ,,  ^(^)  •[■ûr]  '{^)    '-mr  -my  -mr 
'  '  -^^^-^-  mr  [m  mr  " 

Si^  dans  celte  dernièrci  on  remplace    x    par    n*x  ,     on  en.  tirera 

.j.iliiiigi       -'-«((f))'  •'-•'((t))'  ""-((y))' 

'"   ,(«,    rc,      ,(.,    -        .((f))>        .({^))i        .{(^))=    - 

Si  d'ailleurs    f(o)  se  rédail  à  i*unit4»  on  aura  simplement 

Ainsi ,  par  exemple,  en  prenant  successivement 

f(x)  =  i+x,         ({œ)  =  i+x\         etc., 
on  trouvera 

'•+->('+T)("+f)-  =  ^T^^i^' 


elc , 

puis  on  en  conclura,  en  remplaçant    x    par-    x*. 
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(  911  ) 


ira? 


4ir^ar« 
elc 


La  Tormule  (s4i)  s'accorde  évidemment  avec  la  premi&rc  dos  équations  (i5i). 
Supposons  enfin 

(a43)  FW  =cos ((.))•  =  1  -  ^+—^-eic. 

fin  Vacirt^    \,  ^f  '9  ; ...  de  PéiquÂion  (36)  «cront  évidemment 

(944)     _     *  =  "4-'  ^^    4    '  ^=""T^' .  ' 

cl  par  suite  la  formule  (ai4)  donnera 

"^*)  #^-#^---=-((T)F-^((ï)H(f)f"- 

Si ,  dans 'celle  demîèréV  oii  Tgnijplaee    x    ^r    r-^  ,     on  en  iln9(\ 

■■  .        !  "...        .         i-;       .  I!  :;  -  î,      .     .;    'Al:  .'\      .  j  'j|   ^'i  .î*  ,  •)'i.>i:îJi<       i:  •      : '. .  ;  ^ 

Sï  d'xriPIctir»     f(o)   Hetedutt'M'iâttil*,oli:e«roJiiiipbmi^    .         -  i  :^:    i      ' 

,,,•    r«r(^)r(^)...  =„™.  ^((^))^o..  ^((|)];-.c...  ^((^))' 

Ainsi,  pnrMcmpia,  cÉi  pi^^tanlisuoeftsâirement    i.     jmiv 

f  (acj  =  I  -f.aj ,       ..t{x)  =  I  +  »» ,        etc..  , 
on  trouTera        ,...-■.     ~-.     .        ...■■... 

(.48)  («  +*)(»+f)  (>+'-j)-=^«o«{7rfv^}  • 
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(  »•»  ) 
W,)(,..,(,.fl)(..^)..=c»j^(ii^)C(«))=}.«.|^(^)(W)= 

puis  OQ  en  conclura ,  en  remplaçant    x    par    x*  « 

(,5,)  (,+..)(.+|i)(.+f:)..,=j_^^ — 


+  aC05(ïirar^ir)+# 


etc. 


Concevons  maintenant  que  les  fonctions    f  (^)  »  F{z)  p.    tessant  Tune  et  l'attire  d'è\^ 
entières ,  soient  déterminées  par  les  formules 

(«52)  f(^)=cos(W)^  («55)  F(c)r^-^5^^î^ 


((0)' 

Alors  les  racines     a  ,  p  ,  7 X  ,  p  ,  v  , ...  des  équations  (35)  et  (56)  coincidercAt 

avec  les  valeurs  de     t     comprises  dans  les  séries  («44)  »  (^3^)-  De  plus  rezprcssion    , 

(254)  ~" 


f (f  )FW  4((f  )).^«o.  (.(f  ))^  1  .(W)^.-((*)>"  •      ' 

s'évanouira  généralement  «  si  Ton  attribue  au  module     r    de  la  variable    t    des  valeurs 

infiniment  grandes ,  mais  sensîjblement  distincte^  des  racines  de  l'équation  siù  ((s))^  =  Ob 
On  pourra  donc  prendre»  dans  le  théorème  i.",  /=:o.  Enfin»  comme  l'expression 
(854)  s'évanouira  encore»  pour  des  valeur»  infiniment  petites  de    z    tellement  choisies 

que  les  valeurs  correspopdantes  du  rapport   —     différent  sensiblement  de  celles  qui  vé- 


rifient l'équation     cos  (  f — j  j  '  =  o  »     on  aura  »  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  [vojez 

le  «.*  corollaire  du  1.*'  théorème]     X  =2^0  ;     et  par  suite  l'équation  (78) ,  réduite  à  la 
formule  (81)»  donnera 

^1  SIR —      sin  3^     sm-— 

(îôa)  cos  —  cos  —  cos  ■=- 

ir         aw         Swr 


'  •  •  • 


(t)  (If)  m 
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(ai5) 


1rs 


Si,  dans  la  formule  (a55),  on  remplace    x    par    —,    on  eo  tirera 


•iox     SaÎQ-r-    5sin-p- 
x         X         ^  5  i- 


(i56)  coi  —  cos  -r  008  —  ...  = 

*  a         ^         6  X 

•  •  ■  *  ■  "     .' 

pui* ,  en  écmaat    «yTT    au  lieu  de    «  ,    on  trouTer* 


(«57)     '     •'   '■■  - 


3  a 


Ajovtons  iqae  »  si  Toà  pdac    x  q=  i  r    od  «0Q«{ura  des  formule^, (soG)  et  (157) 
(j58)  cos f— j  .cos (yJ '^^^  1*6 )  "*  ^^ sin(i).58În (— J .  Ssïftf— J ...  , 


:•  = 

■■'■'•  ■   '.  '•' 

1.  •■ 

i    '•- 

1  . 

"5.1  Ji 

1 
2 

n 

#'.+f 

B 

•■•**•••;.■ 

/+. 

a 

.n    ; 

w    il.            1     ■     .1 

a 

.        -r  -        .-  J        -- 


(^5q)         --^ — --^ i^^ ...  = .  5 .  5 


Si  Ton  différenciait,  par  rapport  à  x,  les  deux  membres  de  Téquation  (266),  ou 
plutôt  leurs  lo^rithmes^  on  serait  immédiatement  ramené  à  la  formule  (3i)  du  précédent 
article,  ^ 
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SUR  LES  CORPS  SOLIDES  OU  FLUIDES 

DANS  LESQUELS  L\  CONDEN9AT!ON  OU  DILATATION  LINÉAIRE  EST  LA   MÊMF. 

EN  TOUS  SENS  AUTOUR  DE  CHAQUE  POINT. 

Concerons  qu'un  corps  solide  ou  fluide  vienne  h  changôi'  de  fofmc^  fc^.que  pur  TefTct 
(l-»ne  caasc  qndconque  tl  pa^sm  d*«i»  premioF^Ul  «alureluMi  ûclillcieL^jt^R.  setoivL  élal 
dlslinct  du  premier.  Rapportons  tbus  les  points  de  l'espace  à  trois  axes  rectangulaires, 
et  supposons  que  le  point  malériel  correspondant  aux  coordonnées  x  ^  y ,  z  dans  le 
second  élaltfii  corps  iio ri  précisément  celui  ({ui,vdanl  4«  premier  élit»;fi|rMl»p<mr  if^oor- 
données  les  trois  difforénces 

,  ^  —  if       y  — ^9    '  '  i-7 ,Ç.  '    ,  •:^   .,. 

Si  Ton  prend  x  ,  y,  z  pbtit*  variables  indépendantes;  {*,  'i  ,  C  séronldes  fonctions 
de  X  »  y^  z  qui  serviront  à  mesurer  les  déplacaments  du  point  que  l'oo  considère  pft- 
ral.'èlcment  «tnx  axes  des  coordonnées.  Soient  d'nillcurs  r  le  rayon  vecteur  mené  dans 
le  second  état  du  corps  d'une  molécule  '  m  .  à  gno-aiili^inûlédulaïrès-rtiiaiùe  m\  et 
K  ,  p  ,  7  les  angles  formés  par  le  rayon  vecteur  r  avec  les  d^roî-axes  des  ooordonpéei 
positives.  Si  l'on  désigne  par 


7  +  f 

la  distance  primitive  des  deux  molécules  m^ni',  la  valeur  numérique  de  c  sera  la  tnieittré 
de  ce  que  nous  avons  nommé  la  dilatation  ou  condensation  linéaire  du  corps  suivant  la 
direction  du  rayon  vecteur  r,  savoir,  de  la  dilatation  linéaire  si  <  est  une quantitii 
positive,  et  de  la  condensation  ou  contraction  linéaire  dans  le  cas  contraire.  Gela  posé, 
on  aura,  en  vertu  des  principes  exposés  dans  le  second  volume  [pages  60  et  suiF.], 

(1)  ( =    cosa COSa — ^-—-COSB —COS'/I 

^    '  \   »  +  «  ;  \  dx  dy  ^         dz  7 

/       ^        //lï  dn        ^        dri  \* 

+     COS7 7-  cosa —-  cosp 7-  CO»7      , 

\       *        dx  djr        *        dt         'I 

puis  on  en  conclura  ,  en  admettant  que  les  déplacements     £  »  «  9  C     soient  très-petits , 

(  f= -— C0S'a4---- C0S"p  +  -7-C0S'7 

I  dx  dy  '         dz 

[^)  \ 
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(»i5) 

Or  on  peut  demaDder  quelles  conditions  doivent  remplir  .  $»  »  ,  C»  considérés  comme 
fonctions  de  a; ,  ^ ,  s  »  pour  que  la  condensation  ou  dilatation  linéaire  4m  corps  reste 
la  mémo  en  tous  sens  autour  de  chaque  point.  Tel  est  l'objet  dont  nous  allons  maintenant 
nous  occuper. 

Soient    *',  t',  %'"    les  dilatations  linéaires  mesurées  parallèlement  aux  axes  des    ce, 
jr ,  t.  -  On  aura  ,  en  veHu  de  la  formule  (a) , 

.^_^Ç  .r_^''  ,n,_'^'^ 

iim  dy  dz 

En  supposant  ces  dilatations  linéaires  égales  entre  elles»  on  obtiendra  la  condition 

^=  — =  — 
^  '  dx        dy         dx  * 

et  par  suite  Féquation  (s)  donnera 

Donc ,  (i  la  dilatation  linéaire  %  reste  constamment  égale  à  t' ,  on  aura ,  pour  des 
râleurs  quelconques  de     « ,  ^  ,  7 , 


COSaCOS^=:  O. 


En  posant  successivement  dans  la  formule  (5) ,     a  =  —  ,    p  =  —  ,  7  =  ~ ,    on  en  tire 

s  a  a 

(6)  -—  +  —-  =  0,  -—4-— -  =  0,  ^-4.=o. 

^  ^  dz         dy  dx         dz  dy     *    dx 

Ainsi,  pour  que  la  valeur  de  c  devienne  iodépendanto  des  angles  a»  (3 ,  7,  il  est 
nécessaire  que  les  déplacements  i  ,  ^  ,  ^  $  considérés  comme  fonctions  de  as  ,  y,  z  , 
▼érificnt  les  conditions  (3)  et  (6).  Réciproquement^' si  ces  conditions  sont  vérifiées ,  < 
sera  indépendant  des  angles     «  »  P«  7  »     et  Ton  tirera  de  la  formule  (&) 

_dli'_dn  _dK 

Il  est  facile  de  s'assurer  que,  dans  le  cas  oii  les  conditions  (5)  et  (G)  sont  vérifiées, 
la  distance  f  se  réduit  à  une  fonction  linéaire  de  x,  j,  r.  Encflet,  concevons 
que  Ton  difTérencie  la  première  des  équations  (6)  par  rapport  à  cd  ,  la  seconde  par 
rapport  îN    j,     la  troisième  par  rapport  à     c.     Ou  trouvera 

^   ^  dzdx  '^  iUdy  '  dxdy  "*"  dydt  '  dydz  "^  dzdx  '^^  " 

€t  par  conséquent 
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(  «i6) 

puis ,  en  diflcronciant  la  première  des  équations  (g)  par  rapport  à    «  »    la  seeonde  par 

rapport  ^    y  %     la  troisième  par  rapport  à     s  »     et  ayant  égard  k  la  formule  (7) ,  or 

obtiendra  les  suirantes 

,     .  </•«  du  du 

(10)  -——=0,         ■     ^    =0,  .    ,    =Q. 

^     '  d/dz  dzdx  dxdy 

Au  contraire ,  si  Ton  différencie  deux  fois  de  suite  la  première  des  équations  (6)  par  rap* 
port  aux  variables    j  et  e  »     U  seconde  par  rapport  aux  variables     z  et  a; ,     la  troi- 
sième pur  rapport  aux  variables    a;  et  ^,     et  si  Ton  a  toujours  égard  à  la  formule  (7), 
on  trouvera 
,     .  ^*«     .     d^%  d*t     ,     du  du     ,     </»€ 

puis  on  en  conclura 

,     ,  du  du  du 

("^)  -51^  =  ^'  4^  =  ^'         "5F  =  ^- 

Or  on  tire  des  formules  (10)  et  (1 2) 

<■')      "(£)=»•  ^(i^)=«-  <i)=" 

et  par  conséquent 

/   MX  di  dg        .  dg 

^•^)  ^=«'        1^='''  1;='' 

(  1 5)  </.!=:  arfj?  -|-  hdjr  +  <rrf«  9 

(  iC)  t  =  ax -^  hy  ^  cz  "{^  k  f 

a  p  b  ,  c  t  k  désignant  des  quantités  constantes.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition 
suivante. 

TnÉonÊME.  Si  un  corps  êolide  ou  fluide  vient  à  changer  de  forme ,  de  manière  que  fo 
condensation  ou  dilatation  linéaire  reste  très-petite,  et  soit  la  môme  en  tous  sem  autour 
de  chaque  point;  cette  dilatation  ou  condensation  ne  pourra  étrequ^une  fonction  linéaire 
des  coordonnées     x  ,  jr,  z. 

La  valeur  de  f  étant  déterminée  par  l'équâtion  (iG) ,  on  déduira  sans  peine  les  va- 
leurs de  S ,  1  et  (  de  la  formule  (7)  combinée  avec  les  équations  (6);  et,  comme 
celles-ci  donneront 

,     ,  rf'Ç        d'i  dt  </>Ç 

(17)  -_-  =  -_-=___  =  _rt,       —-^=0,  etc., 

^    "  dy*  dz^  dx  dydz 

on  trouvera 

/     l  =  {ax  +  by  +  cz  +  k)x  —  \a{x^+y^^z^)  +  hy^gz^l, 

(18)  I     „=(«a:4-/a-f  rz-f  A):r-iH^'+r  +  ^0+A-'^*  +  m, 
f  f  S  f  1^  f  1 9  ^^  9  ''^     désigunpt  encore  des  quantités  constantes. 
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SUR  DIVERSES  PROPOSITIONS 

RELATIVES  A  L'ALGÈRRE  ET  A  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES. 


Des  recherches  entreprises  sur  la  résolulion  des  équations  binômes  m*ont  conduit  à 
reconnaître  qu'il  existe  dçs  relations  dignes  de  remarque  entre  les  quantités  désignées  dans 
la  théorie  des  nombres  sous  le  nom  dé  racines  primitives  et  d'au  1res  quantités  que  reiir 
ferment  les  produits  de  certaines  expressions  algébriques.  D'ailleurs  l'analyse  par  laquelle 
je  suis  parvenu  à  découvrir  ces  relations  m'a  oflert  le  moyen  de  résoudre  facilement  cer- 
iaines  éqa^tioas  ia4^termifiées  »  et  m'a  fourni  dos  théorèmes  qui  paraissent  mériter  Tatten- 
tion  des  géomètres.  Je  consacrerai  plusieurs  articles  au  développement  des  prfAfèipes  sur 
lesquels  repose  cette  analyse.  Mais  comme  ce  développement  exige  la  connaissance  pré- 
liminaire de  diverses  propositions  relatives  &  l'algèbre  et  à  la  théorie  des  nombres,  je  com- 
mencerai par  établir  les  propositions  dont  il  s'agit.  J'indiquerai  en  mcme  temps  plusieurs 
conséquences  nouvelles  que  l'on  peut  en  déduire. 

Soit  n  un  nombre  entier  quelconque.  Je  dirai  que  les  quantités  entières ,  positives  ou 
pégatives»  h  ei  k  sont  équivalentes  suivant  le  module  n,  lorsque  la  différence 
k—'k  ou  k  —  h  sera  divisible  par  n  »  et  j'indiquerai  cette  équivalence ,  nommée 
eangruefice  par  M.  Gauss,  à  Taidie  de  la  notation 

h^k     (mod.  n) , 

employée  par  ce  géomètre.  Cefa  posé ,  ti  l'on  vériGe  la  formule 

(i)  aoa;'"-ha,a;'"-"-l-a,cc'"-'4-...  +^m-.«aî  +  «m  =  o  ,     (mod.n) 

ilans  laquelle     m    désigne  un  nombre  entier,  et     a, ,  a, , ...  a^^i  »  ^m     des  quantités 
entières,  en  attribuant  à     a>    les  valeurs  entières 

X  =  Xt ,  jr  =  ce, ,  etc««*« 

jon  la  vérifiera  encore  en  prenant 

a5p=a5,±m,  x  =  Xndtnf ,  etc., 

•     JiV.*  AKjfi»;  -       f  9 
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(  ai8  ) 
1 ,  j    dét>giioQt  des  nombres  entiers  »  ou  «  co  qui  revient  au  même ,  en  prenant 

x^Xtt  fiBEEa?»»  etc.; 

et    œ^  ,  (t^ seront  des  raoinu  de  la  formule  (i).  Hais  deux  qudcooqoes  de  ces 

racines,  par  exemple,  a?,  ,  ce,  ne  seront  considérées  comme  distinctes  que  dans  lo 
cas  oii  elles  no  seront  pas  cquivalenlcs  suivant  le  module  n.  Ajoutons  que  les  nota- 
tions 

—  ,  A 'A-"',  etc., 

représenteront  les  valeurs  de    x    propres  ik  vérifier  les  formules 

kx=:h,  A'W;C=:rfc',  etC. 

Soit  maintenant    p     un  nombre  premier  quelconque»  Je  dirai,  arec  M.  ^iosot  »  que 
|B     est  une  racine  primitive  de  l'équalion 

(a)  x''=i, 

et     r     une  racine  primitive  do  l'équivalence 

(5)  .     aï"  EE  »  »     (niod,  /»)  , 

lorsque  p^  set*a  ta  plus  petite  puissanco  de  o  qui  se  réduise  à  l*uuilé,  et  r*  h 
plus  petite  puissance  de  r  équivalence  à  Tunilé  suivant  le  module  p.  Ces  défini- 
tions étant  admises,  on  établira  snns  peine,  sur  les  racines  des  équations  et  deséquiva- 
Irnces ,  les  propositions  suivantes  dont  la  plupurl  étntcnt  déjh  connues  *. 

i  .**  TEp.ofkèuu,  Soient    m     uh  nombre  cnilcr,     p     ti9i$iombre  premier,  et     a^  ,  ai, 
</,»•••   dm     des  quantités  entières.  La  formule 

(4)  rtoa;'"  +  <»t®"'"'  +  ---+rtm_,a:4.a^  =  o ,     (mod.p) 

nadmettra  jamais  plus  de    m     racines     distinctes. 

Démonstration.  En  effet,  soient     a?, ,  cr, x^  ,     m    racines  distinctes  de  la  for- 
mule (4)*  On  aura  identiquement 


•  On  peul  con«ultcr,  à  ce  injet ,  diwtn  Blémoircs  d'Euler  et  de  Lagrangc;  l*ouTrage  Je  M.  Gautf ,  iikCinilê  : 
DiêquisitUmes  Arilhmeticœ;ltt  Tliéurie  de»  noiiibrea  de  M.  Lrgendrc  ;  un  travail  de  M.  PoUisot,  intéré  daat  le 
tomeV  des  Mémoire»  de  l'Académie  det  Sciences,  et  le«  Mémoires  de  mafliématiquet  publiés  parM.GnillaiiBe 
Librî.  . . .  ]  : 
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«•«i*  +  «.ar,***"  +  •..  4-  a^^^Xt  +  «« ^  o ,     (rood.p). 

En  substituant  la  yaleur  de    a^ ,     tirée  de  cette  dernièm  éqttifBleUca»  dam  U  forcppl^  {^), 
on  trouvera 


(5) 


P,     désignant  un  polynôme  qui  aura  pour  premier  terme  le  produit     a^x*^^^^     et  <|ui 
s'évanouira  pour     x  =  x^ ,     pour     x=^xi ,  etc.   On  trouvera  de  même 

(6)  P^  =  {x  —  x,)P..         P*  =  {x  —  œz)Pi,  etc-,  P^={x^xJ)P^, 

Pt  •  Pi  , Pm^t  t  Pm    désignant  des  polynômes  dont  les  premiers  termes  seront 

iToas'***'  9  a^x"'-^^, ...  HoX  ,  n. ,     en  sorte  qu'en  aura  aireplemenit 

(7)  Pm  =  a,. 

D'ailleurs  »  HP  vertu  des  formules  (5) ,  (6) ,  (7) ,  on  aura ,  quel  que  soit     x , 

(8)  ^oa;'"4-a,x'""-'  +  ...  +a,n^tX +  a^=ao{x  —  x,){x  —  x^) .,.  {x  —  x^). 
Donc  l'équivalence  \h)  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 

(9)  ao{x  —  x,){x  —  0?,) {x  —  «3) ^..  (a?  —  x^)  =0. 
Or  cette  dernière  ne  peut  être  vériGée  qu'autant  qae  l'on  prend 

«  =  0?,,         ou         «  =  a5a,...         ou         xE^x^. 

Corollaire.  La  formule  (8)  devant  subsister,  quel  que  soit    x  »     qairaino  évidemment 
les  suivantes 

^r,  =  —  ^«(a*.  4-^«  +  '*' +^'«)  »      (mod.p) 

^1  ^^©(aîiaJa  +  a?ia*5  +  «"  +3î,a?,„+a?«a'3  +•••  +a*,a?«,  -\-  ...+a5«_,a'«)  , 
(10) 

etc. 


^m  zz::  it  ^©a*,  ce,  .••  CB»  , 

lorsque  le  nombre  m  ne  surpasse  pas  le  module  p.  Alors  en  effets  si  les  conditions 
(10)  n'étaient  pas  remplîtes»  la  formnle  (8),  dans  laquelle  le  srcond  membre,  développé 
suivant  tes  puissances  descendantes  de  la  varia'ble  x  ,  a  pour  premier  terme  a^x'", 
se  réduirait  h  une  équivalence  d'un  degré  inférieure     p  ,     et  pourtant  cette  équivalence 
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devrait  admcUre  autant  de  racines  que  la  division  d'un  nombre  entier  par  p  peut 
fournir  do  restes  difl'ércnls,  c'est-à-dire,  p  racines  distinctes.  Or  celte  conclusion  ne 
s'accorderait  pas  avec  lo  théorème  i". 

SchoUe.  Lorsque  ('équation  (i)  est  du  premier  degré  ou  de  la  forme 
(il)  <ïoa3-+-a,  ^o  ,     (mod. n) 

elle  ne  peut  admettre  qu'une  seule  racine^  et  elle  en  admet  toujours  une,  repré^cnléi* 
par  la  nolaiion 

(i2)  a.__ 

fl„ 

excepté  dans  le  cas  où  b  fraction    —  ,     réduite  h  sa  plus  simple  expression ,  conserve- 

rait  un  dénominateur  qui  no  serait  pas  premier  un.  Ea  effet.  Ton  pourra  toujours* 
trouver  des  nombres  enliiTS     x  et  y     propres  h  vérifier  la  formule 

(i3)  (JoX  +  a,^=ny , 

h  moins  que  a^  et  71  ne  soient  simullanémcnt  divisibles  par  un  nombre  qui  ne  divi- 
serait pas     r/g . 

^."'TnLohy.HE,  Supposons  que  la  formule  (4)  admette  m  racines  dislinclts»  Soit  Wail- 
leurs  P  un  polynôme  qui  divise  exactement  le  premier  membre  de  cette  formule,  Ix 
nombre  des  racines  distinctes  de  Céquivalencc 

(i/i)  P^o,     (mod.p) 

sera  précisément  égal  au  degré  du  polynôme     P. 

Démonstration.  Soit  Q  la  quantité  qu'on  obtient  en  divisant  par  P  le  premier 
membre  de  la  formule  (4).  Celle  formule  pourra  s'écrire  comme  il  suit 

(i5)  PÇEEo;     (mod.p) 

et  par  conséquent  chacune  des  racines  a;  =  cr,  ,  x  =  ar,  , ....  x  =  Xm  vérifiera  Tune 
des  équivalences 

(iG)  P  =  o.  Q  =  o.     (mod.p) 

Soit  d'ailleurs     f*     le  degré  du  polynôme     P.     m  —  /x  sera  le  degré  du  polynôme     Q  r 

et  comme  le  nombre  de  celles  des  quantités     cd.  ,   x^', x^     qui  satisferont  h  la  se- 

i;oado  des  formules  (16)  ne  pourra  surpasser     m  —  f* ,     le  nombre  de  celles  <{ui  satis- 
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feront  h  la  première  ne  pourra  devenir  inférieur  à     ^*     Donc  ce  dernier  nombre  sera 
nécessairement  égal  au  degré     ^a     du  polynôme     P. 

3.*  TnéoRKHE.  Soit    p     un  nombre  premier  quelconque.  La  formule 

(17)  a5''""'  =  i»     (mod./)) 

admettra    p  —  i     racines  distinctes ,  respectivement  équivalentes  aux  nombres  entiers 

(18)  1,     1.     3,..,p  — 1. 

Démonstration.  En  effet,  si  Ton  prend  pour     x     un  quelconque  de  ces  nombres  en- 
tiers ,  on  trouvera 

ir''  =  (1  4-  x^^)P=  \  +  {x  —  î)P,     (mod.p) 
et  par  conséquent 

xP  —  xE{^  —  O'' —  (® —  0  E  (^  —  2)''  —  {x —  a)  =elc...  =  2/* —  2^\P  —  lEOr 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

a;(aî''""'  — 1)  =0  ; 

et  y  comme    x    ne  sera  pas  divisible  par    p,    on  en  conclura 

(19)  xP'-^  —  1  =  0  ,     (mod.p). 

Le  théorème  compris  dans  la  formule  (17)  ou  (ig)  est  dû  à  Fermât. 

Corollaire.  Gomme ,  pour  faire  coïncider  la  formule  (4)  avec  l'équivalence  (  1 7)»  il  suffit 
de  prendre 

m=p  —  1,     fl,  =  1,     a,  =  0,     ««  =  0  ,  ..•  «m— .  =0  ,     a«  =  -:-i, 

on  aura ,  en  vertu  des  formules  (10)  et  du  3.*  théorème , 

1  4"  *  +  3  4-  •••  +  (p —  0  =  ^  »     (nood.p) 
i.3  +  i.3+...  +  i.(;)  — 1)+2.3  +  ...  +  2.  (p  —  !)  +  •••  +  (p-"2)(/*  —  0=^> 

M,     ■ 

etc. 


i.2.3...(p  —  2)(p—  1)  = —  *• 
La  dernière  des  formules  (20)  peut  encore  s'écrire  ainsi  qu'il  suit 
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(ai)  i.a.3.,.(p— a)(p  — i)4- I  =0,     (moé.p) 

et  ccioiprend  le  th6ot*êinc  de  WSIson. 

/|.*  TnàoB&ME.  Soit  p  un  nombre  premier,  ei  n  un  diviuur  de  p.  La  f 
vinlc 

(5)  aï*  =  1 .     (woi/>) 

admettra     n     racines  distinctes. 

Démonstration,  Scit 

(23)  p  — i  =  n«'. 
Le  binôme 

(a3)  xP'^  —  1  =x»^— I 

ï^rra  divisible  par  le  binôme 

05" —  1. 

Donc,  puisque  la  formule  (19)  admet    p  —  1     racines  distinctes,  réc|ui?alencc 

(24)  x" —  1^0»     (niod./>) 

ou  lu  formule  (5) ,  admettra     n     racines  distinctes,  en  vertu  du  théorênif*  5. 

S.*Tbèokeue.  Soient  m,  n  deuxnombres  entiers  quelconques,  &>  leur  plus  gra 
commun  diviseur,  et  q  Un  nonvbre  premier  ou  non  premier.  Toute  racine  commi 
des  deux  équations 

(a5)  x'"  -±^19  05*  =  1 

vérifiera  encore  Céquation 

(26)  a:"*  =  1  ; 

et  toute  racine  commune  aux  deux  équivalences 

(27)  x'^=\,  x^'^x,     (mod.7] 
vérifiera  encore  la  formule 

(a8)  aj'^  —  l,     (moil.7). 

Démonstration.  &»  étant  le  plus  grand'commun  diviseur  do  m  et  de  n«  onpoui 
trouver  des  quantités  entières     u  ol  v     propres  à  vérifier  la  condition 

(29)  ma  -^  wr  =  w  . 

Cela  posé^  on  tirera  des  équations  (26) 
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ou 

x*-- — .  a""  =  x"*  (aj**  —  i)  =  o  , 

par  conséqucnl 

(5o)  a;**  —  I  =  o  ; 

et  des  formules  (^7) 

«'""=  »  =«"%     (mocl.7.) 
ou 

par  conséquent 

(3i)  »** — »^o»     (aioJ.7). 

Or  l'équation  (3o)  coïncide  avec  Téqualion  (a6),  el  la  formule  (5i)  avec  la  formule  («8). 

Corollaire.  Comme  toute  racine  non  prîmiliTe  ^e l'équation  (»),  ou  4e  Téq^iivaio^ce  (a) 
dans  laquelle    p     désigne  un  nombre  premier^  vérifiera  une  autre  équation  de  la  forme 

ce*"  =  1  , 
ou  une  équivalence  de  la  forme 

x'*S  1  •     (mod.p) 

m  étant  <  n  ,  il  suit  du  théorème  5  qu*une  semblable  i^cine  devra  encore  vérifier 
Téquation 

(5s)  x*'=i, 

ou  l'équivalence 

(33)  05**^  I*     {mod.p) 

sa  étant  un  noml>fe  entier,  diviseur  de  n  »  mais  inférieur  à  n.  Donc,  si  l'équation 
{%)  ou  réqiiivalence  (3)  admet  des  racines  non  primitives ,  autres  que  Fonité  »  n  ne 
pourra  être  un  nombre  premier. 

6.*  TnioBÊMB.  Soit    n     un  nombre  entier  quelconque.  Véquation 

(il)  x-  =  i 

admettra  autant  de  racinei  primitives  qu*il  y  a  de  nombres  entiers  premiers  à  n , 
mats  inférieurs  à    n  ;     et ,  si  l'on  suppon 
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(34)  n  =  a*6^c>...  , 

rt  ,  b  ,  e...  étant  Uê  facteurs  premiers  de  n  ,  chacune  des  racines  primitives  de  Cér 
quation  (a)  sera  le  produit  de  plusieurs  facteurs  u,  v  ,  w  , ....  qui  serviront  de  ra^ 
cines  primitives  aux  équations 

(55)  a^*=i,       v^^=i,       t«;^^=i,       de... 

Démonstration.  Si  n  est  un  nombre  premier,  toutes  les  racines  de  Tëqualion  (s), 
autres  que  l'unité,  seront  primitives,  en  vertu  du  corollaire  qui  précède.  Le  nombre  do  ce» 
racines  primitives  sera  évidemment     n —  i. 

Si     n     est  une  puissance  d*un  nombre  premier    a  ,     c'est-à-dire  de  la  forme 

(36)  n  =  a*, 
alors  toute  racine  non  primitive  do  l'équation  (s)  «  ou 

(37)  x'^^i. 
vérifiera  l'équation] 

(58)  35^*"=!, 

puisque  tout  nombre  diviseur  de  a* ,  mais  inférieur  h  a*  ,  divisera  nécessairement 
a*"'.  Ponc  les  racines  non  primitives  de  l'équation  (s)  seront  alors  en  nombre  égala 
a**".     Les  racines  restantes,  dont  le  nombre  aura  pour  mesure  la  difTérence  '* 

(39)  a*  — a— '  =  a*-'(a— i)  =  nfi  — -^]  , 

seront  toutes  primitives. 

Si  n  n'est  pas  un  nombre  premier,  ni  une  puissance  d*un  nombre  premier,  on  pourra 
décomposer  n  en  deux  facteurs  h  ,  k  premiers  entre  eux,  et,  pour  vérifier  réqaar 
tion  (2)  ou 

(40)  «**=!, 
il  suffira  de  prendre 

(40  »=J«i 


9 


y ,  z    étant  des  racines  des  deux  équations 
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(  stfi  ) 
(42)  7*=»'  (43)^     ^  «*=ri 

J'a  joQte  que ,  si  dans  la  formule  (4  li)  on  aubstilue  aocoesaiyeoiieni  ¥  >  j  Coulea  les  taônes 
de  Téquation  (49)  »  et  k  z  toulea  les  racines  de  l'équalion  (45)  •  mi  obtiAdra  toutes  les 
racines  de  l'équation  (4o).  En  eflet,  le  nombre  des  racines  de  Téquation  (4^)  étant  égal 
à  h  ,  et  le  nombre  des  racines  de  l'équation  (43)  égal  à  %  ,  le  nombre  des  valeurs 
de  X,  déduites  delà  formule  (4.1  )»  sera  égal  au  produit  hk,  c'est-à-dire  au  nombre 
des  racines  de  l'équation  (a)  ou  (4o);  et  d'ailleurs  il  est  facile  de  s'assurer  que  ces  valeurs 
seront  toutes  distinctes  lerones  des  autres.  Car,  si  Ton  désigne  par  jg ,  jr»  deux  racines 
de  l'équation  (4t)  t  par    z, ,  z^     deux  racines  de  l'équation  (43)  #  et  si  l'on  suppose 

on  en  conclura 

y% _«!_ 

el,  comme  on  aura  d'autre  part 


1  » 


il  est  clair  que  le  rapport    -^    sera  une  racine  commune  des  deux  équations 

05*=  1  ,  05*=  IJ 

par  conséquent  la  racine  unique  de  l'équation 

«  =  1, 
puisque    A  et  i    n'ont  d'antre  commun  diviseur  que  l'unité.  On  trouverait  donc  alors 

et  de  même 

ir,  =  z,. 

Donc  les  valeurs  de  x  fournies  par  l'équation  (4t)»  ot  correspondantes  à  des  sys- 
tèmes divers  de  valeurs  de  ^  et  de  s  ,  seront  toutes  distinctes  les  unes  des  autres , 
et  respectivement  égaler  lulx  diverses  racines  de  féqaation  (4o). 

IV^  AàlRlSB.  3o 
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Enfin  il  osi  clair  que  le  produit    jz    sera  une  racine  primitife  de  Tëquation  (4o) , 
lorsque    y ,  z    seront  des  racines  primitives  des  équations  (4i)  »  (4t)«  En  effet»  soit    m 
le  degré  de  la  plus  petite  puissance  de    yt     qui  soit  équivalente  à  l'unilé.  Coniiiie  le 
nombre    m    devra  diviser  le  produit    hk ,    on  aura  nécessairement 

s    désignant  un  diviseur  de     h  ,     et    c    un  diviseur  de     Je.     De  plus .  en  élevant 
chaque  membre  de  la  formule 

(44)  (ys)''=5l, 

à  la  puissance  entière  du  degré    —  ,    on  en  tirera 

et  par  conséquent 

(45)  7'*=». 

Or  les  formules  (4a) .  (45)  devant  subsister  simultanément»  et  s  éUnt  le  plus  grand 
commun  diviseur  dés  nombres    h  et  sk  ,    on  en  conclura 

(46)  ,      y'^i. 
On  trouvera  de  mémo 

(47)  '  s^=i. 

Donc  la  formule  (44)  entraîne  les  formules  (46)  et  (47)*  D'ailleurs ,  si  7  et  s  sont  des 
racines  primitives  des  équations  (4a)  et  (43) ,  les  exposants  s ,  t  dans  les  formules 
(46)9  (47)  ne  pourront  devenir  inférieurs ,  le  premier  au  nombre  A,  le  seoond  au 
nombre  h.  Donc  alors  la  plus  petite  valeur  que  Ton  puisse  attribuer  à  m  sera 
m  =zhk  9  et  par  conséquent  x  sera  une  racine  primitive  de  l'équation  (4o),  Ajoutons 
que,  si  les  facteurs  y,z  ne  sont  pas  tous  deux  des  racines  primitives  des  équations 
qu'ils  vérifient»  le  produit  yz  ne  sera  pas  non  plus  une  racine  primitive  de  réqualioo 
(5o) ,  puisqu'on  supposant  remplies  les  deux  conditions  ê<k,  t<k,  ou  Tune  d'entre 
elles,  on  pourra  des  formules  (4C)»  (47)  déduire  immédiatement  la  formule  (44) «  dans 
laquelle  on  aura     st  <  hk. 

Soient  maintenant    a,  b,  c,...     les  facteurs  premiers  do    n»     en  sorte qu*on ait 

nr=A   b   ù   

D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  on  obtiendra  les  racinea  prinûtÎTes  de  l'équation  (i)»  en 
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multipliant  ceHes  de  réquélton  (87)  qui  sont  en  nombre  égal  à  a*^*{a  -^  i)  par  celle* 
de  Téquation 

De  môme ,  on  obtiendra  ces  dernières  en  multipliant  celles  de  l'équation 

qui  sont  en  nombre  égal  à     6^^*(6  —  1)  ,     par  les  racines  primitives  de  Téqualion 

j  *■  •  " 

c    •■•   • 
05  ■==  I  '. 

En  continuant  dé  la  niême  manière,  on  'finira  par  reoennâttre  que  chaque  racine  pri- 
mitive de  Téquation  (2)  est  le  produit  de  plusieurs  facteurs  u  »  v  ,  w  ,...  qui  servent 
de  racines  primitives  aux  équations  (35);  et»  comme  les  produits  de  cette  espèce  se- 
ront .tous,  distincts  les  uns  desa^treS|  il  es^  clair  que  le, nombre :4<):!ÇÇI^P^<>^.^i^"^^ 
Texpressioa  ......    - 

(48);V  =  a*-•6f-'cV-^,,(a-0(t-l)(o■r-0••.fr.•»(•:r:T)(^-^^ 

indiquera  précisément  le  nombre  des  racinesfijnlitives  de  Téquotion  (t)^    .    . 

Si  dabs  le  produit  u\  v  ,'w  , ...  on  ftisalfc  1sfat^èé  Saccessivement ioutes tés  racines 
primitives  ou  non  primitives  des  équations  (35),  on  obtiendrait  évidemment' pour  ré^ 
sultato  toutes  les  racines  primHives  ou  iràn.{>rimkitM  do  VéiÎMtba^^^^  m'     .. 

Sûholie  1.*'  Soit  p  une  racine  primitive  de  réquattoà*(i^.^tièy  dfvêrses  puissances 
de    p ,     d'un  degré  inrérieur  à    n ,    savoir,  '"      "  •       ;     .   -  '        j  • 


îi'r    .: 


(49)  .?*=•»,  p»,.. p*v.  ù.i"'^'r'.   '. 

seront  évidemment  des  racines  de  la  mémjB  é<}ualioa.  ïilè  j^ùs  cet  racines  seront  dîttinciès 
les  ânes  des  autres.  Car,  si  l'en  suppose 


e'=rj. 


«n    étant  ioférieur  k    n  ,    tt    l    égal  on  infénear  à    m  ,    on  en  conclura 


P— «=tî. 
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par  conséquent    m— (=0,  ou  m={,    poUque ,    p    innl nxxom. priaiilif e , anciiiie 
puissance  de    p  »     d^un  degré  différent  de  séro ,  et  inférieur  à    n  »    n'aura  pour  Talear 
l'unité.  Donc  la  suite  (49)  comprendra  toutes  les  racines  de  Téquation  (t).  De  plus,  n  les 
nombres     n  et  m  <  n    ont  un  commun  diviseur    »  >>  1  »    alors»  en  prenant 

jr  =  p*, 

on  vérifiera  non-aeulement  l'équation  (s) ,  mais  encore  la  suivante 

n 

et  par  conséquent  (d  =  p"*  ne  sera  pas  une  racine  primitive.  Donc  les  seules  puissances 
de  p  qui  pourront  servir  de  racines  primitives  k  l'équation  (t )  seront  celles  qui  offiriront 
des  exposants  premiers  à  n.  Il  est  d'ailleurs  (acile  de  s'assurer  que ,  si  m  est  premier 
à    n,.^a}=;p'",..sera  uAe.raQÎoo  priiailive.  Alors  »  en  effet,  ai  l'on  désigne  par 

x'  =  p** 

la  plus  petite  puissance  de  cd  '  qui  se  réduise  k  Tunité,  le  plus  grand  commua  diviseur 
de  ms  et  do  n  sera  le  même  que  celui  de  s  et  de  n.  Or,  en  yertu  du  théo- 
rème 5 ,  la  puissance  de  p  ,  dont  Texposant  sera  égal  k  ce  plus  grand  commun  divi- 
seur» aura  pour  valeur  l'unité;  et,  puisque  p  est  une  racine  primitive ,  l'exposant  dont 
il  s'agit  ne  pourra  offrir  un  exposant  inférieur  k  n.  Donc  la  plus  petite  valeur  qu'on 
puisse  attribuer  k  a  doit  être  divisible  par  fi  »  et  ne  saurait  dilKrer  de  ^  a  =  ii; 
d'ob  il  résulte  que  a9  =  |»'"  sera.,  dans  Thypolbèse  admise,  une  racine  prifoilive  de 
l^uation  (a). 

Scholie  s.  Puisque  ies*4fvie?sesr«clMa primitives  de  l'équation  (a)  sont  reepedirement 
égales  aux  diverses  puissances  de  /»  dont  les  exposants  sont  premiers  k  p  mais  in- 
férieurs k  n  »  l'expression  (48)  indique  certainement  combien  il  j  a  de  nombres  ea- 
tiers ,  premiers  k  n  ,  et  plus  petits  que  n.  C'est  »  au  reste,  ce  qu*II  serait  facile  de 
prouver  directement. 

7.*  Tb&ohêmb.  Soient  p  un  nombre  preml&  qudeonque,  et  n  un  nombre  entier 
diviseur  4e    p  —  1  •     IJ équivalence 

■    *  •*■-'»         ■•        '       •  .•.;........       o      . 

(1)  «"izi*     {moà.py 

admettra  autant  de  racines  primitives  qu'il  y  a  de  nombres  entiers  premiers  à  n ,  mais 
inférieurs  à     n;     et,  si  Con  suppose  •        ,  . . 

(34)  n^<«6V:,..  , 
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i».  A.  c,^...  ikuUJUêfketmrâ  prmi^9  de  n,  ch^un€  de»  fiieiim.4n^imUiv€$.  de 
CéquivaUtice  (3)  sera  U  produit  de  plusieurs  facteurs  u,  v,  w^...  qui  serviratUde 
racines  primitives  aux  équivalences 

(5o)  u     =1 9  v=ie  •»=!»        o*c...     (inod.p.). 

Démonstration.  Pour  établir  le  théorôine  7,  U  suffit  de  remplacer^  dans  la  démons- 
Iration  que  nous  avons  donnée  do  tbéorème  6,  le  signe  =  par  te  signe  =  ,  en 
prenant  le  nombre    p    fioor  module* 

Scholie.  Soit  r  une  racine  primitive  de  l'équiralence  (3).  Les  diverses  puissances 
de    r    d'un  degré  inférieur  k    n ,     savoir 


(5i)  r*  =  i.         r. 


r 


s 


f 


seront  évidemment  dos  racines  de  la  même  équivalence.  De  plus  ces  racines  seront  dis- 
tinctes les  unes  des  autres.  Car,  si  Ton  suppose 

T^=,T^    (mod.;i.) , 

m    étant  inférieur  k    n  ,    et    <    égal  ou  inférieur  k    m  ,    on  en  conclura 

r'"""'=i     (mod.p.)  » 

par  conséquent  m  =  f  •  Donc  la  suite  (5i)  comprendra  toutes  les  racines  de  la  formule 
(S).  De  plus ,  si  les  nombres  n  et  m  <  n  ont  un  commun  diviseur  u  >  1 ,  alors , 
en  prenant  ^ 

œ^r*     (mod./9«), 

on  vérifiera  non-seulement  la' formule  (3J»  mais  la  suivante 

n 
«••  =  1     (mod./>)  » 

et  par  conséquent.  ^a?  =  r"*  ne  sera  pas  une  racine  primitive.  Donc  las  seules  jouis- 
sances de  r  qui  pourront  servir  de  racines  primiùves  à  la  fpripule  (3)  seront  celles  qui 
offriront  des  exposants  premiers  à  n.  Enfin,  comme  le  nombre  N  des  racines 
primitives  est  précisément  égal  au  nombre  des  puissances  de  r  qui  oflOrent  des  expo- 
sants premiers  k  n  mais  plus  petits  que  n  »  on  peut  aflirmçr  ^e  chacim^  de  ces 
puissances  sera  une  radne  primitive.' G^est  d'ailleurs  ce  qu'il  serait  facile  de  prouver  di- 
rectement. 
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SehoUe  a.  Lorsque    n    deriont  égal  k     p-^-i ,     les  radiies  primitives  de  l'éqnÎTa-' 
lence  (3)  rédaite  à  la  forme 

«''"•'=1     (mod.p,) 

sont  ce  qu'on  appelle  les  racines  primitives  du  nombre  premier  p.  Cela  posé ,  on 
trouvera  toujours ,  pour  un  nombre  premier  p  »  autant  de  racines  primitives  qu^Q  y 
aura  de  nombres  premiers  à    p ,    mais  inférieurs  k    p. 

8.*  TnioRfiME.  Soient    p    une  racine  primitive  de  Ciqualian  (t).    r    «fie  romis 
primitive  de  CiquivaUnee  (3) i  ^    w    un  diviseur  entier  de    n,     £ee deux  formulée 


(5a)  œ  *^  =  1  ,  (53)  »  ^  =  i     (mod.p) 

auront  pour  racines  Us  puissances  fU    p    etd^    r,    dont  tes  eocposants  seront  multi- 
ples de    tÊ,    et  pour  racines  primitives  celtes  des  mêmes  puissances  d^nt  les  exposants  t 

divisés  par    »  ,     donneront  pour  quotients  des  nombres  qui  seront  premiers  à    —  . 

Démonstration.  En  effet,  dans  Thypothèse  admise,  les  différents  termes  compris  dans 
la  suite  '  . 

0  w  a»  ("r:  -  il»        n-«» 

(54)  p    =1  ,       p    .       p     , p^         /    =p        , 

n 
et  dont  le  nombre  est    — ,    seront  autant  de  racine  distinctes  de  Téquàtion  (5«) ,  tan- 
dis que  les  différents  termes  compris  dans  le  suite 

o  w         a»  lir"*)**       «-•» 

(55)  r  =51,        r    ,        r      , r^         /    ;=f         , 

seront  autant  de  racines  distinctes  de  Téqui valence  (53).  De  plus«     m    désignant  od 
des  nombres  entiers    o,  i,  a,*..r— -«-i,    p"       deviendra  une  racine  primitive  de 


b> 


m«^ 


l'équation  (5a),  et    r      *    une  racine  primitive  i^  l'équivalence  (53) ,  si    ms^    est  le 
plus  petit  multiple  de    m»    qui  soit  divisible  par    n ,    par  conséquent  si    m    eit  pre- 

mier  a    — .  .  . 

9.*  TaiOBfiXE.  jMfjfiimef  choses  étant  posées  que  dànf  tes  thfor^lUfi  6  el  7»  détdgnqns 
par 
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(2Sl    ) 

n, 
Uê  termeê  poêiiifs^  ci  par 


ft  f         f^  f         ^  p  ••* 


•n. 


iâi  Urtnes  négatifs  que  pritenu  le  diveloppemwU  da  produit 
(56)  iV=„(,«±)(.-I.)(,-±)..... 


Faiêonê  HaiUeurê 

(57)  X^  (x.-,)(x..--0(x--0...   , 

(X   *-!)(«  •-!)... 

^    sera  une  fonction  entière  de    x ,    et  U$  deux  fbrmutes 

(58)  "^,===0, 

(Sg)  ^  =  0    (mod.p.) 

ottroiU  /90ttr  raoinei,  la  première  ^  lee  racines  primitives  de  CiquiUion  {&) ,  ta  ieeôàde 
tes  racines  primitives  de  CiquivaUncc  (3). 

Démonstration^  Comme  ,  en  déveloi^ant  le  produit    N  ,    on  trouvera 

(6o)     iV  =  n-^— l-^-..,  +  -^  +  -£-  +  ...+-£-  +  ...--^-ete.  , 
on  en  conclura 

(«■^-i)(a?"^.i)(a^~.i)...(a^^*i)...     , 

Cela  posé ,  toit    p    une  racine  primilire  de  Téquation  (a)  «  et    r    une  racine  primitive 
de  l'équation  (3).  Cbacuh  des  binômes 

IL  !L  ^  **  •  "  *  **    I 

(62)  œ»-!,»"-!,    i*-i,    s»*'-'^!,:..  ioB^-i,    aj**-i,;..  «^-i,...  »***'ivi. 

! 

sera  égal  au  produit  de  quelques-uns  des  £icte(m  linéaires  ^  t 

(65)  «  —  1,        *  — Pf       «  —  ?*>•••  «  — p"-*» 
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et  de  plus  éqniralent»  suiyant  le  module    p» ,  au  produil  de  quelques-ooé^des  iacteurt 
lioéairei  •       ' 

(64)  05—1.        »  — r,        05  — r»,  ...  as- r***».       ,         .  •    /»  •    - 

D'ailleurs    m    étant  l'un  quelconque  des  nombres  entiers 

o  ,  1  9  t  ;  •♦..  n— -  1  , 

le  facteur  linéaire     x  —  p"*     diVbera  seulement ^le  premier  des  ^inomes  (6a) /si   ^jT 
est  une  racine  primiti?e  de  l'équation  (a),  lie  méihe  facteur  diTisera  lev  deux  binômes 

lorsque    p  "*    sera  une  racine  4e  l'équation    cq  '  =  i .    U  divi^^  loi  q{aatrt^4>i(iDqies j 

n  n  m  » 

«»— i,     05*— 1,     08^—1,     «•'^—1.  ; 


lorsque    p***    sera  une  racine  de  l'équation    os  ^  »  etc.  »  et  généralement  il  dimera  tons 
lee  Unomes  dai^  hsqMhi  les  exposant»  do.   x    seront  ^j;aiit  aux  tènhes  q«b  julfateùt» 

développement  du  produit 

'(»-t)'  »"  "('-1-)'  *"  "(»-t)-  ; 

(65)|aa*(,-|)(l--L).o««(i--|)(i-i.)....o««(.-i.J(4--i).... 

ou       n(,-.i.)(i-i.)(._±).,    éto.^..^ 
lorsque    p'"    sera  une  racine  de  récjuation 

/  n  m  R 

—  T  T 

«•=:i,       OU      X  =  19      OU    .»    =.1  •    etc.... 

Il  R  n 

OU         0^^=!,.    oft.     a»^âsi,...oa      «    .=s|,    otc««^.   . 

n  .... 

«s«  ^^  , 


(66> 


ou        X     =  i ,    etc.. 9 , 
etc.*..'  • 


Digitized  by 


Google 


(«55) 

c'esl-à-dire ,  lorsque  le  nombre  m  sera  molliple  de  a,  on  de  b  ,  ou  de  e  ,  •••  ,  oa 
de  ab  ,  ou  de  ac  , ...  ,  ou  de  be  ^ ... ,  ou  de  a60.«.  D'aiiieors,  comme*  dans  le  défe* 
loppement  de  chacun  des  produits  que  nous  venons  d'indiquer ,  le  nombre  des  termes 
positifs  est  précisément  égal  au  nombre  des  termes  négatifs,  il  est  clair  que  le  facteur 
linéaire  x  — p*"  divisera  généralement»  dans  le  numérateur  de  la  fraction  que  renferme 
la  formule  (61),  autant  de  binômes  que  dans  le  déDommatélir..Donc ,  en  général ,  ce  fac- 
teur disparaîtra ,  si  l'on  réduit  la  fraction  dont  il  s'agit  à  sa  plus  simple  expression.  On  doit 
seulement  excepter  le  cas  où  p"*,  cessant  d'être  racine  d'une  ou  de  plusieurs  des  équa- 
tions (66),  deviendrait  racine  primitive  de  l'équation  (a).  Donc  la  valeur  de  X,  dé- 
terminée'par  la  "formule  (61) ,  sera  ^ale  au  produit  de  ceux  des  facteurs  (63)  qui  répon- 
dent aux  racines  primitives  de  l!équation  (a).  Donc  X  sera  une  fonction  entière  de 
X ,    et  l'équation  (58)  aura  pour  racines  les  racines  primitives  de  l'équation  (a). 

Si,  dans  la  fraction  que  renferme  la  formule  (6 1  ) ,  on  remplaçait  chacun  des  binômes  (62) 
par  le  produit  équivalent  de  plusieurs  de#  facteun  (64) ,  cette  fraction ,  réduite  à  sa  plus 
simple  expression ,  serait  le  produit  de  ceux  des  mêmes  facteurs  qui  répondent  aux  racines 
primitives  de  la  formule  (5).  On. êA  .doit  conclure  que  l'éqojivalenee  ($9)  aura  pour  racines 
les  racines  primitives  de  l'équivalence    cb"=i   (mod.p.). 

Corollaire  i.**  Si  l'on  suppose  que  le  nombre  n  se  réduise  k  une  puissance  d'un 
certain  nombre,  premier    a  i    en  sorte  qu'on  ait  \'      •  / 

(35)  n  =  a^, 

on  trouvera  « 

(67)  Jr= —  =  a;  +»  4-«-+»    +'• 


Par  conséquent  l'équation  (2)  aura  pour  racines  primitives  les  racines  de  l'équati 


"(-7)  '(-I)     '. 

(68)  X  +.«  ..+  •••+«    +1=0, 


et  l'équation  (3)  aura  pour  racines  primitives  les  racines  de  la  formjlle 


.(,.1)  .(,.1) 

(69)  X  +«  +*-  +  «+'=:;:0,     (mod.p). 


K' 


IV.  ANIfàB.  5l 
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CoroUairô  t.<;Si ,  n  .esk  le  j)ffoduft  d*une  ftuiaMOce  du  noiMJbr^  premier  .  n    par  une 
puiMance  du  nombre  preniier    è  ,  ..eh  sorte  qu'on  ait 

(jro)  .  iir=fl<A^, 

les  racines  primitives  de  T^uaiion  (9;)et  d^  ré'|ui valence  (3)  se  courondi^ntaVec  les 
racines  des.  deux  formules 

CoroUair»  3.  Si    »    e«t  do  la  forme 
(73)  -         «=«***«>,-    '. 

lès  racines  primitives  de  réqnation  (t)  et  de  réqoifaloMe  (3)  se-ooafondroni  atecles 
racines  des  deux  formules 

,^^,        (.;■■)  U..)U.)U-)  ..■■■■' 

(»«-i)(«.^..)(«^-i)(<r^-.) 

(/-.)(^^-i)(<r^-.)(a>"^-.)     _^        ^^^j^^j 

(•--.)  (.■^...)(*'^-i)(.^..) 

Corollaire  4«  Soient    p     un  nombre  premier  quelconque,  et    a  ,  6  »  c  »  ...  les  fac- 
teurs premiers  de    p  r-  i  »    en  sorte  qu'on  ait 

(76)  '  p  —  I  =a»6,^c>.,.. 

Les  racines  primitives  du  nombre    p    se  confondront  avec  les  racines  de  l'équivalence 

,,        (/■■-)(.^-)U-)..(.^-.)...  ^,.  ^;..,,' 

Darts  les  binômes  que  renferme  le  premier  membre- de  cette  équivalence»  le«  exposants 
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.        (.56) 

de     X    sont  respectiviélQe|iit  égaux  aux  valeurs  âumérlques  des.  ternies  que  présente  le 
développement  du  prodUh  '  '" 

(78)  (''-)f'-T)(-T)('-T)-v= 

r«      .^       ''■'       ''"'       ^-'    ■        j. ''"'  j_ ''"*  _i_      _!_''-*  _i_  ''"'      M- 

(p_,) ^ _ __+...+^ +__  +  ...  4._-^  +  ...____etc. 

Exemples.  Puisqu'on  trouve ,  en  prenant    p:s=:i  ,  p  —  icst^  a=s» 
en  prenant    p  =  S  ,  p  —  i  =  4i«  =  â» 

(''-)(-t)=4('-t)=^-»'     • 

enprmant    pz=ij,p  —  i  =  p,  a==  •  ^  6=^3  , 

<'-)(-i)(-T)=«(-v)('-|)  =  «-'-'  +  -  ' 

en  prenant    p=:  11 ,  p  — 1  =  10  ,  a:±=  î  ;  6='6-, 

„_.,(.-ij(.-i)=..(._i)(.-i)=..-._.+.,  • 

en  prenant    p=i5«p— *i  =  i2,  a=:s,  6  =  3, 

o-oI-tK-t)— (-t)('-t)=—«-<+- 

en  prenant    p r=  1 7 9  p  — 1  =  16,  a  ==:«,: 

etc , 

et  que  Ton  a  d'ailleurs  '  -    j   >        > 
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a:»-i 

.—  ^    1    . 

X-  1 

—  «  +  1  , 

*4-, 

=  X*+l, 

(x'"-i)(x-i)  X»+l  !.. 

(x^-i)(x»-i)  X+I  ^  ^ 

(x»-i)(x«-»)    __W^^l  , 


— s =«•4'  >  » 


etc. 


OD  peal  affirmer  qae  les  racines  primitives  de    3    se  rédaisefit  è  la  racine  unique  de 
FéquiTalence 

(79)  «4-1  =  0,     (mod.  5)  , 

que  les  racines  primilires  de     5     coïncident  avec  les  racines  de  réqoivalence 

(80)  «•  +  1  =  o  ,     (mod.  5) , 

les  racines  primitires  de     7     ayec  les  racines  de  réquiralence 

(81)  «•  —  »4'>  =  o,     (mod.  7). 
les  racines  primitives  de  1 1  avec  les  racines  de  l'équivalence 

(8a)  09*  —  fio'4-«'  —  »  +  +  *  =  <>•     (mod.  11)^ 

les  racmes  primitives  de  i3  avec  les  racines  de  Tâquivalence 
(85)  as*  — «•  +  1  =  0,     (mod.  i5), 

les  racines  primitives  de     1 7    avec  les  racines  de  Téquivalence 
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(  t57  ) 
(84)  a5*  +  *  =  o,    mod.  17), 


etc. 


On  trouverait  de  même  que  les  racines  primitives  des  nombres  19  »  aS  ,  39  ,  5i  » 
37  ,  etc.. ,  se  confondent  avec  les  racines  des  équivalences 

a,e_a;3-|-i=o  ,     (mod.  19)  , 
a5«o  —  x9  4"  ^'  ""T"  ^^  +  ^^  —  »*  4"  «*  —  ®  '  +  »*  —  a?  +  *  =  0 ,     (mod.  23) , 
a;i»  —  x'*'^-^'  —  x*4-«*  —  a5*  +  ï  =  o  ,     (mod.  29)  , 
aî*4-aî'  —  25*  —  «♦  — x'  +  a5  +  i  =  o  ,     (mod«3i), 

«"  —  SB*  + 1  =  o  j    (mod.  57)  , 
etc.... 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  que  les  racines  primitives  des  nombres  5  »  5  ,  7  , 
11,  i3>  17  y  19,  i5,  99  y  3i,  37»  etc.,  vérifient  les  formules  qu'on  vient  d'obtenir. 
En  effet ,  ces  racines  primitives  »  lorsqu'on  représente  chacune  d'elles  par  un  nombre 
renfermé  entre  les  limites    o  •  p  »    sont  respectivement 

pour  p  se    3  ...  s  y 

p  =   5  •••  2  9  5  f 

p=   7  ...  5,  5, 

p=  11  ...  2,  6,    7,    8, 

p=  i5  ...  2  »  6  9    7  ,  11  , 

p=i7  ...  5,  5,    6,    7,  10,  II,  12,  14, 

p=i9  ...  2,  3,  !•,  i5,  14,  i5, 

p=:  25  ...  5,  7,  10,  11  ,  i4,  i5,  17  ,  19,  20,  21  , 

p  =29  ...  2  ,  5,    8,  10,  11  ,  14,  i5,  18,  19  ,   21  ,  26  ,  27  , 

p  =  3i  ...  3  ,  11  ,  12  ,  i5 ,  17  ,  21  ,  22  ,  24  , 

p  =  37  ...2,  5,  i5  ,  i5,  17,  18,  19,  20,  22,  24,  32,  35. 

''Iles  deviendraient 
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(  .58  ) 
pour  p  =    5  ...  —    1  , 
p  —-    S  ...—    «,  t 
pr=    7  ...  —    «  ,  3  , 

prrrll...    5,    4>    5>at 

p=i3...  —    6,  —    2,2,6, 

p=  l'j  ,..  —    7,  —   6,  —    5,  —    3,3,5,6,7, 

pzzzig...  —    9*—    6,  —    5,  —   4»  2*»  3, 

p  =  23...  —   g,  —   8,  —   6,  —  .4»  —  3,-2,6,7,  *®»  ■'•• 

p=29...  —  14»  — 11.  —  ïo,  —   8,  — 3,  —  2,2,3,8,  10,  II.   i4. 

p  =  5i  ...  —  i4»  —  >o,  —   9,  —   7.3,  11,   12,  i3, 

p  =  37  ...  — 18,  —  17  ,  — 15  ,  — 13  ,  *-5,   —  2  ,  2,5.  i5,  i5,   17,   18. 

si  on  les  représentait  par  des  quantités  compriMS  entre  les  limites ,  + ^^ 

aura  d'ailleurs  évidemment 

2  +  *  ^  o  ,     (mod.  3) , 

2*4"»='*4"'=<>»     (mod.  6) , 

3'  — 3-f-i=5*  —  5+1=0.     (piod.7), 
ctc 

Il  est  bon  d'observer  que  le  produit  (78)  sera  un  nombre  pair,  si  l'un  des  facteurs 

a  ,  6  ,  c  ,  est  impair,  ou  si    p  —  1     est  divisible  par    4*     Donc  ce  produit  sera 

toujours  pair,  excepté  dans  le  cas  où  Ton  supposerait  fs  =  3.  De  plus,  les  différents 
termes,  compris  dans  le  second  membre  de  la  formule  (78),  seront  pairs  eux-mêmes,  si 
p  —  I  est  divisible  par  4*  I'  ^uit  de  ces  observations  que  l'équation  (77) ,  réduite  ft 
^a  forme  la  plus  simple ,  aura  pour  premier  terme  une  puissance  paire  de  x,  si  p 
n'est  pas  (^gal  à  3  .  et  ne  renfermera  que  dea  puissances  paires  de  x  ,  ai  p  —  1 
est  divisible  par  4-  D'ailleurs  le  dernier  terme  de  cette  équation  sera  la  valeur  du 
rapport 

(/-.)(^^-.)(^^-.)...(»"^-t)... 

(«"""..)  (*^-.)(x"'.i)...(*=^-,)... 

correspondante  à  x  =  o  ,  c'est-ù-dire  l'unité.  Donc ,  si  Ten  excepte  le  cas  oii  Ton  au- 
rait p  =  3,  les  racines  primitives  du  nombre  p  donneront  l'unité  pour  produit; 
et  ces  racines  pourront  être  considérées  comme  deux  à  deux  égafes,  mais  affectées  d 
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signes  contraires,  toutes  les  fois  que  ic  nombre    p ,     divisé  par    4  »     donnera     i     pour 
reste,  ~ 

io«*  Théorkme.  Soient 

les  racines  de  t' équation 

(85)  aoa:"'  +  o.a;"'-'4-...  +a««,aî+a«  =  o  , 

dans  laquelle    a«  ,  ^g  ,  ^m-i  »  ^m     désignent  des  quantités  entières,  et  suppoêons  que 
C  équivalence  -^ 

(i)  rtoaî'"  +  ««a5'"""  +  •••  +«m-«îB4-««  =  0  .     (mod.n)  , 

admette    m     racines  distinctes  rêprésentéu  par 

Soient  d* ailleurs 

F(Ç„Ç.,  ...  U-.,Ç-) 

cfn«  fonction  entière  et  symétrique  de    (t  >  C«  >  ••••  Cm-  »  «  Sm  »     <^  coefficients  entiers  ou 
rationnels^  et     V     la  valeur  entière  ou  fraâtionnaire  de  cette  même  pnetion,  IJéquation 

(86)  F(Ç.,.{.,...&,^.,  «».)=P,5 
entraînera  Féquivalenee 

(87)  •         T{œt,x^,...x^^^,x^)  =  V ,     (xDod.n). 

Démonstration.  Les  fonctions  symétriques  de    St  »  (*  > Cm -.>>{««  .     et  de     x^  , 

«, , ...  «M^, ,  •»  ,    représentées  par 

F(e,,Ç,,  ...  6n-i>  ïm)  «t  F(«,,  X.,  ...  a:«-,,  x„) 

peuvent  être  considérées  »  la  première  comme  une  fonction  entière  des  sommes 

(88)  / 
etc..  , 
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la  seconde  comuic  uno  fonction  semblable  des  quantités  que  Ton  déduit  de  ces  même» 
sommes  en  écrivant  partout     S    au  lieu  de    x  ,     quantités  qui  vérifient  les  formules  (lo] 
et  par  conséquent  les  suivantes 


/ 


(89) 


\ 


aî.  +  îr,+...+aîmzi: '  »     (mod.»)  , 

Oo 

XiXi  +  a:,aî3  +  •••  +û5i«m  +  ^>^3  +  •••  +  îr,a8«  +•••  +^  — iSCm  ^  —  • 
etc..  , 


X^ X%  •••  Xm m^ i  Xm  ZtZ  """■  « 


Or  il  suit  évidemment  de  celte  remarque  qu'en  omettant  les  multiples  de    p     on  trou- 
vera pour  la  fonction 

I:  \Xi  9  «Ta  f  •  •  •  Xm  —  1  t  Xm  ) 

une  valeur  numérique  entière  ou  fractionnaire  précisément  égale  à  celle  de  la  fonction 
Corollaire  i.**  Si,  après  avoir  posé  Téquation  identique 

(90)  «o«"'+fl«*'""'+*-ûm-.JC  +  «m  =  «o(«  — ï.)(*—  5t)--(*  — 5-.)  . 

on  différencie  par  rapport  à    x    les  logarithmes  des  deux  membres  »  on  trouvera 


(9«) 


maoX 


puis  on  en  conclura  »  en  supposant    ce  >  i  » 
(9«) 


—  +(«.  +  «.  +  ....+ U-^  +  («.'+V+...+l,')-T  +  (Ç.*+«.'.+r..+U'.)~V  +  e'<^- 
Donc  »  si  l'on  représente  par 
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le  développement  du  premier  membre  delà  formule  (ga)  suivnnl  les  puissancos  ascrii- 
dantes  de    —  ,     on  aura 

îBi  -f-  X,  +  •#•   -f-a?m  ='i  » 

(94)  ; 

CICa  •  • •  •     f 

et  géoéralemcnt  »     f    étant  un  nombre  entier  quelconque, 

aî«'  +  a?.'  +  —  +  xj  =  s^. 
Cela  posét  il  résulte  du  théorème  lo  que  Ton  aura  encore 
(gS)  cCx'  +  aJa'  + •••+»«'  =  *!.     (mod.p). 

Corollaire  t.  Le  lo.*  théorème  pourrait  devenir  inexact ,  ainsi  que  les  formules  (lo) 
et  (8g] ,  «i  le  degré     m     de  l'équivalence 

(4)  ao*"' +«!«'"''•  +  •••  +««-125 +  ««  =  0  ,     (mod.p) 

devenait  supérieur  à  son  module    p  »     ou  si  ce  module  cessait  d'être  un  nombre  premier. 
Corollaire  3.  Si  Ton  réduit  le  polynôme 

ii.aj""  + a,  «'"•*  +  ...  +ci««.a;  +  a« 
au  binôme 

les  formules  (85)  et  (4)  deviendront  respectÎTement 

(g6)  as*"  =  1  ,  (g;)  œ-  =  i     (mod.p). 

On  trouvera  d'ailleurs 

h  -r  H â  +  -r  +  etc.  =  — ;- = -— -  H r-  +  etc.  , 

et  par  conséquent 

«•  =  o,  4,  =  o,  ^«.,  =  0,  *^  =  m. 

(98) 

etc 

IV.*  AifiriE.  3s 
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On  dura  donc 

(99)  *,=  m 

loiilcs  ic9  fois  que  /     ^criï  mulliple  de     m  ,     et 
(  I  00)  s^  =  o 

dans  le  cas  conlrairc.  Cela  pose,  on  déduira  immédiatement  des  formules  (9g)  et  (100) 
les  propositions  suivantes. 

11/  Tn^nhSf  R.  Im  somme  des  puissancei  du  degré    l ,     pour  les  racines  de  Ciquation 
(96) ,  est  égale  au  nombre    m    ou  à  zéro,  suivant  que    l   est  ou  vlesi  pas  multiple  de   m^ 
12.*  Tu^ORKME.  Si  Céquivalenee  binôme 

(97)  »'"  =  !•     (mod./i) 

admet  m  racines  distincies,  la  somme  de  leurs  puissanees  du  degré  l  sera  équi^ 
valentc,  suivant  le  module  p,  au  nombre  m  ou  à  zéro,  suivant  que  l  sera  ou 
ne  sera  pas  multiple  de    m. 

Concevons  maintenant  que,  p  étant  un  nomfirc  premier,  n  un  diviseur  de  p  —  i, 
a,  b,  c,....  les  facteurs  premiers  de  n  ,  et  A*  une  fonction  de  x  déterminée 
par  la  formule  (57),  on  réduise  l'équation  (85)  ou  Téquivalonce  (4)  à  l'équation  (58)  ou 
h  Téquivalenco  (59).  On  trouvera ,  eu  ^rd  à  la  formule  (61) , 

/   X  «  (/-i) U-^"-i) U«^-i)...U'^-ij... 

puis  on  tirera  i.*de  l'équation  (loi)r  en  différenciant  les  logarithmes  des  deux  mcmbreir, 

n  n  n 

n-i         n       --I  «      V-*  »       T"* 

na  — x«  T*  —Jc  ^ 

f?ifroX'"-'+(m— i)a,aj'""*+..+<ïm-.= ; ;;; ^-^ ••• 

«-1         ip"-i  »-i  «*-i 

« 

n  n  n  n 

n       —r  -  »  n        —  "  *  •*        aT  "  ^       "ZûT  "  * 

+  ^ +J^ +."+-^^ -^'"--^ ■' 

S.*  de  la  formule  (102),  en  développant  les  deux  membres  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de    —  , 

(0 


(.0») 
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n  /  1 
a 


—  etc. 


JL/.L+      ■      + ! +  ...\ 


4- etc. 


+  etc 

^^(^  ^+1  .::?r+i  1 


\  -.oAc^*  ^'^abc 


+  etc 

Par  suite  on  aura 

(lOO)  ^/  =  0, 

si    l    n'est  divisible  par  aucun  des  nombres  entiers  '   ^ 

(      t\  n  n  n  n  n  n  n 

a  b  c  ab  ae  be        .        abc 

c'est-à-dire,  par  aucun  des  termes  renfermés  dans  le  développement  du  produit  (<56). 
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M. lis,  si  l(!  oc»nlrair(^  arrive,  alors,  en  nommant     <->     !c  plus  grand  des  nombres  (io4) 
'|iii  «livisr     l ,     on  trouvera 

pour     ,.,:r.:n.         ,,  =  „(,_-i.j(,_-i-j(,_-J.J...=iV. 

i  n  "  /  >  \  /  M  ^ 


pour 
Ole... 


N 


n 


pour      w  = ,         *,  = 1— "T-    •• ,,  :=:z  p 

^  ac  '         '        ac  \  ù)  C"-«)(»-^) 


clc... 

pour 

elc... 


^  n  I  1  \  N 


J"^""-  ^=-sïr'    ''=-i- =  (i-a)(r.*)(..o' 


^    clc. 


Cela  pose,  on  déduira  immédiatement  des  formules* (loo)  et  (io5)  les  propotiiions  sui- 
vantes. 

1 3.*  Tni^OBâiiK.  Soient     n     un  nombre  entier  quelconque^     a  ,  b  ,  c  ,  ...  Us  facuun 
premiers  de     n  ,     et  faisons 

W  ;v  =  .(,_^)(._|)(._l) 

Iai  somme  des  puiasaneet  du  degré    l ,    pour  U$  racines  primitive*  de  fiquatitm 
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sera  nulle,  si  le  défère  t  n^cst  divisible  par  aucun  des  termes  que  renferme  le  dévi'^ 
loppement  du  produit  (56) ,  ccsl-à-dire^  par  aucun  des  nombres  ()o4).  IHais,  &i  parmi 
CCS  nombres  on  trouve  un  ou  plusieurs  diviseurs  de  l ,  il  suffira  de  considérer  le  plus 
f^rand  de  ces  diviseurs ,  puis  de  remplacer,  dans  son  expression  sous  forme  fraction- 
naire, les  nombres  n  ,  a,  b  ,  c  ,  .,,  par  les  nombres  N,  i  —  a,  i  —  b,  i  —  r,... 
pour  obtenir  ta  somme  dont  il  s* agit, 

i4-'  TiiioRÊMc.  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  iZ ,  et  p  étant 
un  nombre  premier  qui,  divisé  par  n  ,  donne  i  pour  reste;  la  so$nme  des  puis- 
sances du  degré    l ,    pour  Us  racines  primitives  de  ^équivalence 

(3)  aî"  =  i,     (mod.p)  , 

sera  équivalente  à  zéro,  suivant  le  module  p,  si  l  n^est  divisible  par  aucun  des 
nombres  (io4)«  Mais,  si,  parmi  ces  nombres,  on  trouve  un  ou  plusieurs  diviseurs  de 
l ,     il  suffira  de  considérer  le  plus  grand  de  ces  diviseurs ,  puis  de  remplacer ,  dans 

son  expression  sous  forme  fractionnaire,  les  nombres    n,  a,  b  ,  c par     N  , 

1  —  a  ,  i  —  b  ,  1  —  c  ,  ....  pour  obtenir  une  fraction  équivalente  à  la  somme  dont  il 
iagit. 

Corollaire  i."^  Lorsque,  Aans  le  nombre  n  ,  chacun  dos  facteurs  premiers  a  ,  b  , 
c  ,  ...  se  trouire  simplement  élevé  à  la  première  puissance,  on  a 

(io6)  vk=aéc... 

el  le  plus  petit  terme  de  la  suite  (io4)»  ou  —^ —  se  réduit  à  l'unité.  Alors  aussi  la 
dernière  de^  équations  (i»5)  donnera 

(107)  S^  =  itl, 

le  double  signe  devant  être  réduit  au  signe  4"  ou  au  signe  —  suivant  que  le 
nombre  des  facteurs  a ,  h  ,  c  ,  ...  sera  parr  ou  impair;  et  la  formule  (107)  subsistera 
tontes  lés  (bis  que  l  sera  premier  à  n.  On  pourra  donc  prendre  (=  1 ,  et  par 
conséquent  la  somme  des  racines  primitives  sera  équivalente  à    dzi. 

£^or0//atr6  2.  Lorsque,  dans  le  nombre  n,  un  ou  plusieurs  des  facteurs  a,  b,  c,„. 
sont  élevés  au  carré  ou  à  des  puissances  supérieures ,  le  dernier  terme  de  la  suite  (io4)» 

savoir,  —7 surpasse  l'onilé,  et  si  Ton  désigne  par    /    un  nombre  entier  inférieur 

h  ce  terme ,  on  aura 

(100)  «i=;:o. 

Donc  alors ,  en  prenant    (=:  1  »    on  trouveFa 
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(io8)  «,  =  0. 

Ajoutons  que,  dans  le  csa  dont  il  s'agit,  l'équation  (100)  subsistera  toutes  les  fois  que 
le  nonibre  entier     /    sera  premier  an,     ou  même  à  . 

Kn  remplaçant ,  dans  le  théorème  i4  •  n  par  p  —  1 ,  on  en  déduira  immédiate- 
ment la  proposition  dont  voici  l'énoncé. 

j3.'  Tiièohexb.  Soient  p  un  nombre  premier  quelconque ^  et  a  ,  b  ,  c  »  ....  les 
facteurs  première  de  p  —  i.t  La  somme  des  puissancee  du  degré  /»  pour  Us  ra^ 
cines  primitives  du  nombre  p  »  sera  équivalente  à  zéro ,  si  l  tCest  divisible  par  au- 
cun des  nombres 

U^^\     ^         .         ^'^  IZl.         P'^  P'^  P-'.  P'^  P'^        ^r 

^     ^f    r  ^       a      *        b  c  ab  ac  bc  abc 

Mais,  si,  parmi  ces  nombres,  on  trouve  un  ou  plusieurs  diviseurs  de  l,  il  suffira 
de  considérer  le  plus  grand  de  ces  diviseurs,  puis  de  remplacer^  dans  son  expression 
sous  forme  fractionnaire,    p  —  1     par  te  produit 


C-Oi-TK-XK-T) 


a    par     1  —  a  ,     b    par     1  —  fc  ,     c    par     1  —  c ,  efc...  pour  obtenir  une  fraction 
équivalente  à  la  somme  dont  il  s'agit. 

Corollaire  1".  Lorsque ,  dans  le  nombre  p  —  1  ,  chacun  des  facteurs  a,  b,  c,... 
se  trouve  simplement  élevé  à  la  première  puissance,  la  somme  des  racines  primitives  du 
nombre  p  est  équivalente  à  zb  1  ,  savoir,  à  -|-  1  quand  les  facteurs  a,  b,  c,... 
sont  en  nombre  pair,  et  à  —  1  quand  ils  sont  en  nombre  impair.  La  même  somme  est 
équivalente  à  zéro,  lorsqu'un  ou  plusieurs  des  facteurs  a  ,  b  ,  c  ,  ...  se  trouvent,  dans 
le  nombre  p  —  \  »  élevés  au  carré  ou  à  une  puissance  supérieure.  C'est,  au  reste, 
ce  que  l'on  savait  déjà.  Mais  on  peut  ajouter  que,  si  l'on  désigne  par     /    un  nombre 

premier  à    p  —  i  ,     ou  même  à   — ,     la  somme  des  puissances  du  degré    /,    pour 

les  racines  primitives  du  nombre    p ,     sera  toujours  équivalente  à  la  somme  de  ces  racines. 

Pour  montrer  une  application  du  théorème  i5,  supposons  p  =  ig.  Dans  ce  cas, 
le  nombre 

p  — 1  =  18  =  2. 3' 

aura  pour  facteurs  premiers     2  et  3.     On  pourra  donc  supposer    a  =  2  ,  6  =  3  ,     et 
la  suite  (107)  renfermera  seulement  quatre  termes^  savoir. 
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o  »8  i8        -       .  18         , 

>8.    T=9'    T=^'  ir5-=^' 

On  Ironvera  d'ailleurs 

1  —  a  =  -r-i,         1  —  6  =  —  2, 

Donc,  en  vertu  du  théorème  i5,  la  somme  des  puissances  du  degré  /,  pour  les 
racines  primitives  de  19,  sera  équivalente  S  zéro,  suivant  te  module  ig,  si  /  n'est 
pas  divisible  par  3.  La  même  somme  deviendra  équivalente  h.  C ,  si  /  est  divi- 
sible par  18,  à  —  =  —  6  ,  si  l  est  divisible  par  —  =  Q»  à  —  =  —  5, 
■  - i  .  a  -a 

l&  fi 

s^    l    est  divisible  par    —  =  6  ,     enfin  à    -p — r-p — -  =  5  ,     si     /     est  divisible  par 
5.     ËlTeclivement  les  racines  primitives  du  nombre     ig     sont 


et  l'on  trouve 


2,     3,     to,     i3  ,     14,     i5, 

2  +  5  +  10+  i5+  144.  r5  =  6,     (mod.  ig)  , 
2«4.5*  +  io'+  i3*+i4'+i5'  =  o, 

a4  4.34+io4+i34+i4*+i54  =  o, 
a5  ^.  35^,05^^55^, 45  ^.  ,55  =  0, 

etc , 

J84.  354.  io3  +  i5»  +  14»+  i5»  =  3  ,  • 
2«^+  3'^  +  10'^  +  i3*«  +  j4»« 4.  i5»«  =  3  , 
etc«tr««  » 

a6  +  5«4.io«+i3«4-ï4«  +  i5«  =  — 5, 
2"  4. 5"  +  10"  +  1 8"  +  14»  4.  ï5»  =  —  3  . 
etc 

a»  +  594.  I09-I- i3»+ i4»+ i5»  =  — 6, 

a^8  4. 5  v«  4. 10*8  4  i5«5 4  i4«!  4  i.5««  =  6 ,. 
etc 
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16/  TuÉonÈME.  Supposons ,  comme  dans  le  théorème  10,  7c  c  Con  dcsigne  pir    a,, 
fr,  ,  ...  (!,„-.,  ,  fl«     des  quantités  entières,  par 

les  racines  de  Céquation 

(85)  ^oa5*'  +  rt,x'"""'  +  ...  +rt«,_,x4-a«  =  o, 

/}((r    p     Uii  nombre  premier  supérieur  ou  égal  à     m;    41  que  l'équivalence 

(4)  "oJc"'  +rtia:'"-"  +...  +.««.. 05 +  aiit^o  ,     (mod./))  , 

admette    m     racines  distinctes  représentées  par 

Soient  d'ailleurs  ^ 

I4n0  fonction  entière  à  coefficients  entiers  ou  rationnels,  mais  non  sj-métrique ,  des 
racines  de  l'équation  (85),  ou  île  plusieurs  d^ entre  elles  »  et  il  le  nombre  des  valeurs 
distinctes  que  cette  fonction  peut  acquérir  en  vertu  d'échanges  opérés  entre  les  racines 
Ç.  •  Ç Çm.     Désignons  par 

U,  ,  V,  ,     ...    Vjf 

CCS  mêmes  valeurs ,  et  par 

Ut  ,         u, ,  ...  ffjr 

les  quantités  dans  lesquçlles  elles  se  transforment,  quant  aux  racines    E.  »  (• ,  •••  U 

de  C équation  (85)  on  substitue  les  racines    a?,  »   x^ x^     de  C équivalence  (4)* 

Enfin  soit 

(110)  ll^+y<.tt^-+y*,a''-H \-Am^^U^Au  =  0 

Véquation  qui  a  pour  racines    u,  /  u. »... ujf.     Les  coefficients    Ât,  A», ...  Au     seront 
entiers  ou  rationnels,  et  Céquivalenee 

(111)  a*'  +  /i,M''""*4-yfatt*'"»  +  ...  +Am^%u^Am  =0     (mod.p) 
aura  pour  racines     u,  »  t£, ,  ...  Ujf. 

Démonstration.  Comme»  daos  Thypothèse  admise»  on  aura  identiquement 

(lia)  (a— .V4)(a  — v,)...(a^wjir)=M*4-i^.tt'-"4-...  +  irfM-i«+^if, 
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(  ^f^y 


(ii5) 


■       .■„--i-:....,..-r.     -.-     •       ,•^4--..^    i 


il  Q»l  clpir  gue.,  4,>  4«  0.  A^.^  sefppl.,4o^  j^ooctioiui  symât|iip6fi,4^.  ;fc  .  .Ç«.fv*  U,  * 
coeificienls  entiers  ou  rationnels,  et  par  copi^ufii^t  de;  fonctions  efUièfQsdçs,  rapports 

~~  ,  —  »  •••  —  •     Donc     Ax  9  An  $••»'  Au     se  réduiront  à  des  quantités  entières  ou 

rationnelles.  Pe  plus,  si,  dans  les  seconds  membres  des  équations  (ii3)«  on  remplace 

V, ,  ^; vif    )>ar    «ir^  ci»  »  ..«/.u»ft«Tces:  seconds  iAaml^r4a»^;quiiitaÎM^  dM^  fenoM^uû 

symétriques  des  racines  de  Féquation  (85),  se  transformeront  en  des  fonctions  semblables 
des  racines  de  Téquivalenee  (4).  Or  il  suit  «évidemment  de  cette  remarque,  qa'en  nmet- 
tant  le&<multiples  de    p  ,     on  aura  encore 

^.=— (m. +  «,  +  ...  +ttii) .     (mod.p)  , 
eic*  • • • •  , 


■:  ( 


Donc  la  formule 


(ii5)      (tt  — II.) (tt  — «,)...  (a  — iij»)  =  a'+^,tt*-»+...+^ji«.a+-rfji,     (mod.p) 
subsistera,  quel  que  soit     a  ,     et  Téqùivalence 

.  •  .  >  .        ^     ^^    _^^ 

qui  a  pour  raciDQs    u, ,  u.^^..  ujw,, ,  pourra,  être  Rré$eQ,tée.«op8..1a  formp 
(117)       u* 4. ^. u*-;  -f  .-«<vi*"-F^H-  •>'•-♦*•  ^jf-^«^-  -«^Ji  ^«  .:.  (»o^« P)- 

Au  reste,  le  16.*  théof^èoR^  estVo^prisV^ommé  cks'partfcâîer,*âan)  ul^  théorème  plus 
général',  que  Ton  démontrerait  de  la  mémo  manière,  et  dont  yoici  V|6ponpé. 

IV.- Année.  55 
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17."  ToioBivE.  Soient 

(1.8) 


etc. 


dîverêc9  é^nations  ettgibfit[tM\  tu  premdrô  âu  dègtit    mr,    tcfêteoné»  dn  dùgré    in^ 

(r«  ra<;tne«  cfe  cc$  diverses  équations  »  el 

(119)  4»(ç.>  {*9**-Sm;    ïïii  *ïif...*ï«';    Çi>  Csf-Ci^;    «ic), 

une  fonction  entière  de  ces  racines ,  à  coefficients  entiers  ou  rationnels.  BeprésenSons 
par  M  le  nombre  des  valeurs  distinctes  que  la  fonction  (1  ig)  peut  acquérir^  en  vertu, 
d^ échanges  opérées  entre  Us  racines  de  chacune  des  équations  (il S)  •  ftar 

(lao)  V.,     w,, ...  vjr  :^.j 

ces  mêmes  valeurs;  et  soit 

Céquation  qui  a  pour  racines    uf  •  ^a ^jr*     Enfin  supposons  que,    p     étant  un 

nombre  premier  supérieur  ûu  égal  au  plus  grand  des  nombres    m  *  m\  m' Us 

équivalences 

«oSc*"  4"^i®'"*"*  -^  ...  +«m_i»  +  ^  =  <>  *     (mod.p.) 


('") 


e\t ,  •       ■    •    '"•••'•'      ■'  •  ''"••^•'•- ■■■■■■  "'■ 


.  i.-./.:  " 
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racines  diiiinetes    y. ,  y,  ,  ...  J«'#     latrûisi^mfi.,  nk'.,  racines  (HHitl4StU    j^  .  z.^.^ 

2^9  ;     et  soient 

(ia5)  »i>        îh,,  •.-.«« 

Us  quantités  dans  lesquelles  se  transforment    v, ,  «. ,  ....  vjg^    qmand  muBtéeinm  des 
formules  (ki8)  on  substitue  les  racines  des  formules  (laa).  H  équivalence 

'^iaufil  pour  racines     a, ,  «, ,  ...  ajr. 

Corollaire.  Si  TexpressIoQ  (119)  devenait  un^  fonctifn  symétrique  des  racines  de 
chacune  des  équations  (118),  elle  aurait  pour  valeur  une  quantité  entière  ou  rationnelle 
V,    eties  rurniulea(i4i)f  {]L»4)  BCicMovaienili  preœfikra^ 

(ia5)  :.s  .  u*^U=:^^  ; 

la  seconde  h 

(ia6)  14— l/  =  o     (mod.p). 

Alors»  en  écrivant    F     au  Heu  do    4> ,     on  conclurait  du  théorème  17  que  Téqualion 

(117)  F(Ç,,  Ç,t  ...  Ç«;    iïi,»ï.,  ...  n»' ;    Çi,  Ç«,...  C;    etc..)  =  If, 

entraîne  Téquivalence 

<i*8i)        F(ab»fiÉi>-.a;«i  ^.•/•i...jr«';   ^A>«»foS.^;    «ic..)«='^»    (modpp). 

OâJDS  le  cas  partieulier  xrii  Ja^  équations  (1 18)  se  réduisent  à  una  seule,  la  linraiule  (i»8) 
se  confond  avec  réqui^aleoce  fftj)> 

Nous  remarquerons  »  en  terminant  cet  article ,  que  le  théorème  3  fournit  un  moyeu 
iacilo  de  résoudre  l'équivalence  >ips—  du  premier  da^^é 

(  I  ag)  ^08  =  A     (mod.  n) , 

OU ,  ce  qui  revient  au  même ,  de  calculer  la  valeur  de    x    déterminée  par  la  formule  ' 

(i5o)  'i^  =  -t-»     (mod  n)  , 

n    étant  un  nombre  entier  quelconque,  et    h,  k    désirant  deux  quantités  entièrea 
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(  m'  ) 

ibni  ià  iétkmàe  ne  jtoit  pvs  maTtiple'de    W;  '^^  dflf^tVtaonmioM    my  i  ;^0V..kV.«.i«4es 
Iffctears  preml^  de    n'i  ^'eb  sorte  qa\>ri'«lt  •*-'.«(.,..  !   h, 

£n  vertu  4ii^*  théorème rl()Al)iaQBiei<  \'v.  *' , . 

seront  divisibles  le  premier  par    a ,    le  second  par    b  »     le  troisième  par    e ,    etc.*.  ; 
par  conséquent  le  produit 

sera  divisible  par    nr=aH^o>'«.ri.:  Eioncisri  iWfalt/péurabMger; 


(i3i) 

(i  _  4:«-»)»(i  —  A*-»)^(i  —  *— O^-  =  »  — ^*» 

on  aura 

(l38) 

i-i— *iK  =  o,     (modafi) 

OU 

. 

(135) 

iï  =  — ,     (mod.  n) 

et  par  suite 

V   ■         *                                  ........ 

(134) 

X  —  hK  ,     (mod.  n) . 

Or^ h  qùanlké  K ,-  qne  détermine  la  forihule  (181) ,  'étant  évidettmeiit  tae  quantité 
entière  »  la  valeur  hK  de  m  sera  enlière  elle-même ,  et  fournira  la  solution  de  l'équi- 
valence  (iifg).  Gëtté  remarque  est  due  è  M/ Bihèf ;  Loi%^  lé  facmbre  h  -sétronve 
réduit  à  un  nombre  premier    p,    Téquation  (i3i)  dionirâ'MA'iilenidJit' 

(i35)  %^kP^,    (mod.».  ', 

Donc  alors  on  vérifie  l'équivalence 

(i56)  fac  =  A,     (mod.p) 

en  prenant 

(187)  »  =  ^''""**     (mod.p). 
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SUR  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUIVALENCES 

DONT  LES  MODULES  SE  RÉDUISENT  A  DES  NOMBRES 

PREMIERS. 


Si."  Considérations  générales» 

Soit'   p     UD  nombre  premier  quelconque  »  et  considérons  réqui?alence 

(0  aoam  +  ^i*'""'* +««a5'""*  •+■••• -l"^«n-i^ +  <'-*  =  <>     (naod.p)  , 

dans  laquelle  m  désigne  un  nombre  entier,  et  a»»  a,»  a, , ...  dm-i  *  ^m  des  quan- 
tités entières»  oïl  môme  des  quantités  rationnelles  qui  aient  pour  valeurs  numériques  des 
fractions  dont  les  dénominateurs  ne  soient  pas  des  multiples  de  p.  Il  est  clair  i.*  qu'en 
multipliant  la  formule  (i)  par  le  produit  de  ces  dénominateurs  on  réduira  les  coeiEcients 
des  diverses  puissances  de  «  à  des  quantités  entières,  s.^  qu'après  cette  réduction  on 
pourra  supprimer  tous  les  termes  dans  lesquels  les  coefficients  seraient  divisibles  par  p. 
On  obtiendra  ainsi  une  nouvelle  équivalence  d'un  degré  égal  ou  inférieur  à  m  ,  dans 
laquelle  tous  les  coefficients  seront  entiers;  et  si,  dans  cette- nouvelle  équivalence,  t«us 
les  termes  étaient  divisibles  par  œ  ou  par  une  puissance  entière  de  x ,  la  division 
du  premier  membre  par  cette  puissance  ne  changeratt  ni  le  nombre  ni  les  valeurs  des 
racines  distinctes  et  non  divisibles  par  p.  On  saura  donc  déterminer  ces  racines  dans 
tous  les  cas  possibles,  si  Ton  parvient  à  résoudre  l'équivalence  (i) ,  dans  le  cas  où  a^  , 
Ot ,  a,  ,  .•••  a^..!  9  <ht  représentent  des  quantités  entières  dont  la  première  et  la  der- 
nière ne  sont  pas  divisibles  par  p.  D'ailleurs ,  si ,  dans  le  cas  dont  il  s'agit ,  on  nomme 
^t  $  A%  >  •••  Am^x  9  Am    des  quantités  entières  déterminées  par  les  formules. 


(2)  —  ^Z^'i»       —ZZzAn  »  ••• ZZzAm^if       -^  Z=Z  Am  »        (mod.  p) 

•     ■        .•  ■     ■■'•  '   ■      ^ 

on  poiurra  réduire  l'équivalence  (1)  à  la  suivante 

(5)  aj"-»-^.»*— •-f./<,aj"-24..». +4««.«  +  y<,  =  o,    (mo<l.p). 
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(  «54  ) 

Am  n*étant  pas  divisible  par  p.  Eafin,  comme  on  a»  pour  loiilc  valeur  entière  de 
X    non  difiaiUe  par    f  , 

(4)  a?'*-'^!,     (mod.p) 

et  par  conaéquent  .  .  i  . . ,,  • 

(5)  x'^/'-o^,^  •  "" 

k  étant  un  nombre  entier  quelconque,  on  pourra  évidemment,  dans  Téquivalence  (3) 
substituer  à  ceux  des  exposants  m  •  rti  —  i , ...  qui  seraient  supérieurs  à  p  —  a  ,  les 
restes  de  leur  division  par  p —  i.  Donc  on  peut»  dans  la  formule  (3)»  supposer  le 
degré     m    inférieur  à     p— -i. 

Concevons  maintenant  que  les  quantités     a«  ,  a,  , ....  cf^., ,  a„,    étant  entières,  et 
le  nombre     m     inférieur  à    p  —  i ,     ou  seulement  à    p  ,     Ton  fasse  pour  abréger 

(G)  a.x'"  +  a.cB""-»  +  a,»*"-»  + ...  +  ff«_,x  +  a«  =  f  (a?) . 

L'équivalence  (  i  )  pourra  s'écrire  comme  il  suit 

(7)  f(«)=o;     (mod.p) 

et  •  si  Ton  désigne  par  r  une  racine  quelconque  de  cette  équivalence ,  on  aura  iden- 
tiquement 

(8)  f(«)  ±«  f(r)  +  (a,-r)f'(r)H-(«-^V~^4-...  +(«~»-)--:^^^. 

D*ailleurs  F{x)  désignant  une  nouvelle  fonction  entière  de  âs  k  coelBciénts  entiers , 
nous  dirons  que  Téquivalence  (7)  peut  être  présentée  sous  la  forme 

(9)  F(aî)=o,     (mod.p) 
si  Ton  a ,  quoi  que  soit    ce  , 

f  (a)  =  F{x)  .     (mod.  p). 

Cela  posé,  s'il  arrive  que  la  quantité     r    soit  une  racine  non-seulement  de  Téquivalence 

(7) ,  mais  encore  de  chacune  des  suivantes 

i'  ■  . 

(10)  f'(aj)  =  0  ,        f'(a!)  =  o ,  f<'— >(aj)  =  o  ,     (mod.p) , 

en  sorte  qu'on  ait  tout  à  la  fois 

(11)  f<r)Ho,    ifued.p), 
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(,55) 
et 
(i«)  ^  (\r)  =  o  ,         t^(r)  =0  ,  ...  f <^-^>  W  =  0  ,     (mod. p)  . 

la  lettre    %    désignant  un  nombre  entier ,  Téquation  (8)  donnera ,  pour  une  valeur  quel- 
conque de    X  ', 

^^  — ^  Mï-a.5..i^^  '    i.a.3..i(/+i)  ^     1^^  '  i.a.3..m  ) 

(nod.  p)  V 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(i3)  [{x)  =  (œ  —  ryff{x)  ,     (mod.p)  , 

f{œ)     désignant  une  fonction  entière»  à  coefficients  entiers *,  et  du  d^é     m  —  {, 
déterminée  par  la  formule 

i.a.o...!  i.a.o. ..!(<+ ij  i«a.o...m 

PsI*  conséquent  on  pourra  présenter  féquivalence  (7)  sous  la  forme 

(1*)  (»— r)'f(a5)=o,     (mod.p), 

et  considérer  celte  équivalence  comme  offrant  un  nombre    i    de  racines  égales  h     r. 
Les  autres  racines  devant  nécessairement  vérifier  la  formule 

(16)  ?(«)— o,     (mod.p), 

dont  le  module  est    m  —  s  ,    H  est  tiêht  que,  dans  i'bjpothèse  admise^  Féquivalence 
(7)  admettra  au  plus    m  —  s  -}-  1     racines  distinctes  dont  l'une  sera  la  quantité    r. 

Rébiproquemént  »  #ï  Téqulvalence  (7)  peut  être  présentée  sous  la  forihe 


>M       III    I  II     1^ 


*  ILctt  aisé  de  veMhnaltfe  qae  h»  coeffickats  des  ditarses  ptiiisinces  de    «-^  r  »    dans  le  second  membre 
cWTéqaalîoD  (8)»  savoir, 

•e  réduisent  toujours  ^  des  quantités  entières ,  et  que  ces  cpantités  soni  divisibles  par    p  »    qpa^d  ies  Trac- 
tlom  qui  Ibs  représentent  offirent  dés  numérateurs  dStisibles  par    p. 
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(  »56  ) 

(i5)  («  — r)*>(a5)  =  o,     (mod.p), 

f{x)  désignant  one  fonction  enlière  de  a;  »  à  coefficients  entiers  et  du  degré  m  —  ( , 
on  en  conclura  que  les  conditions  (19)  sont  remplies.  Alors»  en  effet,  on  aura  identi- 
quement 

f  (aï)  =  (x  —  r)'>  (a?) ,     (mod.  p)  , 
ou ,  ce  qui  revient  au  même  , 

(17)  {{x)  =  {x^ryf{x)+x{x), 

x(c6)  étant  une  fonction  entière  et  à  coclBcicnts  entiers,  qui  devra  vériGer,  tpiel  que 
soit     Xr    la  formule 

(18)  x{^)  =  ^»     (mod.p). 

D'ailleurs  la  fonction  x{x)  étant,  ainsi  que  les  fonctions  î{x)  et  {x — r)'f(a;)  d*un 
degré  m  inférieur  h  p  ,  la  formule  (18)  ne  pourra  subsister,  quel  que  soit  x  ,  à 
moins  que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x  dans  le  premier  iqembre  pe 
soient  divisibles  par  p.  Car,  dans  le  cas  contraire,  cette  formule  offrirait  Texemple 
d'une  équivalence  qui  admettrait  plus  de  racine^  distÎQCtes  que  son  degré  ne  renferme 
d*unités.  On  aura  donc  nécessairement 

(19)  xW=p.+W, 

x{x)  désignant  une  fonction  entière  de  se  à  coefficients  entiers,  et  la  formule  (17} 
donnera 

(20)  f(x)==(<r-.rV>(*)+^+(*). 

Or,  en  différenciant  cette  dernière  équation  i  fois  de  suite  par  rfipptrt  à  x  »  Bt.\po- 
s'ant  après  les  différenciations  0  =  r,  on  retrouvera  précisément  les  formules  (iv). 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

1.*'  ThéobSiu.  Pour  que  C équivalence  (7)  d^un  degré     m     inférieur  à    p    puimc 
êêrc  présentée  sous  la  forme  (iS) ,     i     désignant  un  nombre  entier  ^  et     ?(x)     une 
.fonction  entière ,  à  coefficients  entiers  ^  du  degré    m  —  s ,     il  est  nécessaire^  et  il  suffit 
que  les  conditions  (11)  a<'  (19)  soient  vérifiées. . 

Seholie.  Le  théorème  1  ne  subsisterait  plus ,  si  le  degré    m     du  polynôme    i{x)     de- 
venait supérieur  ou  même  égal  à    p .     Sapposonf  en  effet  que ,  le  nombre    m     étant 
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{$lh  ) 

if^al  à  p  ,  la  lettre  r  désignant  une  quantité  entière ,  la  lettre  i  un  nombre  su- 
périeur à  Tunité,  et  l'expression  f  (x)  une  fonction  entière  de  m  du  degré  p^^i. 
Ton  prenne 

(ai)  f(aj)  =  (aj  — r)'f(aî)+fiB^  —  w. 

Comme  on  aura,  quel  que  soit    x*    [en  vertu  du  théorème  de  Fermât}, 

(aa)  xP — 03  =  0,     (mod.p) , 

et  par  suite 

Téquivalence  (7)  pourra  être  présentée  sous  la  forme  (i5)»  tandis  que  la  valeur  de  t'{r\ 
tirée  de  la  formule  (si)  sera 

V{r)  as  prP'^*  .^  1  =  -^  I ,     (modé;i)k 

Nom  avons. remarqué  ci  -desuM  que ,  dans  le  ca$  où  Fé4|uivaleQce  (2)^  d'un  degré  «a 
ini!&ri«ur  ii  p  •  admet  t  racines^  é^Les  à  r,  Iq  nombre  des  racines. distioctea do 
oatbû  équivaksiiice  qot  peut  surpasser  m  —  t  -f*  1  <  m.  G«  cas  9!^  pas  le  seul  dans 
leipiel  h  Q(Oio)>re}  des.  racine»  distûaciesde  l'équivalence  (7}.  d(Bvienne  intérieur  #u  degjPé 
m  ,  et  ii  peut  mâiQe  arviver  que  cetto  équivalence  sojit.  complètfBi^ent  iwoIuUe.  Aîaaî  • 
en  particulier ,  puisque  toute  valeur  entière  de  x ,  nQi\  divil^iit^b  pw  3  ,  vérifie  U 
formule 

a?*^  1 ,     (mod.  3)  , 

il  est  clair  que  --  u.  '\  .       u,       ;      '» 

•    a?*  =  a  ,     (mod.  3)  , 
«•a  point  de  raeines.  .      /A  .  ,  v\  ;  ^ .  / .  «  .  .  /  . 

Nous  allons  maintenant  rechercher  le  poipbre  des  racines,  ^distiAct^s  de  réquivalencô 
(7),  nombre  qui,  comme  on  vient  de  le  voir,  peut  déveniD.^nfér^BUr  à  tn»  ou  même 
se  réduire  à  zéro;  et»  pour  y  parvenir,  nous  commencerons  par  résoudre I0  {)ro]bléme 
suivant. 

Problème.  Étant  (jtçikpiê^-daux  fif^^tionê.  entière  e|^d  càêfficiênéi  entiers 

>•;  .  .       Cl-....     ...';:,':.;        ^9^)  ^       :  f^(ff)  •    ;.«î        :•■  •        _  •>      :...  -v ..../...  .^ 

dont  les  degrés     m,   et  1=  ou  <,tn    ne  surpassent  f as  U  nombre  premier    p$    Pf^ 
le  nombre  des  racines  distinctes  de  i  équivalence 

IV-  AKIfiB.  34 
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(7)  fC«)=o»     Cniod.p) 

étant  supposé  précisément  égal  au  degré  m  de  cette  équivalence,  on  demande  une 
nouvelle  fonction  entière  et  à  coefficients  entiers  7  {x)  tellement  choisie  que  le  degré 
de  cette  fonction  coïncide  avec  le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  x  propres  à  vérifier 
simultanément  les  deux  formules 

(s3)  {{oci)  =  o ,         fi(«)  ^  o ,     (mod.p)  , 

et  que  chacune  de  ces  valeurs  vérifie  encore  Céquivalence 

(24)  ?  («)  =  0  ,     (mod. p). 

Solution.  Si,  dans  cbacune  dei  fooclions  ({x)  ,  (^{x) ,  le  coefficient  de  la  plus 
haute  puissance  de  ce  ne  se  réduisait  pas  à  l'unité,  on  pourrait ,  en  supposant  ce  coef- 
ficient divisible  par  p,  supprimer  le  terme  qui  le  contient,  ou,  dans  le  cas  contraire, 
sobslituer  aux  coedicients  des  difTérenls  termes ,  k  l'aide  do  formules  semblables  aux 
formules  {9),  de  nouveaux  coefficients  dont  le  premier  serait  l'unité»  sans  altérer  ni  le 
nombre  ni  le»  Taleurs  des  racines  distinctes  de  chacune  des  équivalences  (a5).  Par  con- 
séquent, dans  le  théorème  ci-dessus  énoncé  ^  on  pourra  toujours  supposer  les  fonctions 
({x)  ,  {j{x)     réduites  à  la  forme 

(26)  f  (a;)  =  x'^  +  yi.x'"-'  +  y!/.»"'—  +  ...  +  A^^.X  +  A^  , 

(26)  f.W  =  a5' +/?.«'-« +2?.x'->+...  +  i?,..a)  + A. 

Ax9  A^, ■^m.i  »  A^;  Bus  Bn  9 A».  $  Bt    désignant  des  quantités  entières. 

Soient  maintenant  Q  le  quotient  et  R  le  reste  de  la  division  du  polynôme  I{x) 
par  le  polyiîome  fi(x). .  Q  et  B  seront  des  tbnctions  entières  et  à  coefficients  entiers. 
Tune  du  degré  m  —  / ,  l'autre  d'un  degré  inférieur  oii  tout  au  plus  égal  K  / —  1  , 
en  sorte  qu'on  trouvera 

(«7)  ..  ■•-•  il=s:A«*'r«4.ii,»'-:>  +  ...  4.û|^,»>+C|^», 

^9  »  0^  »  •••  0/i.t  »  ^<^i  désignant  des  quantités  entières.  De  plus,  comme  on  aura  gé- 
néralement 

(«8)  f(»)  =  <?f.(a^)+«. 

on  en  conclura 
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(«9)  t{»)~.(^U{»),    (inod.p),     ;.       . 

si  le*  quantités 

^9   $  ^§   »      •••••      ^Imm'i    t  ^1  — I 

tont  toale»  divisibles  par    p ,    c'est-4i<^ire  v  si  elles  yérifient  les  conditions 
(5o)  ^«^o,        ^i^o,  •••©!-.•  ^Of     •  i>i— i^o,    (modip)* 

Dans  ce  cas  particulier  »  réqairalence  (7)  da  degré    m    pourra  6tre  présentée  sons  la 
forme 

(3i)  Qf«(i»)  =  o,     (inod.p)  , 

et  »  comme  le  nombre  de  ses  racines  distinctes  sera  précisément  égal  au  nombre    m  , 
on  cqnclara  du  théorème  a  de  Tartide  précédent  que  réquiralenee         " 

(3a)  fi(a5)^o,     (mod.p) 

# 
admet  à  son  tour  autant  de  racines  distinctes  que  son  degré    l    renferme  d'unités.  Alors 
aussi  toutes  les  racines  de  la  formule  (3  a)  vérifieront  en  même  temps  la  formelle  (3i)  ou 
(7) ,  et  par  conséquent  on  pourra  prendre 

(33)  ^{x)=U{x). 

Si  les  conditions  (3o)  ne  sont  pas  toutes  remplies;  alors»  en  désignant  par    çt^i^u 
le  premier  des  coefficients 

qui  ne  sera  pas  multiple  de    p ,     et  par    C. ,  C» , CkmmM  >  Ci     des  quantités  en- 
tières »  déterminées  à  Taide  des  formules 

(34)  -^i^^  =  C..     lL±ÏL.  =  c.^...^^^i=L.=Gt.     {moi.p). 

on  trouvera 

(35)  B  =  ci.4«,(aî*  +  C,a*-i  +  Ccb*-!  + ...  +  Ça.,»  +  Ci)  ,     (mod. p)  ; 
puis,  en  faisant  pour  abréger 
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(  t*«î 

(56)  f.(aj)  =x'  +  C?;«^^*  +  <7.w*^» 4-—  +  C*-.x+  <7* , 

on  tirera  des  formules  (98)  et^(i^5) 

(57)  »:i(.;j:.;.ofWs<?ft(fîlf»-^tfii-ji^t^),   (humI-p)*     .;•: 

Or  il  résulle  ^li^MME^ent  4^.iti  formule  ($7)  que  Iput.Q  yalenr  4e    x^^.  pr^yre  à  vérifidr 
simultanéoient  les  équivalences  (^S)»  ?érifiera  encore  la  suivante 

(38)  f.(aî)  =  o,     (mod.p). 

Soit  maintenant  Q.  le  quotient,  et  A.  le  reste  de  la  division  du  polynôme  f,(a?) 
par  le  polynôme  C{^)*  <?e  ^^  £1  seront  des  fondions  eatièrei,  Vuae  do  degré 
/ — k,  l'autre  d*un  daglcé  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  %  A  •*-  1  »  en  aorCe  qu'on 
trouvera 

(39)  R,  =  d,a5*-«  +  d,x^-^*  +  •..  +  rf*— a  +  *-. . 

do  p  d^ ,  d^  9 rfx-ft  9  ^'i-.i    désignant  des  quantités  entières.  De  plus,  comme  on 

aura  généralement 

(40)  t,{x)  =  QX{x)  +  R,, 

on  en  conclura  » 

(40  f»  («)  =  Q«  t  (aî)  »     (mod.  p) . 

si  les  qnanlilés 

rfo  »        di ,  ....  rfji— , ,        rf^—f 

sont  tootes  divisibles  par    ^ ,    c'est-indire ,  si  elles  vérifient  les  ooadilions 

(42)  d^  —  o,        rfa^o,  .•••  rfi^t^o,        rf*-.t^o,     (mod«p). 

Dans  ce  cas  on  tire  de  la  formule  (3 7) 

(43)  n^)  =  «?<?.  +  ^i-*-.)f.(aî) . 

Par  CQwéqiieat  TéquIvi^BQe  (7)  pourm  étro  présentée  sous  la  forme 

(44)  «?<?.  +  ci.,.0f.(«)  =  o  ,    (mod-rt  ; 
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et  9  comme  elle  offire,  par  hypotUfe»  'ApHàM^fle  raGibëâ*  distinctefl  que  son  degré  m 
renferme  d'unités,  réqui?alence 

(38)        '  f.(»)=o,    (mod.p)    .  ..*;;. 

jouira.«nçore  ielamAma  propriété-^rojes  Ip  théorème  s  de  rarticle  préçédeiiti.  P'âiiJcurs, 
en  ifgriu.des  formules:  (40  ej^  (43),  loule.  valeur  de  a?  .propre  à  v^ifier  l'équivalence 
(38K  sera  évideroment.uneraciqe  commune,  auic  dfs^x  é|fpj?alepceii(93^  t)onc».sî|e$ 
candUÎ09a'(42)  «ont  J^empUes.  00  ppurra  prendr.^     ..  ^     «r.si-       ', 

m  '  .  ^f,x)=û[x).  ''^'^'•■•^•* 

'  .  •■ 

Si  leè  Conditions  (4s)  ne  sont  pas  toutes  remplies ,  alors  »  en  désignant  par    d^l^k^j 
le  premier  des  coefficients 

'  '  ■  ■  '  '        •  •  ■..'.( 

qui  ne  sera  pas  multiple  do  p  »  et  par  />.  »  Z)a  »  •»•  i>4^i  »  Z>a  des  quCntités  en- 
tières déterminées  à  Taide  des  formules 

(46)        .jLiir^^D,,   ^=^^=D,,...-^i=^=D,.    imoi.p).   . 

4l^A-.|  B|^A«.,  «l-*-i  #^/ 

■  "  .  .  '  .      '     '  / 

on  troqrera 

(4?)       B.  =  rf4-^..(aî*  +  Z).aî*-«  +  /).»*—  +  -  +  ^4-.»  +  A)  #     (mod. p)  ; 

puis  »  en  faisant  pour  abréger 

(48)  fi(aî)  =  «*  +  Z),fl8*— +  /),»*—  +  ... +  Z>4 -,»  +  />», 
on  tirera  des  formules  (4o)  et  (47) 

(49)  f.(«0  =*  QM^)  +  *-»-.f3(aî) . 

Or  il  résulte  évidemment  de  la  formule  (49)  <pi^  toute  valeur  entière  de  œ  propre  à 
vérifier  simultanément  les  formules  (Sa)  et  (38)  vérifiera  encore  la  suivante 

(5o),  A(«)  =  o,    (mod»p). 

En  continuant  de  la  même  manière  9  on  déduira  successivement  des  (bnctiona  dîonnées 
f(^  »  TtC^)  »    tnié  stdio  de  nootdles  fbnctiotts 
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(   «fa  )^ 

dont  la  dernière  sera  précisément  la  valeur  cherchée  de  ^{x) .  Tour  obtenir  ces  nou- 
velles fonctions ,  il  suffit  d'opérer  comme  sr  Ton  se  proposait  de  trouver  le  plus  grand 
commun  diviseur  algébrique  des  deux  polynômes  î[x) ,  t^^x) ,  de  supprimer  dans  le 
reste  de  chaque  division  tous  les  termes  dont  Ibs  coefficients  sont  des  multiples  de*  p , 
de  réduire  ensuite  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x  k  Tunité ,  et  les  sriitres 
coefficients  à  des  nombres  eiiiiers  kTaide  de  foriiiûlês  seibBIables  aux  équivalences  (54)  > 
(46) ,  etc.. ,  enfin  de  s'arrêter  au  moment  où  cette  réduction  ne  peut  plus  s'feffectuer , 
c*est-à-dire«  au  moment  où  l'on  obtient  un  reste  dont  tous  les  coefficients  sont  des  mul- 
tiples de  p.  Si  l'on  désigne  par  Ri^t  ce  dernier  reste,  ce  sera  le  reste  précédent 
A;.,  »  ou  plutôt  la  fonction  fi(x).,  qui  fournira  la  valeur  cherchée  de  ^{x)  »  en 
sorte  qu'on  pourra  prendre 
(5a)  ff{s)  =  îi{x). 

Si  tous  les  restes  successivement  obtenus  offraient  des  coefficients  non  divisibles  par 
p  »  en  sort&que  le  dernier  reste»  représenté  par  une  quantité  constante ,  fùl  lui-même 
non  divisible  par  p ,  on  pourrait  affirmer  que  les  équations  («5)  n*ont  pas  de  racines 
communes. 

Le  problème  ci-dessus  énoncé  étant  ainsi  résolu  ,  il  sera  facile  de  trouver;  pour  l'équi- 
valence (7)  dont  le  degré  «  par  hypothèse,  est  inférieur  à  p  ,  le  nombre  des  racines 
distinctes  et  non  divisibles  par  p.  En  effet ,  puisqu'on  vertu  du  théorème  de  Fei^itrat» 
tous  les  termes  de  la  stiite 

(53)  I  ,     a  ,     3,  ...  p  — 1 
vérifieront  la  formule 

(54)  a:''"*  —  1=0,     (mod.  p) , 

les  racines  dont  il  s'agit  se  confondront  évidemment  avec  les  racines  communes  aux  deux 
équivalences  (7)  et  (54)*  Gela  posé,  il  suffira  d'opérer  comme  dans  le  problème  précé- 
dent ,  en  substituant  aux  deux  fonctions  t{x)  ,  {t{x)  les  deux  fonctions  xf"^^  —  1 , 
{{x)  ,     pour  obtenir  une  équivalence  nouvelle 

(55)  ?»=o,    (mod.p),  .    '  ". 

qui  sera  vérifiée  par  ces  mêmes  racines  et  seulement  par  elles.  Le  degré  de  cette  nou- 
velle équivalence  représentera  donc  le  nombre  des  racines  de  la  formule  (7)  distinctes 
et  non  divisibles  par    p . 

Si  à  l'équivalence  (54)  on  substituait  l'équivalence  (a a),  la  formule  (â&) ,  obtenue  par 
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ia';iiiétli!odiQ:qi|e  à«uè[ veaMÉ  âHii4M|«er>:jCMK^NUJq6,jiH!^^  la^fo^iiilB 

(7)  9  dans  le  cas  même  où  l'on  supposerait  le  premjer  o^^i^ff^rQ  do  g^lle  Jfo^^l^le;diY^iblp 
par  00  ou  par  une  puissance  de  x ,  c'est-à-dire ,  dans  le  cas  même  0(1  cette  formule 
admettrait  des  racines  divisibles  par  •  /n*  ^^ . 

Si  l'équivalence  (7)  n'admetlait  point  de  racines»  les  équivalences  (7)  et  (as)  A*aur 
raient  point  de  racinas  comn^ujcies..  ^t  l'opi  en  serait  averti  par  le  calcul  même,  confor- 
mément  à  la  remarque  que  no^9  avons  faite  ci-dessus. 

Si  la  formule  (7)  n'admet  qu'aune  seule  raciiie- drsth^cte  dé  zéro»  réqtlilrûlenco  (55) , 
déduite  de  la  considération  des  formules  (7)  et  (54)  >  sçra  du  premier  degré  seulement , 
et  fera  connaître  la  racine  dont  il  s*agit. 

Pour  montrer  une  application  des  principes  que  nous'  VeK'ènfs  d'établir  »  chei'ehoiij 
combien  l'équivalence  • 

(56)  a;'  — CD +1=0  r   (nibd.  7^' " 

admet  de  racines  distinctes ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  combien  il  y  a  de  racines 
communes  entre  cette  équivalence  et  la  suivante 

(57)  «^—1^0,     (mo'd.7). 

On  trouvera ,  en  effectuant  la  division  de    x^-^i     par    x^  —  as  +  ^  » 

x^ —  i^{x^  —  x+  i)(®'  +ic  —  1)  +®'  —  ««^ 
puis ,  en  effectuant  la  division  de    x'  t-x  -f? }     Pf^r  :  0)'  —  s  a;  1 . 

x^'^x+i^{x*^^x)i<ff^^^)'+^'xi^.\^^)       '    .       --^ 

=  (x>  —  2aî)(a5+2)+3(cB+4-)' 

,.  •  I     .V  —  r/-    !  --.  s. .  -■-  ^ 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 


.:a> 


a5^/-i.»+ 1  .zxCoî^^.aff) {(i?—;^)rk  ^i»  —  «!)•- 


Enfin;  }iaB^rr  »4  i.sesa  esaçtemçnt  divisible  par. .  œ *--:a  ^ .   qn^  ffi  d^aut^es  termei,  le 
reslftvd0;iii  division. d^  .:  x*^^9^,,  par,  a? — .%'.  ,8era  équivalent. à  zéro j  puisqu'on  aura. 

X*  —  2Xz=z{x — a)flî. 
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iàHè  h  forifaotd  (S0J'to*èifMMi«  qu-uM!M«ile'  và^iàê  dbliMle  dé  lAra»  et  fiMiiftie  par 

(58)  aj~2     (mod.7);  •' 

ce  qui  est  exact.  .  •      -   ^   .      ♦. 

Dans  Texemple  qûè  nous  venons  de'choisir,  on  pourrait  simplHIer  le  calcul  en  obser- 
vant que  le  polynôme  a;'— -9 CD  est  évidemment  le  produit  des  deux  facteurs  x, 
X  —  2,    ot  que  le  second  de  ces  deux  facteurs  est  le  seul  qui  divise  lo  poljnome 

X*  —  03+  1  =  (as  —  2)(a5*  +  *®  +  5). 

On  doit)  immédiatement  ea  conclure  quQ  la  (ormule  (57)  a  pour  racine,  unique  le  nom- 
bre 2. 

Cherchons  encore  combien  Téquivalence 

(Sg)  a5*  +  aî-4- I  ^o,     (mod.  11) 

adgiet  de  racines  racines  distinctes»  ou.  Ce  qui  revient  au  même ,  combien  il  y  a  de  ra« 
cines  communes  entre  cette  équivalence  et  la  suivante 

(60)  05'*  —  1^0,     (mod.  11). 

Dans  ce  cas  on  trouvera  successivement 

a;" —  i  =  (aî'4-^+  0(^^  — a?*  — a;*  +  *'  +  ^a:*  —  3)  —  2x*  +  3x4-  > 

^(a5i4--aî+i)(*7^ic5_a;>  +  a;»+2a5«-^5)  — 2(aî»-4-4a?— 1), 

033  +  a;  +  I  =  (a5*  ^/^^  _^ , ^ ^^ ^^  ^  ^g^^  g  ^ 

=  (x'  +  4aî— i)(a;  — 4)  +  i8(a5  — 2), 
aj*  +  4®  — '  *  —{^  —  2)  (aï  +  6). 
Donc  la  formule  (69)  aura  encore  pour  racine  unique  le  nombre  2. 

La  méthode  exposée  dans  cb  ptiragrapHo  ne  '  diffère  pas  4q(  c^leque  M.  Libri  a  donnée 
dans  le  tome  i**'  de  ses  Mémoires.  Lorsqu'on  applique  cette  méthode  à  la  recherche  de 
réqùlvalénfcé  dé' côn'dhi^on  qui  doit  être  vérifiée  pour  que  deux  équivalences  oient jn» 
moins  une  ractbô  cotnihilne,  oii  se  trouVé  plrécisétnient  tamené  à  ki  fèraiiile'(>G)*d*.la 
page  164  du  premier  volume  des  Exercices. 
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$  u.^  Sur  la  ré^tf^tiofK  de$  é^uivmUneeg  binpmeê» 

Supposons  que  la  fonnule  (7)  du  paragraphe  précédent  se  réduise  à  une  équivalence 
binpineotidela  formè^-'      '^'- -  .■  ••  •-  ^  '•    •::>./".h    -.r  •     \_ ,  ^    0.-  .-.,... 

K    désignant  une  quantité  entière  pon  divisible  par    p 
Si  Ton  écrit    —  ^    an  lieu  de    +K ,    cette  équivalence  devi^dra 


ou»  ce  qui  reviept.an  même» 

(1)  a5-  =  ^,     (mod.p).  .    ,.   «,,,,,,.., /vr,.. 

Soit  d'ailleurs    r    une  racine  primhtfe  de  Téquivalence 

(9)  x^*  =  1 .     (mod.p). 

La  quantité     ./<  =  —  K,    n'étant  pas  dlvisftte  par    p,    sera  équivalente,  suivant  te 
module    p  ,     à  l'un  des  termes  de  la  suite 

(5)  1 ,         r ,        r\  •...  r^-\ 

[voyez  le  théorème  7  de  l'article  précédent^  «oholiei  i  e|^]»  en  sorte  qu'on  pourra  supp^s^ 

^^î  «. ,  ;.    ^^•"^     («M-/?h   .,  .  .    .    ^     . 

Pexposant    t    étanff  un  des  nombres  '^  ^       ''^ 

(5)  '•  '  0,        1,         a-;....  p— ».      -i  -'    •■  -''^  • 


Il  y  a  plus  ;  si,  deux  de  ces  nombres  étant  représeQt|£i8  ^    t    et  par    j  t    l'on  suppose 

od.p — 1) , 


ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

ÎV.  ANNÉE.  35 
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et ,  comme  i ,  j  étant  inftriean  k  ranité ,  les  deux  puûfinoe^  r',  W  ne  {pourront 
devenir  équivalentes  suivant  le  module  p  »  qu'autant  que  Ton  aura  f  s j  «  il  ^^ 
clair  que  la  formule 

(6)  r^^r;    (mod.p) 
entraînera  toujours  la  suivante 

(7)  r  =  «,     (mod.p  — 1). 

Gela  posé ,  comme  l'équivalence  (1)  n'admettra  point  de  racines  divisibles  par  p  ,  on 
pourra  supposer  encore 

(8)  »  =  *•*»    (mod.f)  , 
puis  on  tirera  des  formules  (1)»  (4)»  (8) 

(9)  »•'"■  =  r^     (mod.p), 

et  par  conséquent 

(10)  mtt  =  f,     (mod.p-— 1), 

ou  •  ce  qui  revient  au  même, 

(11)  tna  =  t+(p  — i)t;, 

V  désignant  un  nombre  entier.  Donc»  pour  que  Péqùivalence  (1)  soit  résoluble  »  il  sora 
nécessaire  et  il  su£Bira  qu'on  puisse  satisfaire  par  des  valeurs  entièrea  de  u  et  de  t;  h 
l'équation  (1 1)  ;  par  conséquent  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  le  plus  grand  common 
diviseur  de  m  et  de  p  — .1  divise  i.  Soit  n  ce  plus  grand  commun  diviseur. 
La  formule 

(is)  /         .,  =  *•     (okoA.p), 

qui  peut  être  remplacée  par  la  suivante 

(>5)  '''■   -A^*  =ï,    (inod.p), 

lera  oa  no  «era  pas  vérifiéeV  ^uifant^oi'  '  «'   lénr'divfaible  otf  don  divisible  par    n. 
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Donc  la  formule  (i3)  exprimera  la  condition  nécessaire  et  suflSsante  pour  !i|]Uf,ji!^||iTaIenQe 
(i)  puisse  être  résolue.  ^ 

Supposons  maintenant  que  la  condition  (i3)  se  troufe  remplie»  et  désignons  par  u 
une  valeur  particulière  de  rinconniie  te  qoe  délermiiie  la  fortmile  (lo).  Laf  ^leàr  gé- 
nérale de  la  même  inconnue  sera 

(i4)  ^  tt  =  ud=-£^/i. 


n 


h    désignant  un  nombre  entier  quelconque  »  et  ce  nombre  pourra  être  chobi  de  maniéré 
que    tt    soit  positif,  mais  inférieur  à  .     Gela  posé,  concevons  que    v    représente 

la  plus  petite  valeur  de    u.     Les  nombres  a 

(»5)      -  u,      ^  +  ^.       ^  +  a^,  ...  u+(n-i)-£li., 

seront  les  valeurs  de    u    inférieures  à    p  —  i ,    et  Ifi  fjwrmule  (i)  admetl^  les>raoiii6l 


V 


^^^  .+.^  >>+(n..)^ 


qui  seront  toutes  distinctes  1^  unes  des  autres.  Dpno  le  nombre  de  ces  racines  dijitinolfis 
sera  précisément    n.  , 

Lorsqu'on  suppose    m=s a  et  p  >  a  ,    on  trou?»    »  =  «  ,    attendu  que    p^t 
est  nécessairement  pair.  Alors  la  condition  (i5)  se  réduit  à 

en 

(>7)  A  ^  =1,     (oiod.p). 

D'ailleurs ,    p    étant  un  nombre  premier  impair,  et    A    un  nombre  entier  non  divi- 
sible par    p,    opauca  géaémleotont 

(18)  ^^""'  =  1.    (mod.p), 

ou,  ce  qui  revient  au  même. 


*  \A      -^ijxA  *.+  ï/=o»     (mod.p), 
^  par  conséqu^iit 


Ô7)  A      =  i ,    (mod./») ,       OU'       (19)  <'=-*•!•  (mod.p). 
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Dote  P4^inVlnètoc6 

(to)  «*  =  -^»     (moi.p) 


sera  é^mlequ,  9iuyaiil[  je  ii)i,o^e  ^  p^    à    4- 1    ou  i—  i. 

Si  Ton  aoppoae  m  =  3 ,  If^  plii9:gi^nd  (0oittmiia..diviawf  n  dei  nombres  m  et 
p  —  1  sera  3  oa  1»  suiyanlquè  p,  divisé  par  3,  donnera  pour  reste  1  on  — i. 
Dans  b  premier  cas»  la  condition  (i3)  deTieaira 

/>-»■-■ 
(as)  -/<       =i#     (mod.p). 

9Mè1eièom8^v  ^ém  bbtiêXtitn,  rédaftel  la  fermcde  (18),  sera  ton  jours  vérifiée. 
Cela  posé  »  on  conclura  des  principes  cinlessus  établis  que  l'équivalence 

(•3)  »'.=*^,    (mDd.p) 

irittiél4«dfboi««iiBl*ffê(M|>lBWh'«^  j^i^l    liW  ptis  Avidble  par  3, 

Dans  le  cas  contraire»  l'équivalence  (s3)  admettra  trois  racines  distinctes  ,  ou'in^én  ad- 
mette a«ioiiM«^  «want  ^ue  la  coAdiiienr  4^3)  aetQ  outie  aéra  fas  MlîafMle. 

Soit  encore  m  =  4*  Outroèfora  •c£=.4fM  rfs-nsia  »  ÀairmilqiMi  'p«— 1  «era 
divisible  par  4  ou  simplement  par  9.  Donc»  si.  p  —  1  est  divisible  par  4»  1*^ 
quivalence 

(24)  *  fi^*  =  ^.    '(mod.p) 

-     .    ;        .).     •  uv-       .       ^.      !•  ,1.:.;    ■--■':  •     ■       '•'•'•       .     • 

admettra  deux  racines»  ou  n'en  admettra  aucune, ««iwdri|ifi64tf^M4idifion'  '     - 

(a5)  A       =1»     (mod.p)  ,r.>: 

sera  ou  ne  sera  pas  remplie.  Mais,  si  p  —  1  est  fli visible aimplement  par  »  ,  Téqui- 
valence  (a4)  admettri^  deux  racines  distinctes  ofi  ô'èn  admettra  ^aucune  »  suivant  que  la 
valeur  de  A  satisfelra  ou  non  à  la  condition  (17)  »  c'est-b-dire  »  suifj^qj.^^ec^tle,. va- 
leur vérifiera  la  formule  (17)  ou  la  formule  (19). 

Soit  enfin  m  =  6  •  On  trouvera  n  =  6  ou  n  =  9  »  suivant  que  p  —  1  sera 
diki'ibieioa  tien  divisibfis  par    3.  ^  Dans  le'premier  ^ctte»1i  cendifion  (13)  donnera 
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(  »«9  ) 
(•6)  A       =1,     (mod.p). 


Dans  le  second  cas,  celte  oonditimi  ae  iMDiiivni  tédoile  à  la  fenaoïle  (47)*  Donc,  oa 
▼ertii  des  principes  ci-dessus  établis  »  si  p  -—  1  n*est  pas  dirisible  par  3  ,  l'équiva- 
lence %. 

(97)  x^  =  A,     (mod.p) 

admettra  deux  racines  distinctes ,  on  n*en  admettra  aucune  »  suivant  que  la  valeur  de  A 
vérifiera  la  formule  (17)  ou  la  formofe  1(19).  Maia  ,4i  p»*mz  .devient  AviaiUb  par  3  « 
l'équivalence  (97)  admettra  six  racines  distinctes»  ou  n'en  admettra  aucune ,  suivant  que 
la  conffithm  (96)  sera  ou  ne  sera  |>as  vérifiée. 

Généralement  »  si  l'on  suppose  m  =  n  ^  n  étant  un  diviseur  de  p  —  1  ,  l'équi- 
valence (1  ) ,  réduite  %  ^a  forme 

(98)  »"  —  -/<,     (mod.p)  , 

admettra  n  racines  distinctes ,  respectivement  équivalentes  aux  quantités  (16),  ou  n'en 
dhneMra  ««com.  Mirant  ^ue  k.eoiiditioB«(l9)  aare  «u  4i6  sera  pas<véttfiée* 

Si  l'on  suppose  ^  =  1 ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  t = o ,  on  trouvera  ti  =  o. 
Dans  ce  cas»  la  condition  (i3)  sera  toujours  vérifiée»  et  l'équivalence  (i)«  réduite  à  la 
forme 

(99)  »"■=!»     (mod.p) 

n'admettra  point  d'autre  racine  que  l'unité  »  si  m  est  premier  à  ji.«-!- 1,  JU/iÛ.iW  h 
contraire  arrive  »  en  nommant  toujours  n  le  plus  grand  commun  diviseur  de  m  et 
de  p  —  1  «  on  obtiendra  »  pour  racines  de  T^ulvalenee  (99)  les  différents  termes  delà 
suite 


n 


(3o)  r    =  I ,       r      ,       r         »  ,..  r 


qui  seront  en  même  temps  racines  de  l'équivalence    0}"=  1 ,  (mod.p).     On  arriverait 
directement  aux  mêmes  concliisiQj^%^  en  ayant  éggrd.an  théorêl^e  5  de  l'art jçleipré.cé4ent. 

fiL/po«r£aor  leaatfes.^Hiypoendisoccossiminént  '«hix=9^  mm^ê ,>mta:jl^ ,  9ic^. 
(p  étant  >  9}»    on  reconnaîtra  4  j^iqiie  l'é^foiiiAkÉiM 

(5i)  »*=  1  f     (mod.p) 

admet  toujours  deux  racines  distinctes  »  savoir    +  i  ^  —  t  »     *•*  Vie  Téquivalence 
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(5a)  «*=i.     (mod.f>) 

admet  deux  racines  dUiioctes  de  l'anité ,  lorsque    p  —  i     est  di?Uible  par    3  »    et  la 
•eule  racine     i     dans  le  cas  contraire;  3.*  que  réqaiValence 

(35)  a^=i»     (Jlpod.p) 

admet  les  seules  racines    +  ^  ^^  •*—  i  #    lorsque   «^-^   est  impair  ,  et  de  plus  deux 
autres  racines  distinctes ,  lorsque  est  un  nombre  pair;  etc.... 

11  est  bon  d'obserrer  que,  si    A    diflAre  de  Tunité,  il  suffira  de  multiplier  par    r^ 
les  quantités  (3o) ,  pour  reproduire  les  diverses  racines  de  la  formule  (i). 

Observons  encore  qu'étant  donnée  une  équivalence  complète  du  second  degré 

(54)  aoOî' 4- «■«  +  «•  =  <>,     (mod.f>), 

dans  laquelle  ae ,  a. ,  a»  sont  des  nombres  entiers»  et  p  un  nombre  premier  im- 
pair qui  ne  divise  point    a» ,    il  suffira  de  poser 

(35)  »  =  j  —  ^,     (mod. p) , 

et  de  diviser  ensuite  par  a,  les  deux  membres  de  la  formule  (54)  >  pour  la  réduire  à 
l'équivalence  binôme 

(56)  j*  —  A  =  o^     (mod. p) , 

A    désignant  un  nombre  entier  choisi  de  manière  que  Ton  ait 

(57)  A  =  ^'  '^^^"^   »      (mod. p). 

D'ailleurs  l'équivalence  (56)  admettra  deux  racines  distinctes ,  ou  n'en  admettra  aucune, 
suivant  que  la  valeur  de  A  vérifiera  la  condition  (17)  ou  (19).  Donc ,  par  suite,,  l'équi- 
valence (54)  admettra  deux  racines  distinctes»  si  l'on  a 

(58)  (fl.*  — 4«otf.)      =(4<»o)      ,    (mod.p). 
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on  »  ce  qui  revient  aa  mfime , 

(89)  ^  («.•— 4«t«»)       =«•       »     (mod.p), 

tandis  que  la  même  équivalence  n'admettra  point  de  racines  dans  le  cas  contraire. 
Concevons  »  ponr  fixer  .les  idées ,  que  mqnivalence  (34)  coïncide  avec  la  suivante 

(4o)  «•  +  « — 1=0,     (mo^ii). 

La  condition  (59) ,  on 

(40  5*=i»     (mod.ii), 

sera  remplie.  Donc  l'équivalence  (4o)  admettra  deux  racines  distinctes  #  qui  se  confon- 
dront nécessairement  avec  denx  des  racines  de  la  formule 

»■• — 1=0,     (mod.ii). 
On  trouvera  effectivement 

d8" — i=(a3»+cd~i)(aD*  — «7+aa5*— 5ÊD*+5»*+5«?+a««+a5+i),     (mod.ii)^ 
D'ailleurs  il  suffira  de  poser 
(4«)  «=y  — i=y  +  5»    (mod.u), 

pour  réduire  la  formule  (4o)  à  l'équivalence  binôme 

y' +  «9  =  0  »     (mod.ii), 
ou,  ce  qui  revient  au  mèokt,  à  la  suivante 

(45)  /•  =  — a9=^i    (inod.u); 

et,  comme  on  tirera  de  cette  dernière 

(44)  y  =  ±a, 

la  formnle  (4a)  donnera 

Donc 

(46)  •=«  — •  =  «•       el       «Si-h»S7*    (aiod.ii). 
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seront  les  deux  racineê  de  Téquifalence  (4o) ,  ce  qui  est 

La  méthode  par  laquelle  nous  avons  déterminé  ci-dessus  le  nombre  des  racines  dis- 
tinclos  d'une  équivalence  binôme  ou  d'une  équivalence  dd  second  d^ré  était  déjà  conatae» 
et  peut  se  déduire  »  comme  Ta  remarqué  M*  I«ibri  »  4c»  principes  exposés  dans  le  presiier 
paragraphe.  Ainsi  »  en  particulier»  si  m  est  un  diviseur  de  f>  —  i ,  en  sorte  qu'on 
ait 
(47)  p  — 1  =  11», 

la  division  de    x^'^  —  i  ou  x"*^— •  i  par  x^^^A    donnera  poor  qootiiiil 

et  pour  reste  A^ ^^  i.  Donc*  ea  vertu  des  priacipea  qui  moi  venons  de  rappeler, 
Téquivalence  (aS)  admettra  n  racines  réelles ,  odi  n'en  admettra  aucune  «  suivant  que 
la  condition 

(48)   .  -^'—1=0,     (mod.f>) 

sera  ou  M  sera  pas  vériflée«  Or  1*  eMdtttoD  (48)  M  diffbre  pM  deeeUe  que  présente  ia 
formule  (i3). 

Ajoutons  que,  pour  ramener  la  résolution  de  l'équivalence  (i)  à  la  résolution  de  l'é- 
quivalence (lo) ,  qui  est  du  premier  degré  aralement .  il  aoffil  de  connaître  la  valent  de 
i  déterminée  par  la  formule  (4)-  On  y  parviendra  sans  peine  •  quel  que  soit  A ,  si 
l'on  a  formé  une  table  dans  laquelle  aux  nMibrM 

(5)  o,        I ,        a,        5,  ...^  P  — « 

correspondent  les  diverses  puissances  de  r  dont  IM  degrés  IMI  (ndiqitds  par  oes  mtaies 
nombres ,  ou  plutôt  les  restes  qu'on  obtient  en  divisant  les  puissances  dont  il  s'agit  par 
le  nombre  premier  p.  On  pent  placer  dans  la  première  colonne  de  la  table  ces  restes 
qui  »  rangés  dans  un  ordre  convenable ,  seront  respectivement  égaux  aux  nombres 

.1  »        a  ,        5  ,  f>  —  I  ; 

puis,  en  considérant  chacun  de  ces  derniers  nombres  comme  une  Vlilear  pantccMète  de 
A  ,  écrire  à  sa  suite  la  valeur  correspondante  ds  t ,  qui  représentera  ce  qu'on  nomqu 
V indice  do  A  ,  ou  d'un  nombre  équivalent  à  A  ,  dans^le  système  dont  la  base  est 
r.  Gela  posé ,  il  est  clair  que,  relativement  à  un  nombre  premier  p  ,  il  existe  autant 
de  systèmes  d'ipdioes  ff'il  y  a  de  p^es  primitives ,  ou  de  BOttbres  entiers,  prem|él!i» 
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k    p ,    et  infiriears  à    p.     Dans  chacun  de  ces  syslèmea ,  les  indices  jouissent  de  pro** 
priélés  analogues  à  celles  del  logerithmes.  Ett  effets  soieol    i,  j p  h    les  indices  de 
deojL  nombres  entiers    A  ,  B    et  de  leur  produit    AB  ,    en  sorte  qu'on  ait 

(49)  A  =  r^,        B^tK        AB^r^.     («iod.p), 

r    dés^nant  une  racine  primitiTo  de    f>.     On  tirera  des  équivalences  (49) 

(50)  r^=,r'^}^     (mod.p), 

el  par  suite  [attendu  que  la  formule  (6)  entraîne  toujours  ta  formule-  (7]] 
(5i)  *^i+y»     (hmmLp-i). 

Donc,  si  Fon  représente  rbdice  de    ^  ,    à  l'aide  de  la  lettre  CA^aetérisUqiie    I ,    par 
la  notation  .  l(A) ,    on  aura 

(««)  l{AB)  =  l{B)  +  l{B).    {mod.p  —  i). 

On  trouvera  de  même 

l{ABq=l(AB)  +  l{C)  =  l{A)+l{B)  +1{C) ,     (mod.p  —  1) , 

et  généralement 

(55)        l{ABCD...)  =  HA)^l{B)  +I(C)  +  !(/))+ etc.. .    (mod.p  —  1) , 

quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs    A  ^  B  p  C  ,  Z>  »  •••  Si ,  ce  nombre  étant  désigné 

par     m,    les  facteurs    A ,  B ,  C  ^  Dp  deviennent  équiralents  à  une  même 

quantité    x  ,     la  formule  (53)  donnera 

(54)  •       I(«*)=ml(aî) ,     (raod.f>— 1). 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

Vindiee  du  produit  de  plusieurs  nombres  est  iquivalenS  à  la  somme  de  leurs  indices, 
suivant  te  module    p  —  i. 

Vindiee  d^une  puissance  du  degré    m    est  éifuimttesu  ,  suivanS.  te  rnsodule    p-^t  ^ 
à  C indice  de  ta  racine  muUiplU  par    m  • 

En  vertu  de  la  dernière  proposition,  l'équiValence  (1)  entraînera  la  formule 
IV.«Ah2iéb.  «6 
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(55)  :.  ,         fmHœ)  =  l{A),     (inod.p— 1), 
de  laquelle  on  tirera 

(56)  I(a,)=i^,     (iDk)d.p-i). 

L équivalence  (56),  dans  laquelle  l[àci)  "  est  précisément  la  ptus  petite  des  Tafeurs 
positives  de  u ,  propres  à  rérifier  la  formule  (lo)»  montre  comment  »  à  l'aide  d'une 
table  d'indices,  on  peut  résoudre  Téquivalence  (i).  [Voyez,  pour  plus  de  détails,  l'bu- 
vrage  de  M.  Gauss ,  intitulé  :  DiêquiêUUnuê  Arithmcticœ}. 

Observons  enfin  que  toute  équivalence  du  second  degré ,  étant  réductible  à  une  équi- 
valence binôme ,  pourra  encore  étro  résokie ,  si  le  modul».  p  est  un  nombre  premier», 
à  l'aide  d'une  table  d'indices  dans  laquelle  on  aarait  pris  pour,  base  Tune  quelconque 
des  racines  primitives  de    p. 

Eli  terminant  ce  paragraphe ,  nous  ferons  remarquer,  avec  M.  Gauss ,  qu'il  est  facile 
de  résoudre  l'équivalence,  (i) ,  toutes  les  fois  que,  ia  condition  (i3)  étant  remplie,  leS' 

nombres    m    et  — sont  premiers  entre  eux.  Afors  ,  en  'effet ,  on  pourra  trouvea 

deux  quantités  entières    v  ,  w    propres  à  vérifier  la  formule 

(67)  mw ^ V  =5 1  ; 

et  comme  on  aura  par  suite,  eu  égard  à  la  condition  (iS-) , 

i+— -1?  mw 

(58)  •    A  =  A       "     =A'     ,    (mod.p). 

il  est  clair  qu'on  résoudra  l'équivalence  (1  ) ,  ou 

(59)  «"•  —  -rf*"",     (mod.p)  „ 
en  prenant 

(60)  x  =  A*f     (mod.p). 

Considérons,  pour  fixerles  idées ,  l'équivalence 

(61)  »^=3,     (mod.aî). 

Dans  ceccas ,  on  trouvera    n=  2  ,    et  la  condition  (i3) ,  réduite  ^ 
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3"  =  i,     (lDod.33) 

sera  remplie.  De  plus,  les  exposants  ii,  6  étant  premiers  entre  eux^  on  pourra 
choisir    v  p  w    de  manière  à  vérifier  la  formule 

111; -f- 1  =6tv  p 

h  laquelle  on  satisfait  en  prenant  1;  =  1  »  w  =  %.  Par  suite ,  on  résoudra  la  fornEiuIe 
(61)  en  supposant 

(6a)  «  =  3'  =  9  »     (mod.  tS) , 

ce  qui  est  exact.  Ajoutons  que»  le  nombre  n  étant  égal  à  a  ,  Téquiralence  (61) 
admettra  seulement  deux  racines  distinctes,  savoir, 

(65)  aî  =  9,        x^'. —  9=14»     (mod.  aS). 

En  général,  lorsque  le  carré  de  n  ne  divise  pas  p  —  1  ,  J*équi valence  (i)  peut  tou- 
jours ôtre  résolue  par  la  méthode  que  nous  venons  d'indiquer,  et  les  formules  (67),  (60) 
donnent 


jÉ  nt  {         n      S 


(64)  05  — -/<      ^  \     (mod.p), 
V    étant  choisi  de  manière  que  la  quantité 

^{■+^-! 

soit  entière.  Par  suite,  si    p  —  1     n'est  difisible  qu'une  fois  par  le  nombre     s ,     on  vé- 
rifiera l'équivalence 

(2Ô)  «•=wdf,     (mod,p), 

lorsqu'elle  sera  résoluble^- en  prenant 

(65)  x=A    f       ''—A,    (mod.p). 

De  même,  si    p—i     n'est  pas  divisible,  ou,  s'il  est  divisible  une  seule  fois  par  le 
nombre     3 ,     on  vérifiera  l'équivalence 

(«3)  <»»=Vf>     (mod.;»). 
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(  «76  ) 
•uppotée  réiolable ,  en  prenant ,  dans  le  premier  cas , 


J[i+a(p-i)]         ^ 

(66)  x  =  A  ^A        ,   (inod.p), 

et ,  dans  le  second  cas , 

(67)  »  — i<  :zz^        f     (mod.p)  , 
ou  bien 

(68)  a5  =  yf    ^  =/<     ^     ,     (mod.p). 

selon  que  ;9  —  1  divisé  par  g  donnera  pour  reate  6  ou  3:  eic.....t  Ainsi,  par 
exemple ,  on  résoudra  la  formule 

(6g)  0'=ia»    (mod.95), 

en  prenant 

(70)  •=ia*^'"^^*^=ia'«  =  8"-5»»  =  5«  =  i5,    (mod-aS). 

Toutes  les  fois  que  le  nombre    n    se  réduit  à  l'unité ,  la  formule  (64)  donne 

(7O  x  =  A  ,    (mod.p), 

V    étant  choisi  de  manière  que  la  quantité 

>-»-(p-Ot> 

m 

soit  entière,  et  cette  formule  détermine  la  racine  unique  de  réqui?aleuce  (1).  Maisi 
lorsque  le  nombre  n  surpasse  l'unité ,  f>  -—  1  n'étant  pas  divisible  par  n*,  Téqui- 
valence  (1)  admet  plusieurs  racines^  dont  une  seule  est  déterminée  par  la  {brmule  (64); 
et ,  pour  les  obtenir  toutes ,  il  suffit  de  multiplier  le  second  membre  do  ceito  formule  par 
les  diverses  racines  de  l'équivalence  (ag)  •  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  de  la  suivante 

(7a)  «"=!»     (mod.p). 

D'ailleurs ,  si  Ton  suppose    n  =  s  ,  la  formule  (7a)  »  rédoite  à 

(5i)  «'  =  1»     (mod./i) 
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(  «77  ) 
aura  pour  racines    * —  i  et  +  >•     Donc,  tU   p— - 1     est  divisible  aneseale  fois  par  le 
nombre     a  ,     FéquiTatenoo 

(ao)  ^*  =  A,     (mdd.p) 

admeltra  les  deux  racines 

(73)'  ^^A     ^     ,  x'El  —  /<,     (mod.p). 

Ainsi ,  par  exemple,  on  résoudra  la  formule 

(74)  «'  =  3,     (uiod.  il), 
en  prenant 

(75)  «  =  5*  =  5,        ou        »  =  —  5  =  6,""  (mod.  Il), 
et  la  formule 

(76)  «•=—5,     (mod.  3i), 

en  prenant  .  ... 

(77)  x  =  3*  =  2o,        ou        »  —  —  20=11,     (mod.Si). 

D'autre  part ,  si  Ton  a    n  =:  3  ,    la  formule  (71) ,  réduite  à 

(3a)  «'=!#     (mod.p) 

donnera 

(78)  «=1,     (mod.p), 
ou 

(79)  «•  +»+  »  =0 .     (mod-p)  , 
par  conséquent 

(80)  («»-fi)*  =  — 3,     (mod.p); 

et  9  comme ,  en  supposant    p  —  1     divisible  une  seule  fois  par  le  nombre     a  ,    on  ti- 
rera de  la  fornuile  (80) 

(8î)  ax+i=d:(— 3)     *    ,     (mod.p) , 

it  e«t  clair  ^ue  »  dans  cette  hypothèse ,  les  trois"" racines  de  f  équivalence  (5^)  seront  res- 
pectirement 


Digitized  by 


Google 


(  «7*  ) 

■  ••  •>  p+i  


>+l  •  ^'       =     /»+! 


DoDC ,  si    p  —  1     esl  divisible  une  seule  fois  par  chacun  des  nombres    -t  et  3  ,     t'é- 
quivalenco 

(2  3)  x^  =  A     (mod.fi) 

aduxetlra  trois  racines  qui  seront  respectivement 

p+'  ^  i±i  -^  z±i 

(85)     x  =  A    9    ,    x=  ""^;^^         4    9   .    a;^  "^^'^        A    '  .  (mod-p), 
oii  bien 

(84)  a:  =  ^    ^    ,  a,  =  JlL±^Li_^    9     ,  a,  =  j2±t^L±.^    ^    ,  (mod.p), 

selon  que    p  —  i  ,-    divisé  par    9  «     donnera  pour  reste    6  ou  3.     Ainsi  »  par  exem- 
ple, les  trois  racines  de  l'équation 

(85)  P*  =  4.     (mod-^i) 
seront 

_  -1-5*  -1+5* 

(86)  35-4"  -  *6  ,  CD- 1655.  i6E-i3,  a?E  ■  16--6.  i6E-5,  (mod.Si). 

Si,  la  condition  (i3)  étant  remplie»  les  nombrei    m,  -^ cessent  d'être  premiers 

II 

entre  eux,  et,  si  Ton  désigne  par     &>     leur  plus  grand  commun  diviseur,  le  nombre 

—    sera  premier  à    ,     et  l'on  p^rra  trouver  deux  quantités  entières     v  ,   w 

propres  h  vérifier  l'équalion 

(87)  — w ^ V:t=|. 

On  aura  par  suite,  eu  égard  à  la  condition  (i3) , 

/-i  m 

•      I  +  l-^  t?  —  O 

(88)  A-^A       **      =.<.**     ,     ; 

et  il  est  clair . qu'oïl  résou4ra  Téquivfilence  (1)  en  clioÎMssa^iit    os,   de  manière  ^  vérîfiei* 
la  formule 
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(  «79  ) 

(Sg)  x^^A    ,     (mod.p), 

de  laquelle  on  tire 

35    "^U  y  *   =/*•    =^.     (tntfd.»\       •  ' 

D'ailleurs  l'équivalence  (89)  sera  c|uttombrQ  dé  çelles.qui  peuvent  être  résolues.  Eneflel* 

»,    divisant  à  la  fois    m  et -^^  ,     par  conséquent    m  et  p  —  i.,,„$eç^|diviseurde    n. 

n 

Donc  la  formule  (1 3)  entraînera  iMSuirante*        .    <-  , 

(90)  i<    "   ^W    "/'"^»**F=».     (mod.p), 

(91)  \-^    /         ^-^         =*'     (mod.p). 

Or  la  formule  (91)»  semblable  h  la  formule  (i3),  exprime  précisément  la  condition  h 
laquelle     A      doit  satisfaire»  pour  qu'on  puisse  résoudre  l'équivalence  (89). 

11  esl  bon  d'observer  que  »  t^  étant,  diviseur  de  n  ^  o>^  sera  diviseur  -do  p  — '-  i. 
Donc  il  est  toujours  facile  de  réduire  l'équivalence  (1)  du  degré  m  à  une  autre  éqoi^ 
valence  dont  le  degré  «>  soit  la  racine  d'un  carré  qui  divise  p  — -  i.  Lorsque  p.-*-  v 
n'offre  pas  de  diviseurs  carrés  »  dont  Iqs  rfcines  divisent  Pcxposant  m  ,  le  nombre  «> 
coïncide  avec  l'unité,  et  la  formule  (89^  ou  (60)  fournit  une  racine  de  l'équivalence  (i}# 

%  3.  Sur  ta  résolution  d^è  équivalenees du  troisième  ttdu  quatrième  degré* 

Étant  donnée  une  équ!v«alence  du  troisième  ou  du  quatrième  degrés  on  peut,  à  l'aide 
de  la  méthode  exposée  dans  le  premier  ^^^pli6,^«Ncrabr^^»i  t^^^ 
autant  de  racines  distinctes  que  son  degré-  renferme  d'unités.  Dans  le  cas  contraire ,  on 
pourra  toujours,  h  l'aide  de  la  mâne-«iélnode,iY6|i-4!!afiiiurer  que  l'équivalence  proposée 
n*a  point  de  racines,  ou  la  réduire  h  une  équivalence  de  degré  moindre.  Pour  celte  raison 
nous  nous  bornerons  .dana  ce  qui  va  suivçe ,  JiconsicLérer  les  équivalences  du  4roisiènve 
ott  du  quatrième  degré  qui  admettent  trois  ou  quatre  racines  disimctesr 
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(  s8o  ) 
Considérons  d*abord  une  éqnivalcnco  compleiie  du  troisième  degré  ou  de  la  (broie 

(i)  at»*  +  £y»îc* -J-a,x4-«i  =  0  ,     (mod.p)  » 

p    désignant  un  nombre  premier  y  et     a.^  a,   a.  «   as     des  quantités  entières  dont  la 
première  ne  soit  pas  diWsiUe  par    p ,    ou  même  des  quantités  rationnelles.  Si  Ton  fait 

(«)  «=7—-—,     (iiiod.p), 

la  formule  (i)  deviendra 

(3)  j'  +  By+C  =  o.     {moé.p) 

B  ,  C    étant  des  quantités  rationnelles  que  Ton  pourra  réduire  à  des  quantités  entières. 
D*un  autre  côté ,  si  Ton  désigne  par  , 

»ff        a#«        «Il 
les  racines  de  Téquation 

(4)  jr»  +  JBfjr+C=0, 

et  par    p     une  racine  primitive  de  la  suivante 

(5)  *'=*/ 
Pi  •  p«    seront  les  deux  racines  de 

(6)  ««-l-ji-l^isao; 
et  l'etpresiion 

(7)  \ — -3     ;  ^ 


considérée  comme  fonction  des  racines  des  équations  (4)  t  (5) ,  n*aura ,  comme  l'on  sait, 
qoe  deux  valeurs  distinctes»  savoir. 


(«) 


'•  =  (—^5 )   '         "-^l 5 J    • 


qui  s(Brviront  eIles*mèBies  de  racines  k  la  rtéduile 

•  ■  •  •  •    .  «      -•  ■       ■'• 

Cela  posé,  concevons  quQ  riSquivalence  (S)  admette  trois  r^cipM  distiqctes 
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(  «81  ) 

yt  »      y%  ♦      y\  » 

et  que  le  nombre    p  —  i     soit  dÎTisible  par     5.     L'équivalence 
(ïo)  35^=1,     (mo(L/i)j 

ofirira  elle-même  Iroit  racines  distinctes,  dont  la  première  sera  Tunité,  les  deux  dernières 
étant  propres  à  vérifier  la  formule 

(il)  œ*  +  »4-t=o,     (mod.f>). 

Si  Ton  nomme    r    l'une  de  ces  deux  dernières ,  l'autre  sera  représentée  par    i**»    et  si 
l'on  fiûl 

u^t  tf»    seront»  en  vertu  du  théorème  17  de  la  page  s5o ,  les  deux  racines  de  l'équiva- 
lence du  second  degré 

R3 

(i3)  a»4-Ctt r=^'     (mod.p). 

Comme  on  aura  d'ailleurs 

/                                                               «i+>ï,  +  «3  =  0, 
(l4)  <        (>îi+P'ï«+P''»3)('»»4-p"«»«+P'»3)  =  '»«"  +  '»«*  +  '3'-^'»«*»"-"''«'3 '«•*»5 

le  corollaire  i.**  du  théorème  17  de  la  page  sSo  donnera 

(  ^.4-r«  +  y3  =  Of     (mod.p), 

(»5)  { 

l     (j^.  +  ry.  +  rV3)(j^.+'-V.  +  '-J^3)  =  — 3B,     (moi/;). 

A  l'aide  de  ces  formules,  on  réduira  la  résolution  de  Péf^ivalence  (1)  ou  (3)  à  la  réso-  , 
lution  de  deux  équivalences  du  second  degré  «  et  d'une  équivalence  binôme  du  troisièn^ 
degré.  En  effet  «  supposons 

(16)  g =  v.  ,       g — 1>.. 

Il  suffira  «  pour  déterminer    9 , ,     de  résoudre  1  .*  les  éf  uivalonces  du  decond  ^degré  (11) 
et  (i3)«  2.*  l'équivalence  binôme  du  troisième  degré 

(17)  v«'  =  «if     (m(^d.p), 

IV*  ANNÉB-  37 
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(  «8.  ) 

après  quoi  Ton  déterminera  «. ,  si  B  n'est  pas  difisible  par  p  ,  à  l'aide  de  la 
formule    gv. v.  ^  —  iB  ,    ou 

(i8)  ».  =  — ^r— ,    (mod.p), 

et    Jx»  y%%  Ji    ^  Taide  des  formules 

7.+r»+/3  — ^'    J^.  +  ny«  +  »'*r»  =  5v«^    y.  +  r-y.  +  rys^Si^.,     (mod-p), 

desquelles  on  tire 

(19)  y.  =  v.4-v,.    /.=r«v,4-rf;. ,    J3  =  rv.  4-r*v. ,     (mod.p).  ' 

Si  J9  devenait  divisible  par  p  ,  l'une  des  racines  de  TéquiTalence  (i3)  serait  équi-^ 
yalenle  à  zéro,  et  en  désignant  par  ti,  l'autre  racine,  on  devrait  à  la  formule  (17) 
joindre  la  suivante 

v«^o,     (mod.p). 

U  importe  d'observer  qu'en  vertu  des  formules  (19)  on  aura 

Donc,  puisque  chacune  des  équivalences  (3) ,  (10)  admet»  par  hypothèse,  trois  racines 
distinctes ,  et  qu'en  conséquence  aucune  des  différences  r —  r*,  y^  — j^ ,  y^  — ji , 
j.  —73  n'est  équivalente  k  zéro  suivant  le  module  p ,  la  différence  u .  —  u .  ne 
sera  pas  non  plus  équivalente  à  zéro ,  et  la  formule  (i3)  offrira  encore  deux  racines  distin- 
ctes. Cela  posé ,  la  condition  (38)  du  paragraphe  s  donnera 

(ai)  |^  +  _J'=|,     (mod.p). 

De  môme ,  l'équivalence  (17)  devant  être  résoluble ,  et  p  —  1  étant  divisible  par  3 , 
on  tirera  de  la  formule  (1 3)  du  §  s 

(aa)  a,      =  1  ,     (mod.p) , 

et  par  suite ,  si    B    n'est  paa  divisible  par    p  , 

£;i  jti  £2.  P'^  £±        (    B\P-^ 


(.5)       •.      +«.     =«.     +(--^)      =«.)     +-^     =1  +  .=.. 

(mod.p). 


«.  » 
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(«85) 
D'autre  part,  on  aura,  en  Tertd  âa  théorème  lo  de  la  page  aSg, 

^  ^  ^         ^ 

(«4)  «t      +tt.     =«•      +«.      f 

v. ,  v,^    désignant  les  deux  racines  de  réqaation  (9) ,  dont  les  valears  seront 
Donc  la  formale  (aS)  pourra  être  rédaite  à 


on ,  ce  qui  revient  au  même ,  à 


p''\  p-J  P'I^ 


\(C\  V  (p-)(p-4)  /C\  '  /g»    BM,  (p-0(p-4)(p-7)(p-io)fg\  ^  (C^B^Y 
(»7)j\TJ      ""       3:6        Uj      VT    î»?/  5.67^:1^^  Ui     U  ^/ 

\  +elc...  =  1,     (mod.p). 

Ainsi ,  lorsque ,  p  —  1  élaot  ditisible  par  i,  ei  B  non  divisible  par  p  ,  Té- 
qiiiralence  (3)  admet  trois  racines  distinctes,  les  valeurs  des  quantités  B  ,  C  vërifient 
les  conditions  (ai),  (27).  Réciproquement»  si  ces  conditions  sont  vérifiées»  P~  > 
étant  toujours  divisible  par  3  »  et  J9  non  divisible  par  p  »  chacune  des  équiva- 
lences (1)  et  (3)  admettra  trois  racines  distinctes.  En  effet,  eu  égard  à  la  condition  (si)» 
réquivaledbe  (i3)  sera  résoluble.  Désignons  par    tf .  #  ce.    ses  deux  racines,  et  fiiisons 

5  

La  condition  (97)  ou  (aS)  donnera 

«H =  a,     (mod.p), 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(«— i)'  =  o,     (mod./9)  » 
et  par  conséquent 
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(  t«4) 

«^1»     (mod.p). 

Donc  la  condition  (ss)  sera  elle-mfime  remplie  «  et  Téquation  (17)  sera  résoluble.  Cela 
posé  »  les  formules  (18)  et  (19)  fourniront  évidemment  des  valeurs  de  Jt  ^  j%.  ji  pro- 
pres à  Térifier  réquivalence  (5). 

Si ,  les  conditions  (si) ,  (27)  étant  remplies ,  le  nombre  f>  —  1  n'est  divisible  ni  par 
4  f  ni  par  9  »  la  résolation  des  équivalences  (1 0*  (i^)i  (^7)>  ^^^^  I^  <1®>ul  premiers 
peuvent  s'écrire  comme  il  suit  : 

($8)  (a«4-0*=  — 3»     (mod.p)  , 

!•+— JeE-^  +  — .     (mod-rt. 

et  par  conséquent  la  résolution  des  équivalences  (1)  ou  (S)  s'effectueront  sans  peine  à  Taide 
des  formules  (67),  (68)»  (69)  du  paragraphe  précédent. 

Pour  montrer  une  application  des  principes  que  nous  venons  d'exposer ,  considérons 
Téquivalence 
(3o)  05* — .5»*+ i5»— 1  =0,     (mod.  3i). 

Dans  ce  cas ,  le  nombro  p  —  1  =  3o  sera  multiple  de  3  »  sans  être  divisibfe  ni  par 
4,  ni  par    9,     el  Ton  vérifiera  la  formule  (11)  ou  (t8)  [voyei  les  formules  (77)  do 


(5i)  r=— — =-6. 


donc  «ippoier 

(50 

De  pliu ,  li  l'on  fait 

(5»)  «  =  y+-5-=y+», 

la  formale  (3o)  deriendra 

(55)  j'  +  »9J+»«=o.     (inod.5i). 

fia  comparaot  celle  deraière  à  Téquivalence  (3) ,  oa  troavera 

(54)  B  =  l%,  C=:i*, 

(55)  •f  =  6.         £l.  +  ^=6«  +  4>  =  5.+  «  =  7,     (inod.5i). 
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(  «»&  ) 

Cela  posé,  les  conditions  (si),  (a 7)  ^o'"**'''^"'^ 

(36)  7"=>»     (nio<l-3»)» 

et 

6...+J^6..,+^...,-+i^6<.,.+^6..,.+,.,.,(».0.5.). 

0Q«  ce  qui  revient  aa  même   [attendu  que  l'on  aura      C'  =  -ri..       7^  =  2» 

'0-9  —  ^  ^       ^.        ip>9'^'7  —        1 

—  8*7  ■     et  *      ,,  ,    zzz  —  7  1 

i.a    —      '  i.a.3.4  'J 

(57)  —  6  +  2 . 6«.  7*  —  2  4-  2. 6. 7  4-  «\ 6».  7'  +  a.  7*  =  1 ,     (mod.  3i) . 

Or  les  formules  (36),  (87)  étant  vérifiées ,  on  doit  en  conclure  que  l'équivalence  (5o) 
ou  (33)  admettra  trots  racines  distinctes.  Effectivement  la  formule  (i5)  ou  (29)  deviendra 

(58)  («  +  6)»  =  7,     Cpaod.5i), 
et  Ton  en  tirera  [voyez  les  formules  (73)  du  §  2] 

(59)  «4-6  =  ±7^  =  =fcio.     (mod.Si). 
On  pourra  donc  supposer 

(4o)  ii.  =  io  — 6=rs4, 

eiTéqui  valence  (17),  réduite  II  ^     '•       >».v. 

(40  Vg^  =  4,     (irtod.  5i), 

aura  pour  racines  [voyez  les  formules  (86)  du  $  s]  les  trois  quantités     16 ,  —  3  »  — 13. 
Cela  poséf  on  pourra  prendre 

î       .  .  .'    ■ 

(4a)  t>,  =  i6,         rv,  =  — 5,         r'Vg^ — 13,     (mod.  Si)  » 

. -..'■■?..  ■  » , 

et,  comme  on  tirera  de  la  formule  (18)  •  — 

C4*)  v»^ — ^-^-vrrr.^l.^^s,^  {tëhééti^ ,      ^    '^ 

on  trouvera  encore  .  -       '^ 

(44)'  ♦.  =  —  8,        rv.ê— 14»        •^•v,  =  — 9»     (mod.3i). 
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(•86) 
Donc  enfin  les  formules  (19)  donneront 

(45)  7.E16  — 8E8,  j.E— »5  — i4E4f  y3  =  — 5  — 9E  — la.  (mod.Si), 
Ainsi  TéquiTalence  (53)  aura  pour  racines 

(46)  J  =  8.        7  =  4»        /^— ia#     (mod.  3i). 

ce  qui  est  exact»  Les  racines  correspondantes  de  Téquivalence  (Se)»  calculées  à  l'aide  de 
la  formule  (Sa)  seront  évidemment 

(47)  a5=M,        x  =  —  9,     (mod.3i). 

Considérons  maintenant  une  équivalence  complète  du  4«*  degré  ou  de  la  forme 

(48)  a.x^  4"  ^1®*  +  ^»®*  +  ^t^  4"  ^4  =  o  »     (œod.p)  , 

p  désignant  un  nombre  premier,  et  a^,  a,  »  n» ,  ai.,  a^  des  quantités  entières  dont 
la  première  ne  soit  pas  divisible  par  p  ^  ou  même  des  quantités  rationnelles.  Si  Ton 
fait 

(49)  »  =7  —  j^  é      (mod.p) . 
Téquivalence  (48)  deviendra 

(50)  7*+^r  + ^7  +  ^  =  0,     (mod.p), 

B  ,^C  p  D  étant  des  quantités  rationnelles  que  Ton  pourra  réduire  k  des  qusintités  on^ 
tières.  0*un  autre  côté,  si  Ton  désigne  par 

les  racines  de  Téquation 

(5i)  j^*  +  ^r  +  o^  +  ^==û, 

Fexpression 

1 /  • 

considérée  comme  foqotion  de  ces  racines,  ii'aura  »  comme  Ton  .sait,  que  trois  valeurs 
distinctes,  savoir,  ' 

<**)    "— l-.-    »  ]■;■■■     ^*=^.l  *::.l::.      "'=1—1 )    '^ 
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(  «8^  ) 
tfù  serviront  de  racines  k  la  réd|ûte 

(63)  a»4.a*a'r|-(^*  — 4X>)«  — C'*  =  o. 

Cela  posé,  concevons  que  l'équivalence  (5i)  admette  quatre  racines  distinctes, 

7.»       y*.       Jf       yti 
et  faisons 

(54)  «.=(^-^7^"^*)'.  «,=(J-'J-';j-»*J-«)\«,^(^'-^^';^'-^*)\  (mod.p), 

ttf  •  «.  f  «I    seront,  en  vertu  du  théorôme  lô  de  la  page  %lfi,  les  trois  racines  de  Té- 
quivalence  du  troisième  degré 

(55)  a*  +  ai»tt»  +  (if  — 4D)ii  — r^^o,    tinod.p). 
Comme  on  auk*a  d'ailleurs 

(56)  ] 

on  trouvera  encore 


J.+yi+rî+y4  =  0f     (mod.p), 

(57) 


A  Paide  de  ces  formules ,  on  réduira  la  résolution  de  Féquivalencc  (48)  ou  (5o)  à  la  ré- 
solution de  deux  équivalences  binômes  du  second  degré ,  et  d'une  équivalence  du  troi^ 
sième.  En  effet»  supposons 

(58)  „,  =  y'-y**y^'y4  .  ^.^zuji^riia^,  ,,=ivtZîiJrzL.  („od.p).     . 

11  suflka»  pour  déterminer  v.  »  v,  >  de  résoudre  i.""  Téqui valence  (55) ,  qui  est  du 
irpisième  degrés  2.*  les  deux  équivalences  du  second  degré 

(Sg)  v^*^u^,        v.'^a, ,    (mod.p)  » 

après  quoi  Pon  déterminer*  vi ,  si  C^  n'est  pas  divisible  par  p  ,  à  Taide  de  la 
formule    8v,«,i;i=— 8C,    ou 

C 

(60)  v,=— — —  ,    (mod.p), 

V1V9 

et    jn  9  y»  »  Ji  •  yA    ^  VMq  des  formules 
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(.88) 
y* +J'» +^3+^^4  =  0  5     (mod./>), 

desquelles  on  tire 

(6«)j.=: 1 ./.= 1 •    J^3^ 1 .74= 5 •     (mod.pj. 

Si  ^  devepait  divisible  par  p  ^  Tune  des  racines  de  réfjuÎTaleaee  ($5)  s'éfanouirait . 
et ,  en  désignant  les  deux  autres  par  tf , ,  u, ,  en  devrait  aux  fonnules  (Sg)  joindre , 
non  plus  la  formule  (6o) ,  mais  la  suivante 

V3~0f     (mod.p). 

Il  est  bon  d'observer  que  Ton  a ,  eo  vertu  des  formules  (54)  » 

(63)  ci.-ii.E(j.-7.)(7j-74)»  «i-«'3E(7«-74)(73-J^«)»  <'.-ttjECy.-:y«)(j4-J^.)#  (»od'P)- 

On  peut  en  conclure  que,  si  l'équivalence  (So)  admet  quatre  racines  distinctes  Tune  de 
Tautre,  l'équivalence  (55)  admettra  elle-même  trois  racines  distinctes.  Si  l'on  fait  d'ail- 
leurs 

(64)  u  +  ^  =  U,    {axod.p). 
et  de  plus 

(65)  ^=-(|/J.  +  4d),        F  =  -(^ir^-l^D4-C'),     («nod.p), 

Téquifalence  (56)  deviendra 

(66)  U^^EU  +  F  =  o,     (mod.p). 

Supposons  maintenant  p —  i  divisible  par  S.  On  pourra  déterminer  les  trois 
racines  de  l'équivalence  (66)  correspondantes  aux  trois  valeurs  de  u  qui  vérifient  la 
formule  (55) ,  en  suivant  la  méthode  par  laquelle  nous  avons  résolu  r4&qiMVBleiice  (4)f 
et ,  comme  les  trois  racines  de  l'équivalence  (66)  seront  distinctes  l'une  de  Faotre ,  si 
l'équivalence  (5o)  offre  elle-même  trois  racines  distinctes,  il  est  clair  que  les  quantités 
E  j  F  satisferontalorsgénéralemeut  aux  conditions  que  Ton  déduit  des  formules  (ai)  et 
(27) ,  en  y  remplaçant  B  par  f  et  £7  par  F.  On  aura  donc  •  en  admettant  que 
Téquivalence  (5o)  offre  quatre  racines  distinctes  j 
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(  t89  ) 


(68)  " 

:':   fil  

^Oto  Ml-  ioatéfoit  ezcqiter  le  cas  t>b  le  coefficient  E  deyiendrait  diTuible  par  p .  De 
ptîw  v'diaeunë'disfonDales  (59)  deTant'étre  résoluble ,  on  aura  encore ,  û  C  nW  paa 
é^uimtodtïtéro» 

(«I)  •"  «.*=!,  *«.*=!,     (niod.p)  , 

.  '       fî 

eljyir  conaéfiueiil 

(70)  «1  *  =(^;;^)*  =>,    (mod.p). 

Cola  posé,  coQcefons  que  Télimination  de    u    entre  les  équations 

produise  une  autre  équation  de  la  forme 

(7«)  n  +  GF'-\-Hr  +  I  =  o, 

Oo  aura  idenliquemenl 

(75)      f  >+cf+//f +/=(r-«.  *)[f-u,  '  )  (f-«,  •  ) 

et  par  suite  ' 
(74) 


£:!      f^i      /j-i  £M 

/=  —  «.*    Il,   *    II»   *  =— (C«)    *   =:*-.r^-*, 

pitî*  6n  tontloMi  dea  formules  (74)  ^  combinées  arec  les  formules  (69) ,  (^0) , 

(75)  C=— 5,        i5f  =  5,     (mod-p),*^ 

et  ...,.....■•  :  ^  •   •         '■ 
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(76)  ,       ^z— =  1,     (mo^-p).    ,      ,,,      .        . 

Donc ,  en  défi&iiive,  les  conditions  (67) ,  (68) ,  (75)  doifcnt  élre  Térifiées  toutes  les  fois 
que,  p^  1  étant  divisible  par  3 ,  et  C,  B  non  divisibles  par  'p,  Téquiva- 
ieuce  (48)  ou  (5oyc^re  quatre  raciqes  iimUncti^  Q^9^>^  l^,<49^di^9i.(7Q)f.il!^  ¥P^ 
tile  d*en  faii'e  mention,  puisque»  dans  le  cas- ^ont  il.  Vagit,  elle  sera  tQujonrf.rçmplje. 
Donc,  si  les  conditions  (67),  (68)»  (76)  sont  véririées»  p  —  1  étant  dlvisibIc(ipMy:ii^  • 
et  C,  E  non  divisibles  par  p»  l'équivalence  (5o)  et  par  suite  Téquivalence  (48) 
offriront  quatre  racines  distipctes.  En  effet,  Jes  conditions  (67).»  (68)  étant  vériQ^» 
chacune  des  équivalences  (55) ,  (66)  offrira  trois  racines  distinctes  l'une  de  Tautre.  Dé- 
signons par  Cf. ,  ff,  »  Ils  celles  de  ces  racines  qui  appartiendront  è  Péqni valence  (5$). 
Les  quantités 

»  a    „M   -.  % 

(77)  «i         •  ««.        ,  «S 

■      î'»«.'     '  '  il  .    . 

seront  les  trois  racines  de  l'équivalence 

(78)  F^  +  GF'  +  Hy  +  I=ù, 

qui ,  on  vertu  de  la  dernière  des  formules  (74)  »  deviendra 

(79)  F^  +  GF*  +  BF  —  C^-^  =  o. 

De  plus,  les  conditions  (76) ,  (76)  étant  remplies,  la  formule  (78)  deviendra 

ou,  ce  qui  revient  au  môme , 

f8o)  (F— ij»  =  o,' 

et  ses  trois  racines  seront  équivalentes  à  l'unité.  Donc  le^  quantités  (77)  vérifieront  les 
conditions  (6g),  (70),  et  les  formules  (69)  seront  résoli^blês.  Gela  posé,  les  formules  (6b) 
et  (69)  fourniront  évidemment  dès  valeurs  de  j. ,  j^,  jr% ,  ^4  propres  à  vérifier  l'é- 
quivalence (5o). 

Si,  les  conditièns  (67),  (68),  (78),  (76)  étant  refnpliea|Ie  nombre  p  —  1  n'est  divi- 
sible ni  par  4  >  ni  par  9 ,  la  résolution  des  équivalepces  (66),  (6g)  jet  par  suiteli^  réio^ 
lution  des  éqnivaleiofèésXSo) ,  (5i)  s'effectueront  sians  peine  à  l'aide  des  formules  (67), 
(68) ,  (6g)  du  paragraphe  précédent.  ^-  _.        0 

Concevons ,  pour  fixer  les  idées ,  qu'il  s'agisse  do  résoudre  l'équivalence 
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(81)  a8*4-4û5*  +  6«*4"  *5flî  +  7  =  o  ,     (mod.5i). 


4 

on  obtiendra  Wib^Wttlë»  i--'"  '"•*•"»'    *'''  '»'     '•'•*  •      '•  '*'*'■•'  •'■  "'  *  "•''"^'  -  ^*"/  '  '*''•'  '^"-î 
(85)  vî       vy*  +  9J^-r-5  =  o,    .(mod.5i);    ;-         .,  s.» 

.    .  •  .,  "^   -  :  ;;■      '      '     •■!       :.  j]  ./'     ,■•     ■l.'in     .••  '     .;■:!»  .  •  i.      :  ■iir.  ..'  •• 

(84)fi'       M      ',    M'iv     jî:i..fir='0  ,*i.  i.i  C?=9  f  '    ^■■•D^TT^' ■  •  ^     t-    •       î»i» 

Cela  poié ,  Téquivalence  (55)  deviendra 


♦    :  I 


(85)  tt^  4"  i><'4"  13  ^o» 

!....  ;  :  .-     :■■!••  ■- 

elle  se  confondra  donc  avec  l'équivalence  (33),  dont  l^a  racines  étaient    6,  i^  ti  -^it, 
en  sorte  qu  on  pourra  prendre 

■  I  ••-•.'   «1  ■  1»  ■«  .«',#"'  •  . 

(86)  «1  =  8,        at  =  4'f        «3  =  — la ,  '  (mod-Si). 

Or  les  valeurs  précédentes  de    u.  »  ti, ,  tia    vérifieront  les  conditions  (69) ,  (70)»  ou 

(87)  8*«=i,        4'*=i,         (— ia)**=i,     (mod-5i). 
On  pourra  donc  résoudre  les  équivalences  (Sg) ,  ou 

(88)  v,»  =  8,        v."  =  4,     (mod.5i)- 

On  tirera  effectivement  de  ces  dernières,  en  ayant  égard  aux  formules  (yS)  du  $  si ,  «t  à 
la  condition    a^=i, 

(89)  v.  =  db8»  =  dba*^  =  =fca*  =  d:i6,        v.==fc4*=±a««=i:a. 

Pftr  conséquent  on  pourra  supposer 

(90)  «,  =  i6,        v,  =  a. 

Les  valeurs  de    1;, ,  v,    étant  ainsi  fixées ,  Téquivalence  (33)  donnera 

(91)  „,  =  _^  =  _9  =  8,,    (inod.5i){ 
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(  m) 

61  Pon  tirera  im  formules  (6t) 

(9«)      J.  =  «o  =  — 11,     J^t  =  «,     J^i  =  — 4.     74S— »8=i5,.    (piad.Sa). 

Telles  seront  les  ^atre  racines  de-P^qnirÉienoe  (85).  Ces  racines  correspondantes  de  Vi- 
qniyalence  (81) ,  ealcalées  à  l'aide  de  la  formale  (81)  seront  respeotireoNQt . 

(95)  «  =  -^iii        »=i,        »=-^S-,        »=ia- 

« 
Les  iquif  alences  (88)  éiantir^solubles,  et  le  nÎNnbre    C7  =s  9    n*<lantpai  divisible  par 

Si  ,    on  peut  aflbmer  qoe,  dans  Tezemple  précédent,  les  conditions  (76) ,  (76)  se  ?érî- 

fient,  on»  en  d'antres  termet,  qne  péqniTalenee  produite  par  l'éUmination  de    11    entre 

les  suirantes 

(94)  tt*4-i>ti+ ii=0|        ^  =  «'S     (mod.Si), 

se  réduit  à  la  formule 

(95)  r^  — 5r-  +  5F— 1=0.    (niod.5i). 

C'est,  an  reste ,  ce  dont  il  est  facile  de  s'assurer  directement. 
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SUR  L'ÉQUILIBRE 

ET  LE  MOUVEMENT  INTÉRIEUR  DES  CORPS 

CONSIDÉRÉS  COMME  DES  MASSES  CONTINUES. 

S  i.^  Fartnultê  généfiilts. 

Dans  la  recherche  des  équations  d'équilibre  ou  de  mouveuieui  des  corps  solidea  ou 
fluides»  on  peut  considérer  ces  corps  comme  des  masses  contiiujies •  ou  bien  les  regarder- 
comme  des  systèmes  de  points  matériels  qui  s'attirent  ou  se  repoussent  à  de  très-petites 
distances.  Dans  la  première  hypothèse ,  il  faut  d'abord  établir  la  théorie  des  pressions  ou 
tensions  exercées  en  un  poîot  donné  d^un  corps  solide  contre  les  divers  plaâ  qu*on  peut 
faire  passer  par  ce  même  point.  J'ai  développé  cette  théorie  dans  le  tome  II  des  Excr- 
eiôeê  de  Mathématiqueê  ^  et  j*ai  fait  comialtre  les  relations  qui  eftisteal^  dana  le  cas  d*é* 
quilibre  d'un  corps  solide  ou  fluide ,  entre  les  précisions  ou  tensions  et  les  forces  accélé- 
ratrices. Si,  pour  fixer  les  idées,  ondésigue  par  x  ^  y  ^  z  les  coordonnées  rectangu- 
laires d'un  point  quelconque;  par  p  la  densité  d'un  corps  au  point  ipty^z);  par 
p\  p".  p*"  les  pressions  ou  tensions  que  supportent  en  ce  point  et  du  côté  des  coor- 
données positives  trois  plans  respectivement  perpendiculaires  aux  axes  coordonnés;  par 
A  p  F^  E;  Ft  B,  D;  E  9  D,  C  les  projections  algébriques  des  pressions  p'*p^*p'" 
sur  ces  mêmes  axes;  enfin  par  X^  ^p  ^ .  les. projections  algébriques  do  la  force  ac- 
célératrice appliquée  au  point  {x^y^  z)  ;  les  relations  ilont  il  s'agit  seront  exprimées 
par  les  formules 

l     àA    ,dP        dB    ,      ^ 


(0 


dfç  dy  ■        d* 

dE         dp 
I^.T  dy. 


dB    ,dD    ,dC    ,      „      . 


da|is  lesquelles    a  ^.r,  a    sont|i|rises  pour,  variables  in4^Dd^nteSi|.l^î  {es  diverses  .par- 
tiooles  dn  corps»  au  Heu  dî'ofiKr  nui  état. d'équilibre,  sont  en  mpjijivevifipt^,  alors ,»^<ié 
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(  «94  ) 
signant  par    %  .  ^,  ^    les  projections  algebriquej.de  la  force  accélératrice  qui  serait 

capable  de  produire  à  elle  seule  le  mourement  effectif 'd'one  particule,  et  prenant  x  , 
y,»,t  pour  variable*  indépendantes,  on  obtiendra,  à  la  place  des  équations  (i  ),  celles 
qui  suivent 

dA        éP        dS    ,      ^ 

dB         dD         dC    , 

Enfin,  si  l'on  nomme  S  »  >i  »  C  ie5  dépIacemenU  de  la  particule  qui^  au  bout  d'un 
temps  t ,  coïncide  avec  le  point  (^f/»^)  9  mesurés  parallèlement  aux  axes  coor- 
donnés »  on  trourerti ,  en  supposant  cet  déplacements  très-petits  »  '> 

Y -il!     '^-^i     v_ ''•": 

'^~  df    '       ^~'  dt*    '      •^'^IS^  '  ■•■■'■ 


et  par  conséquent  1m  équatîoiu  (a)  ideviendront 


,  ......  ..al 


,,iJ  I»     .1.»       .IM 


I   'tA      dF      dB  dn  .,\^, 


(3) 


!  :!!!  I)  .-.•  I  ri 


-dr-^-dr^'dr-^^^=^f-dn 


f      dE      ,  „  dD    ^   dC      ,      „  4*Ç 


i'\  '       *    îl!-. 

l'iii"'.-.  *'ïl  i«(î 


Les  formules  (i),  (s),  (3)  sont  les  véritables  équations  d'équilibre  ou  de  moufement 
intérieur  des  corps  considérés  comme  dds  massoi^  ck>nCuiùér;  ël  poiir  en  déduire  »  par 
exemple,  les  lois  de  l'équilibre  ou  du  mouvement  des  corps  solides jJélastiques  ,  il  suffit 
de  chercher  comment,  dans  ces  derqiers^lespress)bn|.o.$:6oi|^  B^  C^  Z>»  E,  F,^ 

doivent  s'exprimer  à  l'aide  des  dépincements  l  ''f\  »  C.  '  Nous  feroni,  à  ce  sujet  les  re- 
marques suivantes.  ^^        . .  ^  ^^         .^^  \^     i 

Soient  »  au  bout  du  temps  t ,  « ,  p  ,  7  les  ttogtet  q^  fôrme*\ivec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives  une  droite  menée  par  le  point  {x^jr,  t) ,  et  représentons  par  c 
la  atlalaliôViUii-  é(ièdéiiiiîH'ÂW'Vtklré'''Hv^  ceîté  Me.  t$n  aiVal  ;&''* 

supjiosatit  qWWW^flàtefrà^^^    'T:  ^  /:' 'sotekt'trèsl'^'eM        ''-'"^  ^  '    "•''''  '    """' " 
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*■=—  C08*a+-—  C08»P+-— C08'7 

diB  '    djr  d* 

(4)  : 

Donc  le  système  des  dilatations  ou  condensations  linéaires,  mesurées  dans  toutes  les  di- 
rections possibles  autour  du  point  {x^jfZ),  sera  complèlement  déterminé,  lorsqu'on 
connaîtra  les  valeurs  des  six  quantités 

^        ^        ^  ^4-^  l^o.^  !lijL.!^ 

^^  dw'         dy'        di  *  dz'^  dy'  di^  dz   '  dy  ^  dx  ' 

qui ,  dans  la  formule  (4)  >  servent  de  coefficients  aux  carrés  et  aux  produits  des  cosinus 
des  angles  a  ,  ^  ,  «y.  Cela  posé»  admettons»  comme  nous  l'avons  déjà  fait  dans  le  3.* 
volume  [page  167]  que»  dans  un  corps  élastique»  la  pression  ou  tension  exercée  contre 
un  plan  passant  par  un  point  donné  (d?»J^f  2)  dépende  uniquement  des  condensations 
ou  dilatations  linéaires  autour  de  ce  point,  en  sorte  que  le  système  de  ces  condensations 
ou  dilatations  étant  connu  »  .on  puisse  en  déduire  le  système  entier  de»  pressions  ou  ten- 
•iona  exercées  contre  les  diverK  plans  qui  renferment  le  point  (a?»  j»^)*.  '  Les  pressions 
01^.  tcMMÎons 

(6)       '  A\        B,        C.        D»        E/      F 

devient  ôtre  des  (onctions  des  seules  quantités 

d^  '        dy  '        ds  '  dt'^  dy  "  dx'^  dz  '  dy  ^  dx  * 

et  ihëme  des  fonctions  linéaires»  si»  en  considérant  les  quantités  dont  il  s'agit  comme 
infiniment  petites  du  premier  ordre  »  on  néglige  »  dans  les  développements  de  A  ^  B  , 
C ,  D  »  £  »  F  r  suivant  les  puissances  ascendantes  de  ces  quantités  »  les  infiniment 
petits  du  second, ordre  et  des  ordres  supérieurs.  Donc  alors,  en  admettant  que  les  pres- 
sions s*évanouissent  dans  Tétat  naturel  »  on  trouvera 


Il  iiiin      I  Jtiiiii 


:.b  t^lIoÉi  ttVèM  iadiqaé  ce  principe ,  dint  le  tn>is2èine  volume  dét  JSnifdfiSf  »  comme  propre  4  jfunmir  les  étqi|a- 
ilttMi  id'é^eftllbre  oa  de  môdvemeiit  intériear  dNm' corps  solide  dont  t*éUiticilé  reste tà'mCine  en  tout  feiîi;'ll«if 
rico  n'empêche  d'étendre  le  même  principe  tfo  cas  où  l'élaslicité  Tsriedtns  le  passage  d'wie  direction  à  une  autre. 
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S). 

<■  t  b. ,  c. ,  «1.  «  Us ,  b»  •  elc.  »  étant  des  coeflBcieoU  qui  teroai  délermioéé  eu  chaque 
point  du  corps,  mais  pourront  farter  avec  « ,  y 9  %•  Lot  équations  (7)  et  (8)  coïn- 
cident afec  celles  que  M.  Poisson  a  données  dans  son  dernier  Mémoire  sur  les  <€orps 
élastiques  *•  Chacune  de  ce»  équations,  prise  à  part ,  est  de  la  même  forme  que  rune  des 
équations  (5),  (6)  de  la  page  i  du  présent  folume,  et  renferme  six  coefficients 'éépeadants 
de  la  nature  du  corps.  Mais  il  n'arri?e  plus  ici.comme  pou»ieséquations(5),(6)delapaget, 
que  quelques-uns  des  coefficients  qui  servent  à  déterminer  la  pression  A  soient  égaux 
\  quelques-uns  de  ceux  qui  servent  à  déterminer  chacune  des  autres  pressions    fi  ^  C  ^ 


*  Poar  éUblir  les  fomolet  (7)  et  (8)  qu'il  regarde  oomme  eppUeablef  tas  corpf  aolidei  élettiqaet ,  doot  les 
nolécules  lont  trèt-pea  écertéet  des  positions  qu'elles  occopaicnt  dans  l'état  mtarel ,  M.  Pobsoo  part  de  ce 
principe ,  que  les  prefiîoot  A^  H,  6\  /),  E,  F,  relatives  an  point  («,/,s),  dépendent  oniq^eaMOt  des 
déplacemeats  rehtlfs  des  molécnles  dans  le  voisinage  de  ce  point  et  par  eoaaéqnent  des  neuf  qaaatiléa 

dm*     ^^      ds'      dx'      dy*      dt  "      da  '      dy  *      ds  * 

paie,  en  cooiddérant  oet  qaanUtés  comme  infiniment  peUtns  d«  pismier  ordre,  et  négligeant  lei  inftnimeal  petiti 
dn  fécond  ordr««  il  rédait  1m  falenn  dn  J^  B.  C,  D^St  F  à  de*  fonoliont  tinéake»  des  fMMkîlée  dbot  il 
s'agit.  Enfin  il  ramène  ces  fonctions  à  la  formi*  sous  laquelle  ellei  te  présentent  dans  les  éqoations  (7)»  (8)  t  sn 
admettant  qne  l«s  pressions  s'évanouissent  dans  l'état  natnid  dn  corps,  et  en  oliifrvaol  qaa  ffet  état  «ooallam  de 
snbUster,  quand  on  imprima  à  tons  les  points  on  monvcflMnt  caauaon  de  rotitloo  «atour  de  l'u  des  1 
donnés. 
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D  ,  E  ,  F  ;     et  les  trente-six  coefficients    a,  ,  b. ,  c,  ,  d^ ,  e,  »  f,  »  a, ,  b» ,  etc.... , 
sont  tous  distincts  les  uns  des  antres. 

Si  rélasticité  du  corps  redevient  la  même  en  tous  sens,  les  équations  (7),  (8)  se  ré- 
duiront k  celles  que  j*ai  données  dans  le  troisième  volume  [page  aïo].  Alors ^  en  effet, 
comme  je  l'ai  déjà  remarqué  [troisième  volume  «  page  167],  trois  directions  perpendicu- 
laires entre  elles ,  devront ,  en^chaque  point  du  corps  élastique ,  correspondre  simulta- 
nément aux  trois  pressions  ou  tensions  principales  et  aux  trois  condensations  ou  dilata- 
tions principales.  t)e  plus,  si  Ton  nomme  t',  t'^  %"'  les  dilatations  ou  condensations 
principales,  et  w\  w"^  w'"  les  tensions  principales  prises  avec  le  signe  -4"f  ou  les 
pressions  principales  prises  avec  le  signe  — ,  v\  «-',  w'"  seront  des  fonctions  de 
t\  >'»  ^"'  qui  devront  conserver  les  mêmes  formes  quand  on  échangera  entre  eux  les 
axes  des  o),  j,  %.  Ces  mêmes  fonctions  deviendront  linéaires,  si,  en  considérant  les 
quantités  <^  c',  %"'  comme  infiniment  petites  du  premier  ordre,  on  néglige,  dans 
les  développements  des  pressions ,  les  infiniment  petits  des  ordres  supérieurs;  et  alors,  en 
supposant  les  pressions  nulles  dans  Télat  naUirel ,  on  aura  nécessairement 

ff ,  it    désignant  deux  coefficients  qui  pourront  varier  avec    x  ^  y  ^  z.     Si  maintenant 
on  fait  pour  abréger 

(10)  «=i'  +  t'4.,% 

V    représentera  la  dilatation  ou  condensation  du  volume,  et  en  posant  d'ailleurs 

*  =  //  — K, 

on  réduira  les  équations  (10)  aux  formules  (74)  de  la  page  179  du  troisième  volume, 
c'est 4i-dire ,  à 

(il)  ^'=*i'  +  J[ti,         w'^ki'^Ky^,         ^'"=*V''+iv. 

Enfin,  on  raisonnant  comude  dans  le  troisième  volume  [pages  177  et  suiv.]t  on  déduira 
des  formules  (11)  les  valeurs  générales  de     A  ,  B  ^  C  ,  D  ^  E  p  F,    savoir, 

aap  qj  mz 

IV.^AififâB.  59 
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et,  en  substiluant  ces  vtfleiirs  dans  les  formules  (i)  ou  (3),  on'o1>liendra  ies  ëquatioDS 
propres  h  déterminer  l'équilibre  ou  h  mouvement  des  corps  élastiques  ^ont  rétasticîlé 
reste  fa  même  dans  tous  les  sens.  Or  ces  équations»  qui  renferment  deux  coefficients 
k  ,  K  dépendants  de  Ta  nature  du  corps  sont  précisément  les  formula  (72)  ^  (73)  de  la 
pag;e  1 79  du  troisième  vofume.  Elles  comprennent  comme  cas  particuliers  d'autres  équa- 
tions qui  renferment  un  seul  coefDcient^  savoir»  celles  que  l'on  trouve  dans  un  Mémoire 
de  SI.  Navier,  présenté  h  l'Académie  le  i4  mai  iSai»  et  dans  le  premier  Mémoire  de  BÎI. 
Poisson  sur  les  corps  éfastiques  »  et  celles  que  j*avais  données  moi-même  dans  le  Mémoire 
présenté  h  rAcadéniie  fe  5o  septembre  1829. 

On  ne  doit  pas  otibKer  que»  pow  établir  les  éqaatkom  (7)»  (8)»  (»•)>  (ï5)»  notts 
avons  considéré  les  corpp»  élastiques  comme  de»  masses  cenlinues.  Si  on  les  regarde  coMne 
des  systèmes  de  points  matériels  qui  s'attirent  ou  se  repoussent  à  de  très*petites  distances» 
les  équations  (7)  »  (8) ,  (12)  »  (1 3)  ne  changeront  pas  de  forme.  Seulement  les  trente-six 
coefficients  renfermés  dans  les  équations  (7),  (8).  se  véduirontaux  quinze  coefficients  que 
comprennent  les  formules  (5) ,  (6)  de  la  page  9  »  et  les  deux  coefficients,  renfermés  dans 
les  équations  (19)  »  (i3)  seront  liés  Fun  à  l'autre  par  la  condition 

(i4)  k  =  ^K, 

en  sorte  que  les  équations  (19)  »  (i3)  se  réduiront  aux  formules  (/|8)  de  la  page  999  du 
troisième  volume.  Or  ce  qui  pourrait  faire  croire  que  dans  la  théorie  jdes  corps  élasti- 
ques il  convient  d'opérer  lès  diverses  réductions  dont  nous  venons  de  parler,  c'est  qoe  les 
expériences  faites  sur  des  corps  dont  l'élasticité  reste  à  peu  près  la  même  en  tous  sens  pa- 
raissent s'accorder  spécialement  avec  les  formules  qu'on  obtient  quand  on  suppose  vérifiée 
la  condition  (i4)« 

Nous  allons  maintenant  rechercher  les  formules  qui  devront  remplacer  les  équâtiotf» 
(7)  »  (S)  >  ^^  '*^^  considère  un  corps  élastique  passant  d'un  état  dans  lequel  les  pressions 
ne  seraient  pas^nsHes  h  nir  second  ét^t  distinct  du  premier.  Pour  y  parvenir»  nous  sur-- 
vrons  une  méthode  semblable  à  celle  dont  M.  Poisson  »*est  servi  pour  établir  les  formules 
(7)»  i^)  »  ^  °^^  supposerons  quo  les  pressions  A  ^  B  ,  C  ,  D  ,  E  ^  F  relativM  atf 
second  état  du  corp>  élastique  dépendent  en  chaque  point  (Xtjr,z)  des  déphoemenfls 
relatib  des  particules  situées  dans  le  voisinage  de  ce  même  point.  Or»  si  l'on  désigne  tou- 
jours par  Ç  »  9  B.^  0^  déplacements  mesurés  parallèlement  aux'axes  cpordonnés  dans 
le  passage  du  premier  état  au  second ,  les  déplacements  relatift  de.la  particule  qui  coin- 
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cide  dans  le  second  état  avec  le  point  {x  +  ^x,y  +  A^,  z^^z) ,  par  rapport  à  la 
particule  q^û  coïqcide  aréc  1^  pnitiC     (a?; jr^jf.) .  seront  les  frôis* quantité!. 

A.Ç,         Au,         AÇ. 

D'ailleurs»  si  l'on  nomme  r  le  rayon  vecteur  mené  du  point  {XpjTtZ)  au  point 
{x  +  àx^y  +  ^XtZ  +  i^z),  Qt  i^p,  7  les  anglâsfonaéspacoBrajoav^BGtenravec. 
les  demi-^axes  des  coordonnées  positives ,  on  aura 

(i5)    "  Aa?=;rcos*,        A/  =  rco8p,        Ai;  =  rcos7  ; 

et  lea  trois  quafitités.  a!  ,  Ai|  » .  AC:  seront,  dams  le  voisinage  du  poiàt  {x,y,z)  #  sen- 
siblement déterminées  par  les  formules 

-    ^Ar^^^^yw      _L^«V        1     ^^-X  Y<^^  L-^'^  ft    I     ^^  \ 

.  dar  ^    dy     '^    ^    (h  \dx  ^    dy         ^  ^  dt         'j 

Opiui  tesrdép'laceu^eiits  relàtifv  (Tes  dîvertês  mofécuItiSK  dans  1^  voismâgf^jdu  peint  {x^,  z) 
dépendront  principalement  des  neuf  quantités 

11        11        11        ^^       ^^         £^        rfC         rfC         </Ç 
ds*      dy*      II'      d^'      ■^'      ^*      ^'       rfT*      H' 

qui  serviront  de  coefficients  aux  cosinus  des  angles  a  »  p  ,  7  dans,  les  valeurs  des  rap- 
ports ^ 

a;  A>}  AC 

,   r  r  r 

Donc,  jèti  adoptant  rhj^poth^e  ci -^x^essus' mentionnée ,  on  devra  regarder'  les  pressidàs 
A  ^Jfi \  'C\,'b ,  E ,  F  corume  dés  ïonciions  de  ces  six  quantités.  Enfin^,  si .  en  cotr- 
sidéraa|[  'cJ9S  quântit&s'cômjii'e'infinTmènt  petites  dà  prétnibr 'ordre,  on 'Ué(;lîge  daoK'  Ids 
^^(veroppëîiienis'des  pressFoiis  À,'É\  C\  D  ,  B'\  '^"^'lés  ihAmmenlpiôtîts  d%in  ordt^ 
supérieur  au  premier,  les  fonctions  dont  it  s*agit  seront  ïempfacées  par  dès  (timilàUé  li- 
néaires,  en  sorte  qu*én  pourra'supposér  il 
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/^-•+..ê+-$+'.è+'.(S+f)+-.(S+S)+-(^+ê). 

+«>(ï-$)+«.($-S)+'.(S-S)- 

«=«+..â+-^+-§+-.fë+f)+"(ê+§)+-.($+ê)- 

+'.(ï-^)+MS-S)H-'.(f-è)- 


Pour  déooiivrir  los  relations  qui  peuvent  exister  entre  les  soixante  coefficients  que  ren- 
ferment CCS  dernières  formules  »  il  suffit  d'observer  que  le  premier  état  du  corps  conti- 
nuera de  subsister,  si ,  dans  le  passage  du  premier  état  au  second ,  on  a  déplacé  tous  les 
points»  en  les  faisant  tourner  simultanément  autour  de  l'un  des  axes  coordonnés.  Sup- 
posons ,  pour  fixer  les  idées ,  que,  dans  le  passage  du  premier  ét^t  au  second,  le  corps 
ait  tourné  autour  de  l'axe  des  z;  et  soient ,  dans  le  second  état  du  corps ,  v  ,  r  les 
coordonnées  polaires  du  point  lp»y\^)  projeté  sur  le  plan  des  x,  y,  en  sorte 
qu'on  ait 
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(ig)  iV=:tCOST,  y  =  t8inT. 

Désignons  d'ailleors  par  i  raccroissement  qu*a  reçu  l'angle  r  dans  le  passage  du 
premier  état  au  second.  On  aura  évidemment 

/      Çi=:i,COST  —  «'COS(t  —  î)3=:x(l  — cos/)  — ^sînî, 
(«o)  { 

(     qz^t^sinr  —  V'Sin(T —  /)  =  ^^(1  —  co»i)  "^asinif 

puis  on  en  conclura ,  en  considérant  »  comme  infiniment  petit  du  premier  ordre,  et 
négligeant  les  infiniment  petits  d*un  ordre  supérieur  au  premier, 

(ai)  Ç  =  — î^,  nzszlx. 

D'autre  part,  lea  valeurs  de  A  ,  B ,  C ,  D ,  E  g  F  relatives  au  premier  état  du 
corps,  ou  celles  qu'on  déduit  des  formules  (17),  (18),  en  remplaçant  S,  «i ,  C  par 
zéro ,  savoir, 

tt,       b,       c,       i,       e,       f 

devront  coïncider  avec  celles  qu'on  obtient  dans  le  second  état  du  corps ,  lorsqu'aux  axes 
rectangulaires  des    x  ,  y    on  substitue  de  nouveaux  axes  coordonnés  qui  forment  avec 

le  demi -axe  des    x    positives  les  angles     i  et [-t.     Il  en  résulte  immédiatement 

que  les  formules  (7),  (8)  de  la  page  5a,  et  les  formules  (i3) ,  (i4)  de  la  page  53 ,  sub- 
sisteront si  l'on  y  remplace  les  pressions  eKo ,  ^i>  ,  G  ,£),£,  </  par  a ,  b  ,  iC  ^ 
)  ,  t ,  f ,     pourvu  que  l'on  y  pose  en  même  temps 


1 

-.  =  T  +  »' 

n 

«,  =  - 

(aa)                             p.  =  ^  — c. 

p.  =  «-. 

Pï  =  0, 

1                          ir 

7.  =  T' 

71=0. 

00 ,  ce  qui  revient  au  même , 

/      COSai  =  COSt, 

cosa,  =  —  sint. 

COS«}  =  0, 

(a5)                 ]     co§Pi  =  sînt, 

cosp»  =  cosf , 

oos^s  =  o. 

[     co«7,  =  0  , 

cos7.  =  o. 

CM7}=S0. 
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On  trouvera  en  conséquence 

y<  =  aco8*t +  bsîn*i—  sfsintcost  - 

(»4)  {    jff  =  a8in*t-4-bco8'»-f' s^s>a^<^^*' • 


(ao)  <     jS  =  — l>8in»-4- ^cos». 


i 

) 

(     F  =z  (a  —  b)8intco8t4"^(co**»  —  8În*t)  ; 
puis  ou  en  conclura,  en  négligeant  les  infiniment  petils  du  second  ordre  « 
(a6)  y<  =  a  — iif.        i?  =  b  +  aîf,         C  =  t. 

(27)  /)  =  i  +  tr,  E  =  t^i't.         7ï'  =  f+t(a  — b). 
D'ailleurs  on  tirera  des  équations  (17)  »  (18)»  réunies  aux  formules  (91), 

(28)  ^  =  a  —  «*Û9»       5  =  b  —  «**9,      C  =  r  —  itCg, 
(9(j)  /)  =  >  — aid^,      ^  =  r-raîeg,      F=:î:f— aîfg; 

et  »  comme  ces  dernières  valeurs  de     A  ,  B ,  C  ,  D  ,  E  ,  F    devront  s'accorder  avec 
celles  que  fournissent  les  équations  (a6),  (37) ,  on  aura  nécessairement 

(3o)  «9  =  f»  ^  =  —  f'  «9  =  0. 

On  trouvera  de  même.  i.**en  supposant  que  •  dans  le  passage  du  premieiétat  au  second, 
le  corps  ait  tourné  autour  de  Taxe  des    jr , 

(3a)  a8  =  — £.        l>8  =  o,  Ci=sir. 

(35)  d8  =  if.  e8=i(a-0*      fs=— Jî, 

a.^  en  supposant  que.  dans  le  passage  du  premier  état  au  second,  le  corps  ait  tourné 
autour  de  Taxe  de^    x  9 
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(34)  a,  =  o,  b,  =  î>,  c,=  — >, 

(55)  d,  =  i(c-«>).      o,  =  -if.     f,  =  i*. 

£q  vertu  des  formules  (3o)  »  (3i) ,  (Sa)  »  (53) ,  (34)  >  (35) ,  les  cocfTicients  compris  dans 
les  équatioDs  (17) ,  (18)  se  réduiront  à  quaraute-deux ,  et  ces  équations  deviendront  res- 
pectivement 

(S6)/ 


1 


(37i 


^  +".S+-f+-SH-.(è+|)+«.(S+f)+«(f+^). 
>='+=»-«)(f-S)-H(f-è)-i»(S-S) 

1  +'.s+'-|+'.f+'.fë+f)+'4s+5)+'i(f+è)- 
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Ajoutons  que,  si  le  premier  état  du  corps  est  un  état  d'équilibre»  dans  lequel  losforces 
accélératrices  soient  nulles»  les  pressions     d »  b ,  c  ,  If  ,  t  ^  (^     relatives  à  cet  état, 
derront  vérifier  les  conditions 


de    ,    di   ,    de 

que  l'on  déduit  des  équations  (i)  en  y  remplaçant  A  ,  B  ,  C  ^  D  ^  ^  ,  F  par  a  • 
b  9  C  ,  ^  »  ^  f  ^  »  et  X,  Y,  Z  par  zéro.  On  peut  remarquer  d'ailleurs  que  ces  con- 
ditions scroûl  toujours  remplies ,  lorsque  les  pressions  a  ,  b  ,  t  »  d  ,  f  ,  f  relatives  au 
premier  étal  du  corps  se  réduiront  à  des  quantités  constantes»  c'est-à-dire,  indépen- 
dantes de  la  position  du  point     {x,y,z). 

II  est  bon  d'observer  que  les  équations  (36),  (37)  comprennent  comme  cas^particuliers 
les  formules  qui  se  trouvent  inscrites  sous  les  mêmes  numéros,  à  la  page  i38,  et  qui  se 
déduisent  de  ces  équations  lorsqu'on  pose 

/a.=  a  4-û,  b,  =  f — b,  c.  =  e — r,  d,  =  u  — i,     e,==v,  f.=w,    - 


a,  =  f — tt,  b,  =  b4-b»  c,  =  d  —  C,  d,  =  u'. 


e,  =  ?'— f,  f,  =  w^ 


a3=e — a,  bi=d  —  b»  C3  =  c  +  ^,  d3  =  u',  e3  =  v',        fj  =  w'-f, 

(•>9)/a4  =  U,  b4  =  u'+îr,  C4  =  u'+îr.  d4  =  d  +  ^,e4=V+-i»f4  =  v'+i-, 

v+r,  b5=v'. 


as- 


C5=w*+r,   d5=wV— ,    e$=e+ ,  f5z=u+— , 

9  2  3 


\a6=w  +  f,  b6=vr'  +  f,    C6=w',         d6  =  v'+— ,    e6  =  u  +  — ,t5=f+ . 

\  2  9  a 

Ainsi  les  valeurs  de  A  ,  B  .  C  .  D  ,  E  »  F,  déterminées  généralement  par  les  for- 
roules  (36),  (37),  conservent  les  mêmes  formes,  quand,  au  lieu  de  considérer  les  corps 
comme  des  masses  continues ,  on  les  regarde  comme  des  systèmes  de  points  matériek 
qui  s'attirent  ou  se  repoussent  à  de  très-petites  distances.  Seulement  les  quarante-deux 
coefficients  renfermés  dans  les  équations  dont  il  s'agit  se  réduisent  alors  à  vingt-un,  et  Té- 
rifiont  les  conditions 
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(4») 


(3eS  ) 
h+c 


a 


\ 


a.+«  =  b.  +  b  =  f6  — 


3 

a+b 


(4i)  ]     e,  +  f  =  a,.       e,  +  *  =  b5=s:f4  — i*.        d«  =  it,      ci  +  e  =  0,, 

f,+f  =  86.        f.  +  f«b«:,        f,4.f=ïc«=d,^tf  =  e4-if. 

SoioDt  maintenant 
(4«)  <A>.       ofc.       G»       <2).       ^v      ^ 

ce  que  devienneot  les  pressions  A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E  ,  F  lorsque ,  dans  le  second  état 
da  corps ,  on  fait  tourner  les  axes  coordonnés  des  as  et  j  autour  de  l'origine  »  de  ma- 
nière à  substituer  au  demi -axe  do»  œ  posilivea  celui  qui,  partant  de  Torigine,  se  di- 
rige vers  le  point  correspondant  aux  coordonnées  x,  y.  Supposons  d'ailleurs  que 
Ton  désigne  toujours  par  t.  et  t  les  coordonnées  polaire»  de  ce  dernier  point.  Jio  , 
^ »  C  ;  ^ 9  "^  p  ^;  C  ,  ^  $  G  seront  les  prorjections  algébriques  sar  les  nouveaux 
ates  coordonnés  des  pressions  ou  tensions  que  supportent  dana  le  second  état  du  corps 
trois  plans  menés  par  le  point  {x,y,z),  et  perpendiculaires»  le  premier  au  rayon 
vecteur  t.  »  le  troisième  à  Taxe  des  z ,  le  second  à  la  droite  d'intersection  du  premier 
et  du  troisième.  Or  ces  nouvelles  pressions  ou  tensions  seront  évidemmeni  liées  aux  pres- 
sions ou  tensions  A  ,  B  ^  C^  D ,  E ,  F  par  les  {btuMilea  qa'on  obtient  lorsque ,  éHis 
les  équations  (24)  »  (^5)>  <>Q  remplace  l'angle  i  par  l'angle  t  ,  et  û,  b  ,  ( ,  i  , 
t ,  f    par    <A>»ale}>C><0»^9^;     de  serte  qv^on  aura 

iA  =  cHûCoa'T  ^-  iJbaîn'T  —  2<7'siaTCosT  , 
B  =  cJLsm'T-f-  iJScos^T  4.  s^sinrcosT  , 

iZ)  =  ^cosT  +  £sinT. 
Jî  =  — c^sinT  +  ^tcosr. 
F=  (oH,  —  a(l>)8inreo8T-f-<^(cos*r — sîr^t)  , 

IV.*  ANNiB.  40 
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(  3o6  ) 
ou  »  ce  qui  revieni  au  même» 

^  = 1--2-2 C081T  —  JsiDtT, 

a  a 

(45)  ^    ir  =  iî±2!L-Al3!Lco.,T  +  ^«n«r, 
'  a  a 

2)  =  ^coiT  +  t«iDT, 

(46)  )  £  =  — ^iînT  +  iDcosT, 

F=  ^"^   sinar  +  ^coiar, 
a 

Ajoutons  que  des  formules  (45)  et  (46)  ou  tirera 

(47)  y<  +  J?=cH>  +  afi>,        -4  — iî=(c)l,  — ^)co8aT  — a/sinar. 

et  par  suke 

oHo  = H cosaT  +  ^"n«f  » 

a  a 

(48)  \   lfi>  = cosar  — Fsmar, 

'  I  2  a 

G  =  C.      ' 

Sb  =  DcosT  —  fsin  r , 

(49)  J    ^  =  DsiuT  4-  £cosr , 

^  = T-  sinar  4-i^co8aT. 

a 

DésigDons  à  présent  par  jr  et  par  »  les  accroisiements  que  reçoivent  le  rayon 
▼ecteur  ^  et  Tangle  t  ,  tandis  que  le  corps  passe  du  premier  état  au  second.  On 
aura 

IE  =  i.co8T  —  %{\  — y)cos(T  —  •) , 
«  z=  i^sint  — . «'(i  — y) «in (r  —  t)  ; 

puis  on  en  conclura ,  en  considérant  les  quantités    i  »  j    comme  infiniment  petites  du 
premier  ordre  »  et  négligeant  les  infiniment  petits  d'un  ordre  supérieur  au  premier. 


Digitized  by 


Google 


(  »07  ) 

(5l)  5  =  — iï^slDr  -4-7l>C08T  ,  u  =  i^coiT+y^sioT, 

ou  »  ce  qoi  revient  au  même , 

(5»)  ï  =  — /y+y>,  ii  =  î«+y/. 

D'aulre  part ,  en  considérant    i>  et  r    comme  des  fonctions  de    to ,  y  ,     on  trouvera 
eu  égard  aux  formules  (19)  # 

(55)  i>-=:»*+jf\  tangt=-^, 

et  par  suite 

(54)  ^dr^==mdai+y<fy,  dr=  "'j,'/^'!'  , 
ou  p  ce  qui  revient  au  même  » 

(55)  ai>  =  co8T£te +smT(fy,        aT=  '^ 

On  aura  donc 

,„^^  dv  dv  ,  dx  1     .  rfr  l 

(56)  r--  =  COST  ,       -7-  =  smr  ,        -—  =  —  —  SUIT  ,     ---  =  -r  COSr  ; 
^     '  dx  dy  dx  V  éy  v 

et ,  si  Ton  suppose    «  »  j  »  C    immédiatement  exprimés  en  fonctions  de    t^  v  et  t,    on 
trouvera  encore 

I      di         di  1    i/i    .  fl^i  ifi    .        ,     1    di 

[     --=--- COST --^-smT,      — -=s-— 8mT+  —  -t-cost, 

dx        dy  V    dr  dy         dt  v    dr 

(5?) 

dj        dj  ^    dj    .  dj         dj   .       ,1    dj 

-—-  =  -—  COST -jLginT,  -jL  =  ^8mT4-  —  -t^cost  , 

dx        dv  V    dr  dy         ds  9    dr 

(58)  ---  =  -;-cosT  —  — -j-8inT,       — _=:---8mT4-  — -t-cost. 

^     '  dx         dv  V    dr  dy         dv  ^     v   dr 

Cela  posé,  les  formules  (5a)  donneront 

dl        .  di    .       dj  di  .  di    ,       dj 

é/u        .   ,        di     .        dj  dn        ,    ,        di    .        dj 


(59) 
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(M) 
et  l'oQ conclura  de  ces  dernières,  combinées  avec  les  équations  (19)  et  (57) , 


il 
dx 


(60) 


(61) 


dl        dn        fdj    ,        di\  fdi  dj\  . 


d\        dyt  .    ,    dj  di 

dy         dx  dr  do 


On  trouvera  d'ailleurs 

idl  di    ,        dj  I       di    .        ,    dj  \ 

_=_jr_  +  x-=.[-^..,nT  +  -C0ST]. 
M^  </<■     ,        dj         [di  .    dj    .     \ 

Edûd  ,  si  Ton  substitue  dans  les  équations  (56)  «t  (Sj)  les  Talevrs  de 

dx'        dj"        dx'        dy  '        dy'^  dx'        dy        dx  *        dt  '        et  ' 

tirées  des  formules  (âS)»^  (60)»  (61),  (69) ,  on  obtiendra  de  nouTeHea  yateurs  de  j4  , 
B  ,  C  ,  D  ,  E ,  jF ,  qui,  substituées  elles-mêmes  dans  les  formules  (4S}  >  (49)*  four- 
niront le  moyen  d*exprimer  les  pressions  olo  >  l)l>  >  C  t  <0  t  £  >  <^  en  fonctions  des 
quantités 

(63)  .    t ,      y ,      t ,      T , 

et  des  coefficients  différentiels 

/fi/^        ^'  d^  di^  dj  d£  dj  ^  ^C  «^C 

^^^^         i/^'         dr'  dz'  dx.'         dx'  dz"  dv'  d^'         "ST  ' 

Si,  après  avoir  obtenu  «  comme  on  fient  de  le  dire,  les  valeurs  de  cil ,  H)> ,  Q  , 
<0  ,  £  ,  ^ ,  exprimées  en  fonctions  des  quantités  (65)  et  (64)  >  on  cherclie  œ  qu'elles 
deviendraient  dans  le  cas  où  Ton  déplacerait ,  on  le  faisant  tourner  autour  de  Torigine , 
le  demi-axe  polaire ,  k  partir  Auquel  se  compte  Tangle    t  ;     il  suffira  d'observer  qu'en 
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(  9«9  ) 

vortu  d'uD  semblable  déplacement  la  variable  t  serait  augmentée  ou  diminuée  d*une 
quantité  constante.  Donc ,  pour  ^éteroHncr  les  Valeurs  qtie  prendraient  •  A> ,  l)t>  ,  0  , 
JÔ ,  i^  f  ^  après  le  déplacement  dont  il  s'agit,  il  suffirait  de  remplacer  ,  dans  les 
formules  (58),  (60),  (61)»  (62),  (48)  et  (49).  Tangie  t  renfermé  sous  les  signes  sin. 
et  ces.  par  Tangle  t*^j,  ^désignant  une  constante  positive  ou  négative.  Or  il 
faudrait  évidemment  que  les  valeurs  de  JU  ,  OJl)  »  G  »  <£)  »  £>  >  ^»  ainsi  trouvées, 
conservassent  la  même  forme,  quelque  lût  PangU  i  ,  pour  que  le  corps,  dans  son  pre- 
mier état ,  pût  être  considéré  comme  offrant  la  même  élasticité  en  tous  sens  autour  d'un 
axe  quelconque  parallèle  à  Taxe  des  z .  II  reste  à  examiner  quelles  sont  les  relations 
que  doiroBt  avoir  «ntre  «Ux  les  -qùaniBle-deiix  coeffieieats 


(65) 


^'     a ,  a. ,  âfe ,  as ,  a4  p  as  ^  86 ,     • 

b  ,  b, ,  b, ,  ba ,  b4 ,  bs ,  be  , 

t  %  Ct  »  c. ,  C3  ,  €4  ,  C5  »  C6  » 

&  ,  dg  ,  d, ,  ds ,  d4  ,  ds  ,  de  • 

^  ,  e,  ,  ft,  ,  Cj  ,  04  ,  es ,  Ce  , 

*  »  f I  »"  f«  #  f j  ,  f4  ,      f 5  »  fe  » 


pour  satisfaire  à  la  condition  que  nous  venons  d'indiquer. 

Aiin  de  résoudre  plus  facilement  la  question  dont  il  s*agit,  attribuons  d'abord  è  ^  la 
valeur  particulière  tt  ,  et  supposons  en  conséquence  que  les  valeurs  do  cilo  >  l/b  ,  C  > 
^ ,  £  ,  <^ ,  déduites  des  formules  (58) ,  (60) ,  (6i) ,  (6a) ,  (36) ,  (67) ,  (48)  et  (49) , 
conservent  les  mêmes  formai,  tandis  qu'on  7  substitue  l'angle  t  -f-  ^  ^  l'aogle  r.  Il 
est  clair  qu'après  cette  substitution  les  valeurs  des  quantités 


(66)- 


A  9    B  f    C  g     F , 


dy  '      f/y'^iia'      dy         dx  * 


dx 


fournies  par  les  équations  (45) ,  (46) ,  (60) ,  (61) ,  n'auront  pas  changé,  tandis  que  les 
valeurs  des  quantités 

d\         d^ 


(67) 


dx         djr         dz  dz 


fournies  par  les  équations  (46) ,  (58) ,  (62) ,  auront  simplement  changé  de  signe.  Donc 
les  formules  (36) ,  (37)  continueront  de  subsister  lorsqu'on  y  changera  seulement  les 
signes  des  quantités  (67).  Donc  ces  formules  entraîneront  l^s  suivantes 
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(5io) 

j»=-.(S+f)+-.(S+î)+'(S-S). 

(;o)       0=b4t^+^)+b,(-  +  -)+l.(^-^). 

,  =  ,  +  ...  _+e.-  +  e3;;^+ec^-+-j--(5^--). 

Or  les  équations  (70]  »  (71)  devant  subsister  pour  def^  valeurs  quelconques  de     i  ,  tu  ,  K, 
et  par  conséquent  pour  des  valeurs  quelconques  des  quantités 

di      dri^      dK^     ^jt^     ^i^      ^i^!!l     ^_^     ^  —  £1    ffi_^ 
ds  '    dy  *    ds  *   dt  ^  (fy  '  dx'^  dt  '     dy  '^  dx*   dz         dy  '   d»        d%  '  dy        dx" 

on  en  conclura  immédiatement 


(7O     ^' 
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(  5n  ) 
(7»)  a4  =  a$  =  o,         b4  =  b5  =  o,         04  =  05  =  0, 

(73)       î»  =  d,  =  d,  =  dj  =  d«  =  o,     t  =  e,  =  e,  =  63  =  66  =:o,     f4  =  f5  =  o. 


Gonceronsàprésenkqueron  attribue  à     9    la  Taleor  particulière    — ,    et  supposons 

que  les  râleurs  de    A) ,  'iSi) ,  Q ,   S) ,  C'  p  ^    doivent  encore  conserver  les  mêmes 

formes  quand  on  substltae  l'angle    t  -^  -—    à  Tangle    r.     Cette  nouvelle  substitution , 

opérée  dans  les  formules  (45) ,  (46) ,  (58) ,  (6o),  (6i),  (6s),  aura  pour  effet  de  changer 
les  valeurs  de 


(,4)      ^.B.D.     B.     B.      è.:g.S,|, 


en  celles  de 


(75)      B.A,E,-D.—F, 


^      rfC      rf*ï       rfÇ 
dy  *    dx  * 


dj  '    dx  '  [dy'^^dj:)'  dz  '     dt' 


Donc  les  formules  (68) ,  (6g)  devront  continuer  de  subsister  quand  on  y  remplacera 
les  quantités  (74)  par  les  quantités  (75) ,  et  Ton  aura  nécessairement 

C  =  f  +  c.-+c.^+c,^-cs^-^); 

(77)   j  ^=-''*iïr-+^j+''H^+^)+-i-l^    •^j+Tl^    -57)' 

Or,  ces  dernières  valeurs  ie    A  ,  B ,  C ,  D ,  E  ,  F    devant  s'accorder  avec  celles 
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(  3ia  ) 

que  fournissent  les  formules  (68) ,  (69) .  quels  que  soient  les  déplacemenU    5  ,  *î  ,  Ç . 
on  en  conclura 

(78)  a  =  b,     a,  =  b.  ,     o.  =  b,  ,    a3  =  b3,     a6  =  —  hs  .    c,  =  e. ,    C6  =  o, 

(79)  <'4  =  e5,     d5  =  — e4,    f=o,    f.=  — t.     h=^P' 
Par  suite  les  formules  (68) ,  (6g)  pourront  être  réduites  à 

''=''.(^+f)+-.(S+5)+-^^(ï-^). 

et  Ton  en  tirera 

(82) 

Concevons  enfin  que  Ton  attribue  à  ^  la  valeur  —  »  et  supposons  que  les  valeurs  de 
A  ,  ySi) ,  Q  ,  £)  ,  C  p  ^  doivent  encore  conserver  les  mêmes  formes  quand  on  subs- 
titue Tangle    ^  +  -7-  &  l*&ngle    r .  «  Cette  dernière  substitution  »  opérée  dans  lies  for- 

4 

mules  (45) ,  (46) ,  (47)  >  (4^)  »  (60) ,  (61)  »  (6s)  «  aura  pour  effet  de  changer  les  valeurs 
de  ' 
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(85) 

F, 

en  celles  de 

(84)                 — 

'B 

x^ty                      , 

r"' 

et  les  Taleon  de 

(85) 

D, 

en  celles  de 

(  5»$  ) 


-.  </C  rfÇ  rfe  rfn 

^'  rfï'        ^'        ^'        ^* 


Donc  les  formules  (8o),  (8i),  (8s)  continaerent  de  sabsister  quand  on  y  Mmplacera 
les  quantités  (85)  et  (85)  par  les  quantités  (84)  et  (86)»  de  sorte  qu'on  aura 

/    '=-^(?+s)-(â-|)= 


(87) 


Pour  faire  coïQcider  les  valeurs  précédentes  de  — ^^  et  F  avec  celles  que  four- 
nissent les  équations  (81)^  (8»),  il  est  nécesiabe  d'ossujétir^lei  coeCoitflfs  *■""  ,  a«, 
f> ,  ft    aux  deox  conditions 

(89)  -ÎI^  =  f5,  a<5  =  -f.. 

Quant  aux  formules  (88),  elles  s'accordent  arec  les  deux  premières  des  formules  (81)  » 
qmli  que  soient  d'atUeiTrs  les  coefficients    d4  ,  ds  •  a  et  C. 

En  rertu  des  formules  (89),  les  équations  (80)  «  (81)  se  réduisent  à 
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(  5«4) 

''=«+-(â+^)+-$+-^S-'-{f+£)' 

Cela  posé ,  les  formules  (48)  »  (49)  donneroot 

i..=..<....,(f.^)...$.f.{(S-$)c«..*(f.è)"""! 

-'.{(^^S)— (S-^)H- 

2     (\i^      dy  I  \dt      dml 

a    (\rfi»  '  «fy/  \rf«      dm) 


(9«) 


SIDt 


SlUr 


COSt 


OOBT 
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(96) 


(3i5  )  ^       : 

Oi^  tirero  d'ailleurs  des  équations  (58) ,  (60) ,  (61)  et  (6fi) 

'  dx  *    djr  dv  dy  dx  v    dr 

(dl       d7,\  ld%    .   dv\  .  dl  dj 

[dl        dr,\  (dl        dn\  .  dj    ,      dl 

,     .  rfÇ  ,    «/«    .  </•  «/«  dl    .  dl 

(97)  ^«~^  +  ^"»'  =  «^lfc»        ^«>"— 5-"»'  =  '^' 

Donc  les  équations  (99) ,  (93)  pourront  être  remplacées  par  les  suivantes 

r  ^=«+^(.>+S+4)+-''('+4)+"$ 

^=.+..(.i+|i+4)+.f.(y+|i)+.4 

Comme  ces  dernières  valeurs  de    <k,,  ^^,  G  ,  SÙ^  C^,  S    ne  changent  pas  de  forme. 


(98) 
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(3,6) 

quand  on  remplace  Tangle  t  pfr  t  «f  ^  »  #  déiigQaofc  «HO  qaaoUlé  amêtêDl^  p  il  eo 
résulte  que  les  conditions  (79),  (jS),  (78),  (79)  et  (89)  sont  les  seules  auxquelles  il 
faille  assujëtir  les  qaaranle-4<:ux  coefficients  a  «  b  •  f  »  )^  f  •  f  ;  a,  •  b, ,  c. ,  d. , 
Ot  •  fi  •  a»  »  b, ,  etc..  »  pour  que  le  corps,  dans  son  premier  étal,  puisse  être  considéré 
comme  offrant  la  même  élasticité  en  tous  sens  autour  d'un  %%,e  quelconque  parallèle  h 
Taxe  des    s*    Lorsque  ces  conditions  soni  yérlflées,  les  Taleurs  des  pressions 

A,      B.      C,      D.      B,      F 

se  réduisent  k  celles  que  fournissent  les  équations  (90) ,  (91) 
Si ,  pour  plus  de  simplicité ,  on  écrit  dans  cea  équations 

a,      c,      a\      a',      c'.      o\      d\      d^      T.     {\ 
au  lieu  de 

a  t      ^  »      a, ,      as ,     c« ,     Cl ,      è^,     df  *      ta    tê$ 

on  trouvera 

^=.+(.'+.r-)S+.''i+.-g-r(^+è). 
„..)     {  i,=.+.'g+(.'+.n^+.-$+r(|+è). 

^=-''(ï+|)+''(S+S)+^{J-|)- 
(•«■)     1  «=-''($+|)+''1S+f)+^(S-ï).      : 

Il  est  bon  d'observer  que  les  équations  (90) ,  (91)  ou  (100)  et  (loi)  reofermenl  seulement 
dix  coefficients  dépendants  de  la  nature  du  otrpa» 


a.      ç,      a',      a^      c',      ç\      i\      4\      (\      £'• 
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(  8i7  ) 
Si  Ton  combine  la»  CbrmtilM  (4o)  4(4i)  <vm  1««  conditions  (7s) ,  (ji),  »  (78)  »  (7g)  et 
(89) ,  an  IrottTora 


(109) 


aj  +  a  =  c,  +  r  =  d4- 


a+f 


a.  +  aï=f6  — o. 


(106)  f.  =  o,  d5===o; 

puis  »  en  écrÎTant    a  et  c    an  liea  de    H  ,  C  »    et  posant 

a+c 


(io4)      ai  +  a=:c.  +  c  =  d4— 
on  tirera  des  équations  (90) ,  (91) 


d»    aa-4-assi&----a  =  f,    C3— *c=:k» 


(io5) 


^  =  a  +  (Sf+a)5  +  (r-a)$+(d-a)^, 


dj 


d» 


i?  =  a+(f-a)g  +  (5f+a)^+(d-a)$. 


dz 


C  =  c  +  (d-c)54-(«l-c)$+(k  +  c)g. 


i£ft 


-fy 


(,06)  /     B=(d  +  .)i|+(d  +  ci)J. 

,  '=<'+•)(!+£)• 

Ces  dernières  formules  ne  renferment  que  cinq  coefficients  dépendants  de  la  nature  du 
corps,  savoir, 

a ,        c  #        d ,        f ,        k. 

Ettea  sont  d^aittonv  comprises,  comme  cas  partteuiiers,  danv  hê éqnaftoos  (t4) ,  (»5) 
des  pages  iS5 ,  1S6 ,  et  se  déduiwnS  de  cet  équations  lonqa*eit  sapposaaf 


(107) 
00  prend 


G^H.        J>=Ç.        L=M:=^^B: 


a  =  CA,        C5=U,        d  =  QA,        f=il4,        k=^ffA. 
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(  3i8  ) 
Il  suit,  au  reste,  des  principes  exposés  dans  le  troisième  volume  [pages  199  et  soi]  que 
les  conditions  (107)  sont  précisément  celles  auxquelles  il  faut  assujétir  lois  quantités 

Gt        Ht        L,        M,        P,        Qf        Ht 

pour  que  l'élasticité  du  corps  reste  la  même  en  tous  sens  autour  d'un  axe  quelconque  pa- 
rallèle à  Taxe  dos     c. 

Si  l'on  veut  que  le  corps,  dans  son  premier  état,  puisse  être  considéré  comme  offrant 
la  même  élasticité  en  tous  sens  autour  d'un  point  quelconque ,  et  par  conséquent  autour 
d'un  axe  quelconque  parallèle  ou  non  parallèle  à  l'axe  des  t ,  il  faudra  que  les  valeurs 
de  A,B^C,D,EtF,  fournies  par  les  équations  (90) ,  (91),  ou  (100)  et  (101), 
ne  changent  pas  de  forme  après  un  échange  opéré  entré  let  axes  des  0,7,2.  Or , 
si  l'on  remplace  l'axe  des  jr  par  l'axe  des  z  et  réciproquement ,  on  devra ,  dans 
les  formules  (100),  (101),  échanger  entre  elles  les  quantités  B  ei  C  ,  E  ei  F , 
jr  et  z  ,    n  et  (•     On  aura  donc  par  suite 

''=-+''(S+f)+--^+"'â-''(^+£)- 

-=-^'($+f)+-''(f+s)+^(f-è)-' 

Pour  que  ces  dernières  valeurs  de     A  ,  B  .  C .  D  .  E  t  F    s'accordent  avec  celles 
que  fournissent  les  équations  (100) ,  (101) ,  il  suffit  d'assujétir  les  coefScients 

a,    c,    a',    a^     c',    c%     d',    d',    T,    t' 
aux  conditions 

(110)  a  =  c,    a'  =  a^  =  c',     c'  =  c'  +  sf%    d'  =  f^     d^  =  r  =  o. 


Digitized  by 


Google 


(  -î'g  ) 

Cela  posé,  8Î  Ton  désigne  par  /  la  valeur  commune  des  deux  quanlités  a  ,  c  ,  par 
K  la  valeur  commune  des  trois  quantités  a\  a^  c\  et  par  j^k  la  valeur  commune 
des  deux  quantités     d^  C,     on  trouvera ,  en  ayant  égard  &  la  formule  (lo) , 

(m)  A  =  k^  +  K^  +  l.     B  =  k^  +  K^  +  l,     C=sk'^  +  K.  +  l, 

<•■')  "Mi+'iy  .*=H£+^-  '-'*(5+£)- 

Les/ormules  (m)  »  (na)  pourraient  être  établies  directement  par  la  méthode  à  l'aide 
de  laquelle  nous  avons  obtenu  les  formules  (1*2)  et  (iS).  En  supposant  /  constant , 
c'est -è-dire,  indépendant  de  x  ,  j,  z  ,  on  déduit  de  ces  deux  systèmes  de  formules 
les  mêmes* équations  d'éqnilibre-ou  de  mouvement  intérieur  des  corps  élastiques.  Ajou- 
tons que  l'on  peut  tirer  les  formules  (tu)  •  (na)  des  équations  (67)  de  la  page  178  du 
Iroisième  volume  des  Exerciee$ ,  en  posant  dans  ces  équations     jB  =  /Tu  +  /.     , 


^<s 
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SUR  Là  TRANSFORMATION  ET  LA  RÉDUCTION 

DTNE  CERTAINE  CLASSE  D'INTÉGRALES. 


Conêidéralions  géniraleê. 


Coniidérons  une  masse  M  concentrée  sur  une  surface  plane ,  ou  comprise  sous  un 
Tolume  donné.  Si  Ton  rapporte  les  divers  points  de  celle  surface  ou  de  ce  volume  à  deux 
axes  rectangulaires  des  x,  jr^  ou  à  trois  axes  reclangulaires  des  x,  y,  z,  la  masse 
M    sera  représentée  par  une  intégrale  double  ou  triple  relative  aux  variables    x  ,  jr    ou 

^jj^f^»     et  dans  laquelle  la  fonction  sous  le  signe      /      sera  pi'écisémenl  la  densité 

correspondante  au  point  {x,  j)  ou  {xpjf  z)  •  Supposons  maintenant  que  la  surface  ou 
le  volume  donné  s'étendent  indéfiniment  dans  l'espace.  La  masse'  M  pourra  conserver  une 
valeur  finie,  si  la  densité  devient  sensiblement  nulle  à  de  très-grandes  distances  de  Tori- 
gine  des  coordonnées  ;  et,  si  l'on  désigne  cette  densité  par  f{x,y)  ou  par  f{x,  y,  z) , 
on  aura 

(•)  M=  f^    r  f{x,j)dxdy. 

•.'  — 00*/  —  oa 

ou  • 

(«)  M=    r     r     r  f{x,y.z)dxdydz. 

%J  -.00*/  — 00*/  — OD 

Concevons  enfin  que  la  densité  f(x,y)  ou  /[x^y^z)  se  réduise  à  une  expression 
de  la  forme 

f(?.p). 

S ,  p*  désignant  deux  fondions  entières  et  homogènes  de  x  ,  y  ^  z  ^  du  premier  et 
du  second  degré.  Les  intégrales  (i)  et  (2)  deviendront 

(5)  ^=fljlj^^^)'^dy' 
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(4) 

Or  ces  dernières  intégrales  peuvent  subir  diverses  transformations  qui  conduisent  à  def 
résultats  dignes  de  remarque,  et  que  je  vais  exposer  dans  les  paragraphes  suivants. 


S  1  ,^  Sur  la  transformation  do  Cintégrale 

dans  laquelle    (  ,  p *     désignent  des  fonctions  entières  et  homogènes  de    œ^  y,     du 

premier  et  du  second  degré. 

Désignons  par  a,  b ,  A  ,  B  ^  C  des  conatantes  réelles  dont  les  trois  dernières  soient 
ieUement  choisies  que  le  trinôme 

(0  Ax'  +  Bj^  +  ^Cxy 

reste  positif  pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles  des  variables  x  ,  y  ;  et  considé- 
rons l'intégrale 

(.)  ^-fljlj^^'f)<^'^7' 

S  ,  p *    étant  deui  fonctions  de    x^  y ,  z  ^    déterminées  par  les  formules 

(3)  l^ax  +  by, 

(4)  p  =  (^ar»  +  J5jr«  +  aO»y)^. 

On  pourra  regarder  les  variables  x  ,  y  comme  propres  à  représenter  des  coordonnées 
rectangulaires»  et  leur  substituer  des  coordonnées  polaires  p  »  r  qui  soient  liées  avec 
elles  par  les  équations 

(5)  a?  =  rcosp»        j^  =  rsînp. 
Gela  posé,  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

(6)  tt  =  cosp  ,         V  =  sinp  , 

(7)  P  =  aa4-*t;, 

(8)  Q  =  {Aù\  +  jBv  •  +  s  Cuv)  ^ , 
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(5)      . 
on  Irouvefa 

(9)  i  =  Pr,        p  =  <?r. 

De  plus ,  en  vcrlu  des  ràgles  connues  »  on  devra ,  dans  Tlntégrale  (s) ,  remplacer  le 
produit    dxdj    par     rdpdr,    et  cette  intégrale  deviendra 

(10)  S^if^'^r^  {{Pr,Qr).rdrdp. 
En  comparant  la  formule  (a)  à  la  formule  (lo) ,  on  en  conclura 

Si  Ton  suppose  en  particulier . 
(12)  a=i,6  =  o. 


(.3) 

A  =  B=i.        6r=o, 

on  aura 

(•4) 

ç=«,      p  =  {«»4.y)ï. 

(i5) 

P  =  eotp ,       Ç=i , 

et  la  formule 

(•«) 

donnera 

Supposons  maintenant  que»  les  conditions  (i3)  étant  ^remplies ,  on  attribue  aux  quan-- 
tités    a  ,  b    des  valeurs    a ,  p    qui  vérifient  la  formule 

(17)  a«  +  p«  =  l. 

On  pourra  concevoir  qu'aux  coordonnées  rectangulaires  x ,  y  on  substitue  deux  au- 
tres coordonnées  rectangulaires  ( ,  »  dont  la  première  S  serait  déterminée  par  Té'- 
quation 

(18)  i  =  ax  +  py, 

et  considérer  a ,  p  comme  représentant  les  cosinus  des  angles  formés  par  le  demi- 
axe  des  ç  positives  avec  les  demi-axes  des  x  et  des  jr  positives.  Alors  on  aura 
nécessairement 
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(6) 

Par  suite  la  seconde  des  formules  (i4)  donnera 

(ao)  p  =  {V+yi^)l 

et  Ton  tirera  de  l'équation  (s)  t.* 

s.*",  en  ayant  égard  à  la  formole  (16} , 

(«1)  S=  /     /      ({rcoèppr)drdp. 

On  aura  donc,  en  admettant  que  la  condition  (17)  soit  remplie , 

On  trouvera  de  même,  en  désignant  par    k     une  nouvelle  constante,  et  remplaçant 
f(Ç,p)    par    f(tÇ,p), 

<•')      fl^fljW'''^  +  ^y^'  t*"  +7")' j  d»«lr  =S'Jf^^^''^^^P^ r)rdrdp. 
D'ailleurs»  pour  faire  coïncider  le  premier  membre  de  Téquation  (9 5)  avec  l'intégrale 

il  suffira  do  choisir    <t,  p,  k    de  manière  à  rérifier  les  formiiks 

(a4)  *a  =  «,  kp=:b, 

el  alors  l'éqoalion  (17)  donnera 

(»5)  ~îf^=''. 

On  satisfait  à  l'équation  (aS)  en  prenant 
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*(7) 

Si ,  pour  fixer  les  idées ,  od  suppose 

(«6)  *=(a•  +  6•)^ 

oft  tirera  des  formules  (s3)  et  (a4) 

Celle  dernière  équalion  subsiste ,  quelles  que  soient  les  Taleurs  réelles  attribuées  aux 
constanles    a,  6. 

GonceTODs  à  présent  que  les  coeflicients  .A^B^C    cessent  de  yérifier  les  conditions 
(i3).  On  aura  évidemment 

(»8)  p.  =  ^«.  +  Fy4.,C«y  =  ^(a>  +  ^j.)*+-^^^^rV 

D'autre  part,  le  polynôme  (i),  qui  est  précisément  égal  à    p*,     devant  rester  positif 
pour  toutes   les  valeurs  réelles  de     x,  jr,     lo  dernier  membre  de  la  formule.  (96) 
jouira  de  la  même  propriété ,  d*ob  II  suit  qu*on  aura  encore 
« 

(29)  A>o,        AB^C*>o. 

Cela  posé,  si  Ton  Tait,  ppnr  abréger, 

(30)  •  û  =  (/^/?— C")S 
cl 

le«  nouvelles  variables    x ,  y    seront  réelles  en  même  temps  que    ai ,  7 ,    et  la  formule 
(28)  donnera 

(52)  p«  =  x«  +  y.  ^ 

Alors  aussi,  en  remplaçant,  dans  Tînlégrale  (2),     a?  par  x,     et    y  par  y ,     on  trouvera 

(53)  rS^^flJlj^^^f)'^^'^!' 
tandis  que  les  formules  (3i)  donneront 
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De  plus,  on  lirera  des  formules  (3i) 

A'»  i    I  C     \ 

(34)  r-— y'      ^=-;rr-iry)- 

et  par  suite 

(35)  Ç  =  M?  +  ly  =  ax  +  by, 
les  valeurs  de    a  ,  b  »  c    étant 

(36)  .  =  -i^«.        b  =  4l(6— 1«); 

puis  on  en  conclara 

(57)  (a«+b»)^  =  it. 

la  valeur  de    K    étant 

^'*>  •    -( IfiTc^ j- 

Gela  posé ,  la  formule  (33) ,  jointe  à  l'équation  (37) ,  donnera  * 

=  ^jjf^    f|(a»  +  b«)>cosp,r)|rrfrrf/). 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  • 

(39)  5  =  —  /        /      î{Krco%p^T)rdrdp. 

En  comparant  cette  dernière  équation  à  la  formule  (lo) ,  on  trouvera 

(40)  r^'  r'^i(Pr,Qr)rdrdp  =  —  f  C"^ r{Krcosp,r)rdrdp  , 

les  valeurs  de     P,  Q  ,  n  et  K    étant  déterminées  par  les  formules  (6),  (7),  (8),  (5o) 
et  (38). 
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SiVon  ramplMe»  dans  la  pNnii«rmaBilMm4e  Té^Mlion  (4o)  t '  r   par  ~  ,    on  en 


tirera 


puiÊp  en  posant ,  pour  abréger , 
on  trouvera 

«'>        /;v(^)-|-=^/;v(K-rt*. 

Oa  arriverait  encore  an  même  résultat ,  en  prenant 

(44)  m,p)^»'^f(j). 

ou  bien 

(45)  f(ç,p)=«-PV(l). 

etc Ainsi,  par  exemple,  en  adoptant  la  valeur  de    Hl»p)    donnée  par  la  formule 

(44)9  on  réduirait  Téquation  (4t)  ^ 

puis  t  en  dirisant  les  deux  membres-par  la  quantité 

OD  retrouverait  l'équalion  (43). 

Si,  dans  Téquation  (43),  on  remet  au  lieu  de    P,  (? ,  û  ,  K    leurs  valeurs  respec- 
tives ,  on  obtiendra  la  formule 

i/^  ^  ^j acosp-f^sinp i dp 
%/  o    '      '  (^cos'p+Bsin'p+aCsinpcos^)' )   AcoB*p^B%\n*p^2Cs\npcosp 
_           i              r^'  ^j  (Ja*^Bb*-^CaB)^cosp  )  . 

y\  ANIfiB.  « 
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delaqnelle  on  peni  en  déduire  piufieon  anirat  par  des  diflTérenciatioiit  relatifes  aux  conf- 
iantes   a  ,  b  ,  A  9  B  ,  C.     Si,  dans  la  même  formale ,  on  pose 

(47)  b  —  o,         C  =  o, 

si  de  plus  on  diyise  chacun  do  ses  membres  par    a  ,    on  trouvera 

«.)  f  '/{ — '-^ — A — '^ h-  /  'A^ip' 

et  l'on  en  conclura,  en  prenant    cosp  =  x  , 

(49)  /  Vl ^-1 ! ï^  =  -f^/Vf-^)^. 

J  -I     l  \{A-B)x-^BY  )   {A^B)»-^B     l/T^î         A^B*  ^  -»       \^V  l/TT' 
Enfin ,  si ,  dans  Téquation  (46) ,  on  pose 

(50)  fi  =  C=i, 
elle  donnera  simplement 

(6i)  r^'f{acosp  +  bêïup)dp=  n'fl{a*  +  b*yco$p^i^. 

Les  équations  (46)»  (48)*  (49) ?  (^0  paraissent  dignes  de  remarque,  et  fournissent 
les  moyens  de  transformer  les  unes  dans  les  autres  un  grand  nombre  d'intégrales  définies. 


S  a.  Sur  ta  tranêformation  de  CifUégrale 

dam  taquellô    S»  p*     déêigncnt  deux  fonctions  eniières  et  homogènes  de    x,  y^  s, 

du  premier  et  du  second  degré. 

Désignons  par     a  ,  b  ,  c  ,   A  ,  B ,  C  ,  D  ,  E  ,  F    des  constanles  réelles  dont  les 
six  dernières  soient  tellement  choisies  que  le  polynôme 

(i)  Ax^  +  By^  +  Cs!  4-  aZ)^  +  %Ezx  +  ^Fxy 
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reste  positif  pour  tontes  les  valenrs  réelles  possibles  des  Tariables  »  »  j ,  s  ;  et  consi- 
dérons rintégrale  triple 

S  »  p*    étant  deux  fonctions  déterminées  par  les  formates 

(3)  \  =  ax^by^et, 

(4)  p=(^««  +  ^r*  +  Cs»  +  aI)ys+aJffx  +  aFdr)r)i. 

On  pourra  regarder  les  variables  x,  y ,  z  comme  propres  à  représenter  des  coor- 
données rectangulaires,  et  leur  substituer  des  coordonnées  polaires  p  ,  g  j  f*  »  qui 
soient  liées  avec  elles  par  les  équations 

(5)  x  =  rcosp,        7  =  rsmpsinf,        s  =  rsinpsin7. 
Gela  posé,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

(6)  tt  =  cos/9,        v  =  sinpcosf,         w:=:Binps\uq  , 

(7)  P  =  au  +  bv  +  ew , 

(8)  Qz=z{Au*  +  5v*  +  Cw^  +  ^Dvw  +  %Ewu  +  «  JPiiv)* , 
on  trouvera 

(9)  '  i  =  Pr,  9  =  Qr. 

De  pins,  en  vertu  des  règles  connues,  on  devra,  dans  Tintégrale  (9) ,  remplacer  le  pro- 
duit    dxdydz    par    r^èinpdrdqdpj    et  cette  int^ale  deviendra 


(10)  S  =  f'f*'f'^r{Pr,Qr)r^$mpdrdqdp. 
En  comparant  la  formule  (a)  à  la  formule  (10) ,  on  en  conclura 

(11)  r*     r*     f"^  t(l,9)dmdyd3z=r  Ç' Ç^'' f"^  {{Pr,Qr)r-tinpdrdqdp. 

Si  Ton  suppose  en  particulier 

(la)  a=i,        6  =  ii=:o, 
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el 

(i5)  A=zB  =  C=i,        /)  =  iï  =  F=:o, 

on  aura 

04)  5  =  a>,  p  =  (««+j«  +  f)î, 

(i5)  P  =  cofp,  Q=i, 

et  la  formule  (ii)  doDDera 

(16)  r^    y^    J^    f|aj,(«*+^*+a«ndbrfy<fc==««/^'y*    f(rco«/[>,r)r«sînprfrrfp. 

Supposons  maintenant  que,  les  conditions  (i5)  étant  remplies,  on  sftribue  aus  quan- 
tités   a  ^  b  ,  e    des  valeurs    a  ,  p  ,  7    qui  vérifient  la  formule 

(17)  «•  +  p-  +  7«  =  i. 

On*  pourra  concevoir  qu'aux  coordonnées  rectangulaires  0  »  j .  2  on  substitue  trob 
autres  coordonnées  rectangulaires  S ,  ^  »  (  •  dont  la  première  ç  soit  déterminée  par 
Téquation 

(18)  Ç  =  ««  +  Py  +  7f, 

et  considérer  a ,  p  ,  7  comme  représentant  les  cosinus  des  angles  formés  par  le  demi- 
axe  des  i  positives  avec  les  demi-axes  des  m»  y,  z  poaitives.  Alors  on  aura  né- 
cessairement 

(19)  ^•+7'  +  ^*  =  î*  +  i*  +  Ç'. 
Par  suite  la  seconde  des  formules  (i4]  donnera 

et  l'on  tirera  de  Téquation  (9)  k* 

a.%  en  ayant  égard  à  la  formule  (16) , 

(ai)  S=^n  I     p    {{rço$p9r)r*smpdrdp. 

On  aura  donc»  en  admettant  que  la  condition  (17)  soit  remplie. 
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/J^/^^XT^f  |«» + Pr + 7*,  («•- +  7* + *t'}  <terfr<fo 
(««)        {      "*    ^"^■" ■ 

=  air  /     /     {{rcotp,T).r*»\npdrdp. 

On  trouvera  de  mAme,  en  désignant  par    k     une  nouvelle  «onstanle.  et  remplaçant 
f(ç,p)    par    fÇArS.p), 

Î    /*^/*^/*j{*(«»  +  pJ'  + 7»).  (œ*+^* +  ?•)•)  «terfyrfz  ' 
D'aUleon ,  pour  faire  coiocider  le  premier  menbre  de  i'éqoatioA  (aS)  aveo  Tiotégrale 

flo>flSlj  {«« + *y + «*.  («*  +y  • +*•)'}  <*»''J'''*  ' 

il  suffira  de  choisir    a  ,  ^  ,  i ,  k    de  manière  à  vérifier  les  formules 

(a4)  *«=a,        *p  =  A,        *7  =  ^, 

et  alors  Téquation  (17)  donnera 

(«5)  — P =1. 

On  salisfail  à  Téquation  (aS)  en  {Prenant     "^ 

*  =  dt;(a*  +  6«  +  c«)^ 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose 

(«6)  Aî=(a*4.6«4.«»)*, 

on  tirera  des  formules  (aS)  et  (a4) 


(«7) 


=  *'f'f    i\(a\-^h* '^e*)'rcMp,r\r*»npdirdp. 
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Cette  dernière  équation  subsiste ,  quelles  que  toient  les  Talenrs  réelles  attribuées  aux 
constantes    a  »  b  ,  e. 

Concevons  à  présent  que  les  coelBcients    A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E ,  F    cessent  de  vérifier 
les  conditions  (i3).  On  aura  évidemment 

Ax^  +  By  4-  C»»  +  a  Z)y»  +  s^Esœ  +  aFoy 

et 

(AB  —  F*)y*^i{Ali^EF)yz-^{AC  —  E*)t* 

Par  suite,  Téquation  qui  détermine  la  valeur  de    p*»     savoir, 

(a8)  p*  =  Ax*  +  By*  +  Cz^'\-%Ify9  +  9Ezx  +  %  Fœy , 

pourra  être  présentée  sous  la  forme 

<.„    ,.=c(.+4,+i.)-+*(.+^i^.)-+/.-. 

les  valeurs  do    G  .  H ,  l    étant 

,-  ,  r.       j         u        AB'F^  .        ABC'AD*'BE*'CF*^DEF 

(00)  G  =  /l  ,        a  =:i ,  i  =  — — — 


JB'F* 

D*autre  part,  le  polynôme  (i),  qui  est  précisément  ^1  à    p*,     devant  rester  positif 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  de    x,  y,  z  ,    on  aura  nécessairement 

(3i)  C>o,  //>o,        />o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(3a)       A>o,      AB  —  F*>o,  ABC  —  AD^  —  BE*  —  CF«  +  «  DE  F  >  o . 

Cela  posé ,  si  Ton  prend 
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les  nouvellet  variibles    x  #  y  »  i    seronl  réelles  en  même  temps  que    x,  y,  z  ,    et  la 
râleur  positive  de    p ,    déduite  de  la  formule  (99) ,  sera 

(34)  p=(x*+y'+«")*- 

Alors  aussi,  en  remplaçant,  dans  l'intégrale  (9)»    x  par  x  ,    y  par  y,     z  .par  z  ,     on 

trouvera 

I  o^      n^      /•* 

(55)  5  = !-_/        /         /       f(ç.p)rfxrfyd«, 

attendu  que  les  formules  (33)  donneront 

cte  =  — r»  ay  =  — r»  cfa=— ^. 

Donc,  en  faisant ,  pour  abréger     a  =  (C^i?/) ' ,     ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(36)  ii  =  {ABC  —  AD*^BE*  —  CF*  +  uDEF)K 

on  aura  encore 

De  plus  on  tirera  des  formules  (33) 

z                    y         AD-EF     z                     x         F     y     ^    FD-BE     z 
(38)     z=—.     y  =  ^ T.      aî  =  — r ^+ 


et  par  suite 

(59)  Ç  =  <M?4-Aj^  +  w=:ax  +  by4-cz, 

les  valeurs  de    a  ,  b  ,  c     étant 

//  X  »  u         *     ^JL       ^    \  »   ^  AD'EF  ^   .     FD-BE     \ 

puis  on  en  conclura 

(4i)  (a«+b-  +  c>)^  =  iSC, 

la  valeur  de    K    étant 

(4^  K  = 

{BC-D*)a'+{CJ-E')b*+{AB-F*)c'+a{EF-JD)bc+2{FD-BE)  ca  +  a  {DE-CF)  ab 


JBC-JD*-DE'"CF*+^DEF 
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Enfin  l'on  tirera  de  fofflvmuie  (57) ,  JehiM  «Méqmtioaa  ((9) ,  (34)  «t  {tj)» 

5=—/"    r"     r"  f ier+fcy  +  «i.(x'  +  y  +  i«)Mrf«rfyrfx 

a  «/ —  00^  — <e  «/ —  OD    (  J 

=  ii.  r'r" f j (a»  +  b*  +  c»)>C08/»,r j r»«Bp<fr(^ , 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(43)  S=-^  C'  r'^I{KrcoBp,r)r*Êiap(hép. 

Or,  CD  comparant  cette  dernière  équation  à  la  formule  (10) ,  on  trourera 

les  valeurs  de    P,  Q  9  a  et  K    élant  déterminées  par  les  formules  (6) ,  (7) ,  (8) ,  (36) 
cl  (4a). 

Si  Ton  remplace ,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (44)  »    r    par    —,    on  en 
lirera 

puis»  en  posant,  pour  abréger, 

(46)  f^({Kr,r).r^dr  =  f{K)  , 

on  trouvera 

On  arriverail  encore  au  même  résultat  en  prenant 

(48)  Hl.,)  =  e'f/[j.)  , 
OU  bien 

(49)  .f(?,p)  =  «-P7(l.), 
etc.... 
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Ainsi,  par  exemple  »  en  adoptant  la  Talenr  de    f  ((,  p)     donnée  par  la  formule  (49)  »  on 
rédoîrait  l'ëqnation  (45)  à 

s: sr s: '•'-'■  Ai)  ^^^p^ = ^/;r '--/^s-..)^,**. 

puis ,  en  divisant  les  deux  membres  par  la  quantité 

o  4 

on  retrourerait  Inéquation  (47). 

Si ,  dans  les  formules  (8)  »  (36)  et  (4a) ,  on  suppose 

\io)  A  =  B  =  C=i,        D  =  E=zF  =  o, 

on  trouvera 

Q  =  i,        n=,,        K  =  (a*  +  6«  +  c«)^ 

et  Ton  tirera  de  l'équation  (47)»  jointe  à  l'équation  (7), 

(5i)  /     I      f{acoBp'¥bsmpcosq'¥OBinpBmq)dqdp=i^nJ    /[(a»+6*+o*)'cosp]sinprfp. 

Cette  dernière  formule  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par  M.  Poisson  dans  un  Mé- 
moire lu  à  TAcadémie  le  19  juillet  1819. 

Si ,  dans  les  formules  (7) ,  (8) ,  (36)  et  (4^) ,  on  suppose 

(Sa)  b  =  c  =  o,        B  =  C.        D—C,        D  =  E  =  F  =  o, 

on  trouvera 

P  =  acosp  ,        Q  ==  {Aco$*p  •+■  ^sin'p)' , 

et  par  suite  Téquation  (47)  donnera 

V.»  AififfcE.  3 
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•^  o     '  (i^co8»A>+BMnV)'  '  (^oo$«p+B8inV)'         A^B^  o     ^   A'    t 
pais  on  en  conclura ,  en  posant     cosp  =  œ  , 

(54)  /  '  fj 22 rj ^ r  =  -4-   r  f(^W. 

Nous  reviendrons  dans  un  autre  article  sur  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  ces  diverses  équa- 
tions pour  transformer  les  intégrales  définies ,  et  en  particalier  celles  que  Ton  désigne 
sous  le  nom  de  fonctions  elliptiques. 
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APPLICATION  DES  FORMULES 

QUI  REPRÉSENTENT  LE  MOUVEMENT  DUN  SYSTÈME  DE  MOLÉCULES  SOLUQTÉES 
PAR  DES  FORCES  D'ATTRACTION  OU  DE  RÉPULSION  MUTUELLE , 

A  LA  THÉORIE  DE  LA  LUMIÈRE. 


BM« 


Canaidérations  générâtes. 

J'ai  donné  le  pramier ,  dans  le  troisième  et  le  quatrième  volume  des  Extreices  »  les 
équations  générales  d'équilibre  et  de  mouvement  d'un  système  de  molécules  sollicitées 
par  des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle  »  en  admettant  que  ces  forces  fussent 
représentées  par  des  fonctions  des  distances  entre  les  molécules;  et  j'ai  prouvé  que  ces 
équations  »  qui  renferment  un  grand  nombre  do  coefficients  dépendants  de  la  nature  du 
système ,  se  réduisaient  »  dans  le  cas  où  l'élasticité  redevenait  la  même  en  tous  sens ,  à 
d'autres  formules  qui  ne  renferment  qu'un  seul  coefficient  »  et  qui  avaient  été  primitive- 
ment obtenues  par  M.  Navier.  Si  l'on  désigne  par  tn  la  molécule  qui  coïncide ,  au 
boutd'un  temps  quelconque  I,  avec  le  point  (a?,/,s)  ,  par  S»  n»  C  les  déplace- 
ments de  cette  molécule  mesurés  parallèlement  aux  axes  des  x^  jr,  z ,  que  nous  suppo- 
sons rectangulaires;  et,  si  l'on  fait  abstraction  des  coefficients  qui  s'évanouissent,  lorsque 
les  masses  m,  m\  m^, ...  des  diverses  molécules  sont  deux  à  deux  égales  entre  elles»  et 
distribuées  symétriquement  de  part  et  d'autre  du  point  {x,  y,  z)  sur  des  droites  me- 
nées par  ce  point;  les  équations  du  mouvement  du  système  seront  celles  qui  se  trouvent 
inscrites,  sous  le  n.*  1 1,  à  la  page  i3i  du  quatrième  volume.  Nous  montrerons  »  dans  un 
autre  article ,  comment  on  peut  trouver  les  intégrales  générales  des  équations  dont  il 
s'agit ,  et  en  déduire  les  lois  de  la  propagation  du  son  dans  les  coif  s  solides.  Mais ,  pour 
établir  la  théorie  de  la  lumière,  nous  n'aurons  pas  besoin  de  recourir  aux  intégrales  gé- 
nérales ,  et  il  suffira  de  considérer,  parmi  les  mouvements  que  peut  prendre  le  système , 
ceux  dans  lesquels  les  déplacements  restent  les  mêmes  pour  toutes  les  molécules  situées 
dans  un  plan  parallèle  à  un  plan  donné.  Or,  dans  la  recherche  des  phénomènes  que  doi- 
vent présenter  les  mouvements  de  cette  espèce,  on  peut  substituer  aux  équations  ci-dessus 
mentionnées  d'autres  équations  différenlielles  beaucoup  plus  simples.  L|i  formation  de 
ces  dernières  sera  l'objet  du  paragraphe  suivant. 
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S  1."  EquatioAê  différentielles  du  mouvement  d^un  système  dans  lequel  Us  molécules 
situées  à  ta  méHfUtHiMaïklU^  £Un  ptan  dênni  éfnvûvÊnÊiesmégmeiidéfUàeements. 

Concevons  que  par  l'origine  O  on  mène  un  plan  OO'O'  perpendiculaire  au 
demi-arc  OD  qui  forme  avec  les  demi- axes  des  x ,  y  ei  z  positives  les  angles  ^ , 
fi  et  V .     L'équalien  de  ce  ptan  sera-* 

(0  a?co8X  +  ycosfx  +  *cosv  =  o. 

De  plus,  si  l'on  considère  un  point  {x,j,z)  situé,  non  plus  dans  le  plan  00*0$ 
mais  en  dehors,  et  si  l'on  nomme  ^  la  distance  du  point  {x^j^z)  au  plan  OO'O', 
celte  distance  étant  prise  avec  le  signe  -(-  ou  avec  le  signe  —  ,  suivant  qu'elle  se 
mesure  à  partir  du  plan  dans  le  môme  sens  que  le  demi-axe  OD  x>u  en  seus  inverse , 
on  aura 

(a)  v  =  xcosX-|-yco9/A4'^<^o>v* 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(5)  assoélX:,  6r=^C08fi,  c  =  eosv^ 

on  aura  simplement 

(4)  v  =  ajî  +  ^7  +  ci. 

Cela  posé,  soient»  au  bout  du  temps  t ,  m  la  molécule  qui  ooineide  avec  le  point 
^x,y,z) ,  et  S  ,  18 ,  C  ses  déplacements  mestiréa  parallèiemenl^  aux  axeir  coordonner. 
Si  ces  déplaceBienta  restent  les  mêmes  pour  toutes  les  moléculee  situées  dans  an  plan  pa^ 
rallèle  à  celui  que  représente  l'équation  (i),  l  pourra  être  regardé  comme  foncttOD 
des  soulee  variables    r ,  f  ;     et ,  comme  on  tirera  de  l'équation  (a) 


dx. 

'     1^  =  *'     Tz' 

da;=« 

=  e. 

on  trouvera 

dx 

dl   dx,  _     di 
dx,  dx           dv  ' 

On  aura  donc 

(^ 

dx 

di    .d\ 
^=*dr' 

dt—^d^' 

(5) 

rf'Ç 
d»* 

= 

«•^• 

dy*         "      dv» 

d«Ç              d'Ç 
d,«        "     dVi  ' 

dydi 

= 

"a. 

d'5              d'î 
dtdx             dv* 

diedy              dv* 

etc. 
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Les  mêmes  équations  subsisteraient  encore»  si  Ton  y  remplaçait  Ç  par  ^  ou  par  C* 
Donc»  si,  dans  les  formules  (ii)  delaî-pagcr  i&i  du  quatrième  volume»  on  suppose  les 
coefficients  ^  »  0  »  C  >  O  »  C  »  Si  I^^  ^t  » 'etc.  »  constants  i  et  les  forces  accéléra- 
trices    X  ,  Y ,  Z     réduites  à  ïéro ,  on  en  tirera 


(6) 


,  4P 


(7) 


dé*     "         dx, 
le*  Taleups  de    -C  ,  31t ,  3t. ,  $  ,  ^  ,  ^    étant 

4- La'  4-  Bb"  +  Qc  +  t  Ube  4- a^ca  4-  a»^o6  » 
Jlt  =  2la' 4- 6fc' 4- €c' 4- aB6c  4.  a<8ca  4- a-fa* 

4-  flo'  4-i»ffr«  4-  Pe*  4-  b£/'6ç4.  aF'«i4-  a^'ai  , 
Si:,  =  2la*4-6fr*4.(t0*  4-ani6e4*a€ea4-a.fa6 

4-  Ça'  4-  Pfc*  4-  iVc  4.  a£/'éc  4-  a>"ca4-  ifT'ab  î 

$  =  <7a»  4.  V'b*  +  U'e*  +  a  P6c   4-3  W'ea+  iV'ab  » 
^=if^a-  +  f^'b^+r'e^  +2fr'bc+iQea  ^iDab, 
g{=fra*+ff"b^+fp"e'  +  irbe  +»Vea   +%Rab. 


(8) 


Soient  maintenant  OA  une  nouvelle  droite  menée  par  Tori^e  »  oDo,  q)2>»  0  les 
cosinus  des  angles  que  forme  cette-droite^  prolongée  dans  un  certain  sens  OA,  avec  les 
demi-axes  des  coordonnées  positives;  et  prenons 


(9) 
On  aura 

(10) 

De  plut  le  rapport 


ir  =  ,R,ç4-<ij}„4-GÇ. 
.^•  +  ifi>* +  ©•=«. 
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(  "  ) 

repràsentera  éyidemment  le  cotinut  de  l'angle  formé  par  la  nouvelle  droite  avec  la  direc- 
tion auiyant  laquelle  se  mesure  le  déplacement  absolu  de  la  molécule  m .  Par  con- 
séquent la  yaleur  de  v  ,  déterminée  par  la  formule  (9)  »  représentera  le  déplacement 
de  cette  molécule  mesuré  parallèlement  à  la  droite  OA ,  et  sera  positiye  si  ce  dépla- 
cement se  compte  dans  le  même  sens  que  la  direction  OA  »  mais  n^tiye  dans  le  cas 
contraire.  D'ailleurs ,  si  Ton  combine  par  yoie  d'addition  les  formules  (6) ,  après  ayoir 
multiplié  les  deux  membres  de  la  première  par     Jlo ,    de  la  seconde  par    qQ>  »     de  la 

troisième  par    G  »    et  si  l'on  choisit    Jl ,  qf!>  >  O    ou  plutôt  les  rapports    — —  »— - 

de  manière  que  les  trois  fractions 

4^ollo-i-«Aill>+^fe         «AJt-f-Sîtqfc-hÇG         ^c)l>-f-$qfi>-h«7l,G 


(««) 


<A,  qfi,  G 


deviennent  égales  entre  elles,  on  trouvera,  en  désignant  par    ê*    la  valeur  commune 
de  ces  trois  rapports , 

Or  il  existe  troit  valeurs  de    «*    propres  k  vérifier  la  formule 


j'ji.+^ifc+QG       ^e*>+ait'ïfi>+$G      ^jio+9^+sr(oe 

""  ^'^ — ^ ^ ^^ — ë — ='•• 

et  par  conséquent  les  équations 


(     (-Ç-**).)!,  +  ^iJb  +  ^G  =0 . 
P  ^el,  +  (5Tt  —  ••)  ifl,  +  $G  =  o , 

(  Se^+s^ifc  +  cins.  — ••)G=o. 


(•4) 

desquelles  on  tire 

(,5)     (^-*')(3TC- #')(.%-••) -3?«(^-«')- ^«(010- #«)-Jl»(0t-#»)+»^A=o; 

D«  plus  k  ces  trois  valeurs  de    «*    correspondent  (rois  systèmes  de  valeurs  pour  le» 
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rapports  -^  ,  -^,    et  par  conséquent  trois  droites    0A\  04\  OA'"    avec  les- 

quelles  on  peut  faire  coïncider  successivement  la  droite  OA.  Enfin  il  résulte  de  la 
forme  des  équations  (i3)  et  (i4)  que  ces  trois  droites  se  confondent  avec  les  trois  ânes 
de  la  sarboe  do  second  degré  représentée  par  l'équation 

et  Ton  peut  ajouter  que ,  dans  le  cas  ob  cette  surface  est  un  ellipsoïde,  les  trois  valeurs 

de    —    sont  précisément  les  carrés  des  trob  demi-axes.  Donc»  à  l'aide  de  la  formule 

(la)  »  on  pourra  déterminer»  au  bout  du  temps  i ,  les  trois  déplacements  de  la  molé- 
cule tn  mesurés  parallèlement  aux  trois  axes  de  l'ellipsoïde,  et  par  suite,  à  trois 
droites  perpendiculaires  entre  elles.  Si  l'on  désigne  ces  trois  déplacements  par 


„/// 


(17)  »%        n\        M' 
et  les  valeurs  correspondantes  de    «  »  <A>  »  ^  »  G    P^i* 

(18)  M\    <*>',    ifi>',    o';      s^    jtV   ^\    G'}      $'\    jt"',    ^'\    G% 

on  pourra  supposer  que  les  quantités    s^  $',  $'"    restent  positives;  et  le  déplacement 
lr^    déterminé  en  fonction  de    »  et  1    par  la  formule 


(t9)  4;^=-'- 


se  mesurera  dans  une  direction  parallèle  à  celle  de  la  droite     OA'    représentée  par 
l'équation 

De  m6me  le  déplacement    »',    déterminé  p«r  la  formule  #         . 


dt*  dv 


se  mesarera  dans  une  direction  parallèle  k  celle  de  la  droite    OA'   -i^réMotée  par  l'é- 
quation 


*    —    J'     —     « 


^"^  JU*  ~  «UJ,*  -  G^' 
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(  «4) 
et  le  déplacement  -  9t''\    tléterimaé  ptr  la  formule 


(.3) 


dPit' 


I*"»"' 


-=* 


se  mesurera  dans  une  direction  paràtlèlieà  cèïie  dé  la  droite     OA'"'  représentée  par 
l'équation 


(»4) 


X 


y 
ySi>"' 


Loraqa'kPaMe  de»formttleé'(ig)/('«i).'(sS),'OBMira«ltfica(frl«»¥él0ur#de  «'.  «•,  •*, 
oo^endéduirafacUemeot  celles  de  $,»>(;  et»  pom[;]ç.patKMir.U.',tii|bsa,d«  Mcoivir 
aux  équations 


(a5) 


desquelles  on  tirera 

(26) 


en  ayant  égard  aux  conditions 

que  vérifient  nécessairement  les  cosinus  <A>',  a)î,',  ©';  Jt',  \lî>*,  Q'i  x'"*  lft>'"»  G'" 
des  angles  formés  aiib  les  demi- axes' dcji  bdBMcliititfes  posi tires ' paf  ttois^otret '«xes 
0A\  OA't  OA"    qui  se  coupent  à  langles  droits. 

Observons  encore  que,  si»  au  bout  du  temps  t»  l'on  nomme  w  la  vitesse  ab- 
solue de  la  molécule  m  qui  coïncide  avec  le  point  {x^y^t),  les  projections  algé- 
briques:  de«MBiT>ll^^^<^  leaa»es  coordooDéa  seront ,  evvtrtu  de  o»  qui  a  élé^t  dads 
le  troisième  volume»  page  166»  respectivement  égales  à 


(•8) 


dfç         rf^         rf; 
dt  *        de^       dt 
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(■6) 
en  sorte  qu'on  aura  .  . 

Si ,  au  Imu  de  projeter  la  fitesee  t»,  Mr  ietensdes  io;,/ y»  a  ,  on  la  pn>)èle>«ar  let 
droites  OA' ,  OA',  QA"\  op  trourera  pour  projecliMM  algéitriqDto,  boq  p)u8  les 
quantités  (98) ,  mais  les  suirantes 

(00) 


.         .  •.   -  ^ 

et  par  cousâquent  on  auj^  |DDfiO|re 

Il  8ujt4.e  ce  quk  is|  été  dit  dans  le  troisièmo  volume  [pages  si5  et  suiv.]  qu'en  divisant 
les  coefficients.  •     -.  ,  .  . 

(32)  va»    ^»    «»       ^»    0»    ÎD;       «»   ÎD^    « 

parla  dieifiaiiéi"]bfîttire11e  du  système  de  molécules  que  Ton  considère,  on  oblient  pour 
quôlienWle's  |^9J^*<^n8  algébriques  des  pressions  ou  tensions  s^ppArtées  daas  Tétai  aa- 
turel,  el.du'cfttè  des  coordonnées  positives»  par  trois  plans  perpendiculaires  aux  axes 

'-^\è»ê    cb;  jr;,.>..    Si  ces  pnssioAS  ou  lensious  a*jivAaouisseot,  oa  poumi  en  dÎM  Mitant 

*  •  déiicojifficieoiis  (62) ,  et  les  formules  (7)  se  réduironl  à 

*. .  *   ■  '        •  •  • 

*(85y .    ,      .  I;31t  =  Ba*  +  Mb*  +  Pc-  +  al/'6o+  iVea  +  a  fT'aA , 
.      "\  ..  ,  .(  ^t,  =  Ça*  +  i>6»  +  iVe»  +  aU'k»4.  »F'«a4-  ?  »"«* . 

i  iMvaleqrir^de.  $,^,^    ^tant  toujours  » 

..'••■•■•.''  ■ 

;   (8):     : .  -      î    *^=  f^a»  +  F'6»  +  F'c*  +2»^6«+  «Q^«  +  «Ï74  . 

DaiMi  Id  cas  où  Je  .«système  4^  moléjqulçs  propoié  oflûre  ixov^  ajEfi#  d!^af||^d|é  rçy^ftii^- 
gulaires  entre  euxvet  respectivement  parallèles  aux  axes  des    a?»  /»  s»     lot  ç<)<;(%i^ts 


Digitized  by 


Google 


(«6.) 
(54)       jD.    «»    ^;       O,    V,    W;       U\    F\    W'i       ^/^    v\    w 

s'évanouÎMent;  et,  en  écrivant  G,  H .  l  au  lieu  de  :2l»  0t  C>  on  réduit  le* 
formulée  (ii)  de  la  page  i3i  du  quatrième  Tolume  des  jK««rcMia  ao&  fonmiiet  ((8) 
dé  la  page  908  du  troisième  ▼olome.  Alors  aussi  les  équations  (7)  •  (8)  donnent  simple- 
ment 

/     4^r=(L  +  C)a»  +  (i?  +  JSf)6'-f  (Q  +  /)««, 

(35)  \3[L  =  (R^G)a-  +  {M+H)b*  +  {P^l)e\ 
\  at»  =  {Q  +  C)a»  +  (i>4.^)6'+(i^r4./)«-, 

(36)  9  =  tPbe,        ^  =  «<?«,...    A  =  siï«fc. 

Si  de  plos  les  preMÎons  relatives  à  TéUt  naturel  «'évanouissent ,  ou  aura 

(37)  c=/r=/=o, 

et  les  valeurs  de    ^ ,  3^  ,  ^    se  réduiront  k 

(58)  :  ^  M  £«•  4Bk*  +  Q«',    3Tt  =  fla»  +  Mb*  +  Pe*.    iHt.  =  <?a«  +  P6»  +  iVc', 

Lorsque  le  STStènie  proposé  offre  la  même  ^astioité  ea  tons  sens  autour  d'un  axe  qae^ 
conque  parallèle  k  l'axe  des  «,  les  coefficients  G,H,P,Q,RtL,M  vérifient 
les  conditions  (107)  de  la  page  517  du  quatrième  volume,  savoir 


i.><ti. 

Va 


(89)  G  =  H,       P  =  Q,       L  =  M  =  iR, 

et  les  formules  (S5)  «  (3$)  deviennent 

4^  =  {5R  +  H)a'^{B  +  H)b'^{Q-\-I)o\ 
(4o)  {  3rL  -  (il +  ^a'  +  (5fl +  /')*• +  «?  +  /)«% 

i>lî,  =  (Q  4. /i)  (a»  +  6')  +  (^  + /)«*. 
(4i)  $  =  aQ60,        ^=«Qea,        ^  =  ai7afrr 

Si  de  plus  on  suppose  nulles  k*  pressions  relatives  k  l'état  naturel ,  les  fôrnirie»  {/^•)  se 
réduiront  k 
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(«7) 

EnGo,  si  le  système  proposé  oflre'la  môme  élasticité  en  tous  sens  autour  d'un  point 
quelconque,  on  trouvera 

(45)  G  =  H  =  l,        P  =  Q  =  B,        L  =  M  =  N=zZR, 

et,  en  ayant  égard  à  l'équation 

(44)  a'  +  ^'  +  c'^ri,    . 

on  tirera  des  formules  (35) ,  (36) 

(45)  ^  =  2/îa«  +  iî  +  /,        DrC  —  uBb*  +  B^I,      Sf(:>z=%Bc*  +  R +  1 . 

(4e)  q!=^^Bbc.  ^  =  2flca,       '  S^=%Rabi 

puis,  en  supposant  les  pressions  nulles  dans  Tétai  naturel.,  on  réduira  les  équations  (45) 
à 

(47)  ^  =  27?a>  +  7?,  37L  =  27?A«  +  iï.  âTi  =  2flo«  +  iî. 

Lorsqu'on  adopte  les  valeurs  de  ^ ,  OïL  »  Sf(o  fournies  par  les  équations  (45)»  (46)  > 
la  formule  (i5)  se  réduit  à 

(48)  (/?  +  /  — «•)'(3R  +  /  —  **)=o; 

et  par  conséquent  des  trois  valeurs  de    «    généralement,  représanlées  .par    «',  «',  $'" 
deux  deviennent  égales  entre  elles ,  en  sorte  qu'on  peut  prendre 
--% 
'(49)  /•  =  ,••  =  /?  +  /.        *'''-=  3iî  +  /.  ' 

Nous  avons  précédemment  supposé,  et  nous  supposerons  généralement  dans  <;e  qui  va 
suivre  que  la  surface  représentée  par  l'équation  (16)  est  un  ellipsoïde.  Or  on  peuM'up- 
surer  qu'il  en  sera  offcctivement  ainsi,  toutes  les  fois  que,  les  valeurs  de  ^  ,  3ïL  ,  Sfdy 
étant  déterminées  pour  les  formules  (35) ,  (36), Jes  coefficients  G,  H  ^  1  seront  po- 
sitifs ou  nuls ,  et  les  coefficients  L  ,  il ,  N  ,  P,  Q  ^  R  positifs.  Alors  en  effet ,  l'é- 
quation (16)  pouvant  être  présentée  sous  la  forme 

(5o)  l 

i        '  "       .  ■  ■      '<   I  '   i  j    S'./(i 

le  polynôme,  que  renferme  le  premier  membre,  restera  évidaomient.  positif^ poujrcl/es 
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(.8) 

valeurs  quelconques  de  œ^  y,  z  ,  et  ne  deviendra  jamais  nul  »  d'où  il  est  aisé  de  con- 
clure que  la  surface  représentée  par  Téquation  (16)  n^ofinrâ  pas  de  rayon  vecteur  inGni, 
ei  sera  un  ellipsoïde.  Il  7  a  plus;  on  peut,  dans  tous  les  cas  »  présenter  sous  une  forme 
très-simple  les  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour  que  la  surface  (iC)  soit  un  el- 
lipsoïde. En  effet,  si  Ton  nomme  r  le  rayon  vecteur  mené,  dans  Tétat  naturel  du  corps, 
de  la  molécule  m  à  une  molécnle  voisine  m ,  ^,  p ,  y  les  angles  formés  par  ce 
rayon  vecteur  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives ,  et  mmf{r)  Tattraction 
ou  la  répulsion  mutuelle  des  deux  masses  m  et  m ,  on  tirera  des  formules  (7)  et  (8) , 
réunies  aux  équations  (3) ,  (4)  »  (5)  »  (6) ,  (7)  de  la  page  iSo  du  quatrième  volume , 

'  (mr  1 

4^  =  S  — (acosa4.6cosp-|-ocos7)*[cos*a/(r)±/'(r)l    » 

(5i)  /  »'>n:/===S^(acosa.f  6cos?-t-«cos7)'[cos*p/(r)±  , 


et 


(5a) 


D^irrS 


$  =  S 


—  (acosa 4.  6cos|^  +  ecosyy[c6$^yf{r)  ±f (r)] |  , 


mr 


(acostt'^ bco$p '^ eeoBfyco$pcoBff{r)\  , 


^  =  S I  —  (acosft  +  6cosp  +  ocos7)*cos7COSfli/(r)  j  , 


A  =îS{ — (aeosa4-  6cosp  +  ccos7)*cos«cosp/(r) 


le  signe  S  indiquant  une  somme  de  termes  semblables,  mais  relatifs  aux  diverses  IlK^ 
lécules  m,  m\...,  le  double  signe  db  devant  être  réduit  au  signe  +  ou  au  signe 
-— ,  suivant  que  la  masse  m  sera  attirée  ou  reponssée  par  la  molécule  m  •  et  la 
fonction    f{r)    étant  déterminée  en  fonction  de    r    par  la  formule 

Gela  posé»  Féquation  (16)  deviendra 

(54)  SJ^ (rtcos«+*cosp+ocos7)l(xcos«+yoosp+«oos7)*/(r)±(x-+y'+x-)A»')]j^ 

Si  maintenant  ob  feooHne  #  el  t  les  angles  que  ferme  le  rayon  vecteur  r ,  i*  avec  ia 
perpendiculaire  au  plan  représenté  par  Féquation  (  1  ) ,  a.*  a vec  le  rayon  vecteur  i/x*+y«+x» 
mené  de  l'origine  an  point    (x,  y,  t) ,    on  trouvera 
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(«9.) 
(55)  cmSz=zaco%a  +  bcoèp  +  cco9yM. 

(06)  cosT= ,^-  — -L — —  . 

puis  »  en  posant ,  pour  abr^r» 

(57)  t=v^x>+y»+z»*, 
on  tirera  de  la  formule  (56) 

(58)  xco»a  +  ycosp.+*c<>*7  =  1^<50ST. 

Par  suito  là  formule  (16)  ou  (54)  donnera 

(Sg)  r»s{^cw»*[cos»T/(r)±nr)]j  =  1  , 

ou  »  ce  qui  revient  au  même» 

(60)  r  = • î r-. 

SJ:ï:cos-*[co8«T/(r)dirW]j 

Or  la  êurface  représentée  par  la  formule  (16)  sera  im  ditpsoide»  ii  le  tapa  imUeur  r 
mené  de  Torigine  à  un  point  quelconque  {xtj.z)  de  cette  mfime  surface  conserve 
constamment  une  valeur  réelle  et  finie ,  c'est-à-dire ,  en  d'autres  termes  »  si  Ton  a  pour 
toutes  les  directions  possibles  de  ce  ra  jon  vecteur 

(60  SJ^cos«*[cos-T/(r)±/^(r)]j>o. 

S!  Ton  suppose  que  les  pressions  s'évanouissent  dans  l'état  naturel  »  le  polynôme 

(6a)  3U-  +  fl6-  +  «c«  +  aîD6éy+2«ca  +  a^a6==s{d=  — cos«#f(r)j 

s'évanouira  en  même  temps  que  les  coeffieienU    21 ,  0 ,  C ,  S^ ,  C  »  «/,    el  par  con^^ 
séqoent  ta  condition  (61^  se  trouvera  réduite  à 

(65)  S  {-^  cos-*cos*T/(4J  >  0. 
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(5o) 

S  2.  Propagation  des  ondes  planée  dam  un  système  de  molécules  sollisilées  par  des  forets 
d'attraction  ou  de  répulsion  mutueltc.  Surface  des  ondes. 

Concevons  que  les  yaleurs  initiales  des  déplacements  et  des  vitesses  de  la  molécule    m 
mesurés  parallèlement  aux  axes ,  c'esl-à-dire ,  les  valeurs  initiales  des  quantités 

.  ^  di  dn  dti 

^'      "'       ^'       dF'      Tt'      17 

soient  connues  et  représentées  par  certaines  fonctions  do     v.     On  en  déduira  sans  peine 
les  valeurs  initiales  des  quantités 


•r-,         » 


fff. 


du'  dH\  dn'" 

dt    '        dt    '         fit     • 


el  dès  lors  on  pourra  Aicilcmcnt  déterminer  les  fondions  arbitraires  introduites  par  l'in- 
tcgralion  des  équations  aux  difl*éreucos  partielles  (ig) ,  (si) ,  (sS) ,  du  §  i.**  Or  ces  trois 
équalions  sont  loulos  renfermées  dans  la  formule  (i,s)  [^  !•*']»  de  laquelle  on  les  tire  en 
attribuant  successivement  &     s    les  trois  valeurs  particulières     s\  s",  s*'\     D'ailleurs» 

si  Ton  désigno'  par  ./ô(0  »  fiif)  ^  valeurs  initiales  de  «  et  de  -^  ,  la  valeur  gé- 
nérale de    «  f     donnée  pàt*  la  formule  (is)  [^  i.^'îf  sera 


(0 


/;(«>-*o+A(v+*o      f"  f,(''-»t)+r.(y+*t)  ^^ 


Cela  posé,  concevons  qu'au  premier  instant     «^  et  —     n'aient  de  valeurs  sensibles  que 
dans  le  voisinage  du  plan  représenté  par  Téquation  (i)  du  §  l.*^  ou 

(a)  '  "  v  =  o*, 

«et  que  '.  fo{^)  ^  f,(t)''  s'évanouissent,  par  exempk,  pour  toutes  les  valeurs  de    %     siiaé'es 
hors  des  limites  '»■        •  •'  '  *'  •■i    * 

(3)  t=_f,  x^  =  i, 

i    désignant  une  longueur  très-petite.  Il  est  clair  qu'au  bout  du  temps     t ,     les  fonc- 
tions 


A(^  — «0.       fi(^— *0 
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(5t) 
s'éfanottiroQl  pour  toutes  le«  râleurs  db    v    situées  hors  des  limlies  ..  . 

(4)  ,^  v:=z$t^i,  v  =  *l4.i, 

c^ést-à-dire,  pour  tous  les  points  situés  hors,  de  la  couche  très-mince  dont  Tépaisseur 
9i    sera  difisée  en  parties  égales  par  le  plan  que  représentera  Té^uation 

(5)  -  v  =  rt,  • 

OU 

(6)  ax  +  by  +  ezzszst; 
et  les  fonctions 

pour  toutes  les  valeura  de    v    situées  hors  des  limites 

c'est-à-dire ,  pour  toutes  les  valeurs  de     v    situées  hors' de  la  couche  très-mince  dont  Té' 
paisseur     ui    sera  divisée  en  deux  parties  égales  par  le  plan  que  représentera  Téquation 

(8)  v  =  —  $t, 

ou 

(g)  rtx  +  égr  +  c^zs  — *t, 

Doflcle  déplacement    v    et  la  vitefse    —  »     mesurés  parallèlement  à. la  droite    Oyf  , 

s'évanouiront  constammenl  hors-d^s  doux  coochos  ci^dessos  mentionnées;  et»  cooiipo,  au 
bout'  du  temps  t ,  il  existera  deux  couches  de  celte  espèce  pour  chacune  des  .trois  va* 
leurs  de  »  désignée» par  9\M''^9t!'\  noija.xleyons  en  conclure  que  je. loonvement, 
qui  n'était  d'abord  sensible  que  dans  le  voisinage  du  phia.  OOCf  représenté  par  l'é- 
quation (i) ,  se  propagei^a  dans  l'espace  de  m^nièreà  produire  ait  ondes  planes  indéfinies 
qui  offriront  toutes  la  Aiéme  épaisseur  si ,  et  resteront  comprises  entre  dos  plans  pa^ 
rallèles  ù  OOfOf.  Ces  ondes,  considérées  d^ux  à -deux,  auront  des  vitesses  de  propa- 
gation égalas  p  mais  dirigées  en  sens  contraires ,  savoir»  dans  le  sens  des  ^  positives  et 
^daiia  lé  sens.dos  t>  négatives.  De  plu^^  ces  vitesses ,  mesprées  suivant  une  droite  per-^ 
péndicniaire  au  plan  QCTO!»  po|ir  trois  pndesqiii  se  mouvront  dans  un  même  sens»  se-* 
ront  constantes  en  verlu  de  la  formule  (5)  pu  (8)  »  et  respectivement  égales  aux  trois  va- 
-leurs  de  ê  que  détermine  la  formule  (lâ)  du  §  i.^»  c'est-à-dire /aux  quantités  8\ 
s'^  ê"\  Les  points  situés  hors  des  ondes  plnnos  dont  il  s'agit  seront  en  repos  »  puisque 
les  valeurs  de 

'       '       '     di  '   '"sr»    ^HT' 


»' 
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correspondantes  à  ces  mêmes  points,  s'évanouiront.  Mais ,  pour  les  points  renfcroiës  dans 
Tépaisseur  d'une  onde  plane,  l'un  des  trois  déplacements     »',  v',  ^'"    et  l'une  des  trois 

dt'      du"       //»'" 
vitesses     -r-- ,  ,  — - —   cesseront  de  s'évanouir.  Ainsi ,  en  particulier,  dans  l'onde 

ai        ai  Ut  * 

plane  qui  se  propage  avec  la  vitesse    «^     le  déplacement     «  '    mesuré  parallèlement  à 

du^ 
la  droite     OA'    acquerra  une  valeur  différente  de  zéro,  ainsi  que  la  vitesse   — — ;     et, 

comme  les  déplacements  ou  les  vitesses  mesurés  parallèlement  aux  droites  OA''^  OA"' 
continueront  de  s'évanouir^  on  petjit  affirmer  que,  dans  l'intérieur  de  la  même  onde,  le 
déplacement  absolu  et  la  vitesse  absolue  d'une  molécule  m  seront  dirigés  suivant  nne 
droite  parallèle  à  l'axe     0A\     et  représentés  par  les  voleurs  numériques  des  quantités 

»',  —j—'     Pareillement,  dans  l'onde  plane  qui  j»e  propage  avec  la  vitesse    ê"  ou   s'^, 

le  déplacement  absolu  et  la  vitesse  absolue  d'une  molécule  seront  dirigés  suivant  une 

droite  parallèle  à  Taxe     OA'  ou   OA'",     et  rrprésculés  par  les  valeurs  numériques  de 

.    du'  ,      ,,,     If»'" 

ou  do  » 


-  ^  dt    —  ■       ^i 

Eu  résumant  ce  qui  précède,  on  obtient  la  proposition  suivante. 

TuÉOB&MB  1.*'  Si,  dans  un  corps  homogène,  les  dépÇacûments  tt  Us  vitesses  des  molé- 
cules sont  nulles  au  premier  instant ,  pour  tous  les  points  situés  hors  d^une  couche  plane 
très-mince  dont  C épaisseur  2  i  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  un  certain  plan 
OO'O'p  et  restent  les  mêmes  potir  tous  les  points  de  la  couche  qui  se  trouvent  situés  à  la 
même  distance{le  ce  plan,  la  propagationdu  mouvement ,  de  cliaque  côté  du  plan  Oi/O^^ 
donnera  généralemmt  naêssameô  à  trois  ondes  rônfiiruUe0  entre  dfii  plans  paraUèla. 
Chacune  de  ces  ondes  offrirst  une  épaisseur  égalée  -«î*  De  phu,  les  vùesses  éejnv^ 
pagaiion  des  trois  ondes^  mesurées  suivant  une  perpendiculaireMU  plan  O  OfO^^  seront 
const^nues  et  respectivement  égales  aux  quotients  qu^on  obtient  en  divisant  Vunii4  par  lu 
d^fmt^BBes  de  Vellipmndeqtm  représente  la  formule  (iC)  dti  $  u"  Enfin  les  déplacements 
absolus  ainsi  qme  Us  vitesses  absolues  des  molécules  dans  les  trois  ondes  ee  mesureront 
suivant  trois  direetions  respectivmnent  parallèles  aux  trois  ^uoss  de  Fellipsoidc. 

Le  théorème  i.**  'suppose 'que  la  surface  représentée  par  l'éqvNttoa  {%6)  du  $  u^  est 
un  ellipsoïde.  Si  la  même  équation  devenait  propre  h  représenter  un  système  de  doux 
hyperbololdes  conjugués ,  00  si  elle  ne  pouvait  plus  être  vérifiée  par  4les  valeurs  réelles 
de  X  p  y ,  ^  ,  quelques-unes  îles  trois  vitesses  de  propagation  t^  f^,  s'"^  on  même 
ces  trois  vitesses  h  la  fois  deviendraient  imaginaires;  et,  dans4e  dernier  oas,  la  propaga- 
tion des  ondc^  planes  deWendraît  impossible. 

Si  deux  ou  trois  axes  do  l'ellipsoïde  ci-dessus  mentionné  devenaient  égaux ,  les  ondes 
planes  qui  se  propageraient  dans  le -mémo  sens,  avec  des  vitesses  réciproquement  propor- 
tionnelles il  CCS  axes,  coïncideraient,  et  la  vitesse  absolue  de  chaque  molécule  renfermée 
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dans  ane  onde  plane  serait  •  au  bout  d*un  temps  quelconque  »  parallèle  au:i  droites  sni- 
yant  lesquelles  les  yitesses  initiales  se  projetaient  sur  le  plan  mené  par  les  deux  axes  égaux 
de  Tellipsolde»  ou  même,  si  l'ellipsoïde  se  changeait  en  une  sphère^  aux  directions  de  ces 
vitesses  initiales. 

Concevons  maintenant  qu'au  premier  instant  plusieurs  endos  planes»  peu  inclinées  les 
unes  sur  les  autres ,  et  sur  un  certain  plan  OOK/t  se  rencontrent  et  se  superposent  en 
un  certain  point  O.  Le  temps  venant  à  croître,  chacune  de  ces  ondes  se  propagera 
dans  l'espace ,  en  donnant  naissance  »  de  chaque  côté  du  plan  qui  divisait  primitivement 
l'épaisseur  de  l'onde  en  parties  égales ,  à  trois  ondes  semblables  renfermées  entre  des 
plans  parallèles  »  mais  douées  de  vitesses  de  propagation  différentes.  Par  conséquent  »  le 
système  d'ondes  planes  que  l'on  considérait  au  premier  instant  se  subdivisera  en  trois 
autres  systèmes ,  et  le  point  de  rencontre  des  ondes  qui  feront  partie  d'un  même  système 
se  déplacera  suivant  une  certaine  droite,  avec  une  vitesse  de  propagation  distitibte  de  celle 
des  ondes  planes.  Soient  x  ^  y  ^  z  les  coordonnées  de  ce  point  de  rencontre,  et  faisons-, 
pour  abréger» 

(lo)  F(<i,6.c,*)  = 

Pour  calculer»  au  bout  du  temps  t  »  les  valeurs  de  x  ^  y  ^  z  ^  on  devra  »  dans  l'é- 
quation (6)  ou  (g) ,  considérer  $  comme  une  fonction  de  a»b^e  déterminée  par 
la  formule  (i5)  du  §  i.**»  ou  »  ce  qui  revient  âù  même»  par  la  suivante 

(n)  F(a,6»c,s)=b, 

et  joindre  à  l'équation  (6)  ou  (g)  celles  qu'on  en  déduit  en  attribuant  aux  trois  paramètres 
a ,  6 ,  c,     on  seulement  à  l'un  d'entre  eux»  des  accroissements  infiniment  petits \  Donc 

-?ï : 

*  Dans le«  fonnalep  (6)  ou  (9)  et  (11) ,  les  trois  paramètre  a  »  6 ,  e»  étant  les  cosioas  des  angltt  compfb  entre 
une  certaine  droite  et  les  demi-axes  des  coordonnées  positiTes ,  sont  liés  entre  tni  par  Té^natioa 

Mail  on  doit  obserrer  qne  le  plan  représenté  par  l'éqnation  (6)  on  (9)  ne  se  déplaeera  point  si  les  Taleon  a^  h, 
c ,  f  varient  dans  nn  même  rapport»  et  qn'alora  ces  Talenrs  continoeront  de  satîsfidra  à  la  formule  (1 1)»  en  cessant 
de  Térifier  la  condition 

Il  en  résulte  qu'en  prenant  pour    i    une  fonction  de    a»  6»  e    déterminée  par  la  formule  (11)  j  on  peut^  dans 

l'équation  (6)  ou  (9),  supposer  les  trois  paramètres    a ,  5 ,  e    Indépendants  l'un  de  l'autre.  Dans  cette  hypothèse 

ds      dis      ds 
onétablitfacilement  les  formule»  (1  a)  ou  (iS);  et,  comme     'JZ*  "JT*  ZT"     *^^^  des  fonctions  homogènes  de 

m,  by  e    d'un  degré  nul  »  il  est  clair  que  ces  formules  déterminent  les  rapports      — ,  -=^  ,  —      en  fonctions 

«les  rapports  —  ,  —  ,  quelle  que  soit  la  Taleur  du  trinôme  «•  «f  6  *  H-  e't  p«r  conséquent^  dan»  le  cas 
où  ce  trinôme  même  se  réduit  à  l'unité. 

V.-  Anwéiî.  5 
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(  54  ) 
les  coordonnées    x^  y,  z    an  point  de  rencontre  des  ondes  pltnes  qui  feront  partie  d*an 
même  système ,  seront  déterminées  par  l'équation  (6)  )ointe  aux  formules 

.     ,  ds  ds  dt 

(..)  *='^'    y^*iî'     *='Tc' 

on  par  l'équation  (g)  jointe  aux  formules 

,  .,  d$  de  de 

(.3)  «=-«Âr'    J'=-*;â'    '="'iû' 

suÎTant  que  les  ondes  dont  il  i*agit  se  propageront  d*un  côté  nu  d'un  autre  par  rapport  au 
pkn  0(y(f.  De  plus ,  comme  »  au  bout  du  temps  i  »  les  formules  (  i  a)  ou  (  1 3)  suf- 
firont pour  fixer  les  valeurs  de  ^  %  y  %  z  %  il  est  clair  que  ces  formules  devront 
entraîner  l'équation  (6)  ou  (g).  Or  c'est  ce  dont  il  est  facile  de  s'assurer  directement.  En 
effet,  si ,  dans  la  formule  (lo) ,  on  substitue  les  valeurs  de  ^  ,  JTL  ,  e)'t> ,  9  »  ^  ,  <^ 
données  par  les  équations  (7),  (8)  du  %  i.**,  on  obtiendra  pour  F(a,6,c,«)  une  fonc- 
tion homogène  de  a,  b  ^  e ,  $,  Donc  la  formule  (11)  donnera  pour  s  une  fonc- 
tion homogène  de    a  ,  b  ,  e^    du  premier  degré,  en  sorte  qu'on  aura  identiquement 

D'ailleurs,  en  ayant  égard  à  l'équation  (i4)»  et  combinant  entre  elles ,  par  voie  d'addition, 
les  formules  (la)  et  (i3)  respectivement  multipliées  par  a  ,  6  ,  e  ,  on  reproduit  évi- 
demment l'équation  (6)  ou  (g). 


11  est  important  d'observer  que ,     $    étant  une  fonction  homogène  du  premier  degré 

di      de      dt 


on     a  ,  b  ,  e  j    les  dérivées    "rr  *  Hh  •  T'    seront  des  fonctions  homogènes  d'un  degré 


nul ,  ou ,  en  d'autres  termes,  que  ces  dérivées  dépendront  uniquement  des  rapports    —  , 

— .     Cela  posé,  concevons  qu'entre  les  formules  (la)  ou  (i3)  on  élimine  les  rapports 

a 

dont  il  s'agit.  L'équation  produite  par  cette  élimination  sera  de  la  forme 


(..)  n(i.i:,±) 


o  , 


et  reprééènlera  une  certaine  surface  courbe,  qui  sera  touchée,  au  bout  du  temps     i  , 
par  les  plans  tracés  de  manière  à  diviser  en  parties  égales  les  épaisseurs  très-petites  des 
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ondes  ci-dessus  mentionnées.  Cette  surface  courbe  sera  donc  Tenveloppe  de  l'espace  Ira- 
Torsé  par  les  plans  dont  il  s'agit.  Nous  la  jopiniiiprqiis^  pour  abréger»  surface  des  andef^ 

Si,  au  bout  du  temps  t ,  l'on  désigne  par  a\  b\  c'  les  cosinos  des  angles  que 
forme  le  rayon  recteior  mené  d^  l'origine  à  la  surface  des  ondes»  avec  les  demi  «-axes  dés 
coordonnées  positives»  et, par  V'  ce  même  rayon  vecteur»  les  valeurs  de  os  »  j»  s 
correspondantes  à  l'extrémité  do  rayon     X'    seront  déterminées  par  la  fonnule 


(i6)  x  =  a't'.        7=6'r^         z=ie'v\ 

Par  suite  l'équation  (i5)  donnera 

(.7)  "(«'£:. 6'Il.c'^)  =  o; 

et  l'on  en  déduira  »  pour    t^    une  valeur  générale  de  la  forme 

(18)  r  =  tw{a\b\e'). 

Dei^Cf  le.temps  venant  à  croître ,  le  rayon  jeteur  t'  eJ^oltr#  proportionnellement,  jiu 
temps»  ou.  en  d'autres  termes»  la  vitesse  avec  laquelle  Tei^tréiaité du  rayon  X*  se  dér 
placera  dans  l'espace  s^ra  une  vitesse  constante,  poi^r  yn^  4irwl6oa  donnée  de  ce  rayon  » 
et  la  aurfiice  des  ondes  acquerra  des  dimenifCMu  de  ploa  en  pliis  grandes»  aans:  ceaser 
d*étre  semblable  à  elle-mâpie. 

H  existe  des  relations  dignes  dé  remarque  entre  la  surface  des  ondes  et  celle  dont  les 
coordonnées     x  ,  y  »  z    vérifient  l'équation  ' 

(«9)  F(x,y»x»l)  =  o.  .      . 

En  effet  »  désignons  par  r  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  à  cette  dernière  surface 
de  manière  h  former  »  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  les  angles  ^  »  f^  »  v  » 
dont  les  cosinus  sont  a  »  6  »  e.  Les  coordonnées  x  »  y  »  s  de  l'extrémité  du  rayon 
t    étant  liées  à  ce  rayon  par  les  formules 

(ao)  x  =  «r,      y=6r,      i=rr» 

l'équation  (ig)  donnera 

(ai)  F(flr,^r,cr,0  =  o, 

ou  »  ce  qui  revient  au  même  »  attendu  que  ¥{x,  y»  t,  t)  est  une  fonction  homogène  de 
X,  y,  z,  t. 
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(56) 
(»9)  Pfa,  6,^,— j=o. 


Or  les  divenet  Taleurt  de     —    déduites  de  l'équadon   (ta)  coïncideront  évidemment 

avec  les  diverses  valeurs  de  s  déduites  de  la  formule  (i  i).  D'autre  pari»  si ,  dans  l'é- 
quation (6)  ou  (9)  »  qui  représente  le  plan  tangent  à  la  surface  des  ondes  »  on  pose 

(«3)  »=y. 

on  trouvera 

t* 

(«4)  ax  +  bj  +  ez  =  zt:—. 

Enfin  il  est  dair  que  la  formule  (ai)  représentera  un  plan  mené  perpendiculairement  au 

rayon  vecteur    X    par  un  point  situé  sur  ce  rayon  vecteur  à  la  dislance     —     de  l'origine 

des  coordonnées.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

s/  THÉoaftiiB.  Canstruiêùt  ta  surface  représentée  par  C équation  (19)  ,.rl»  après  avoir 
tnoné  de  Corigine  à  cette  surface  un  rayon  vecteur  t ,  portez  sur  ce  rayon  vecteur,  à 
partir  de  (origine  »  une  langueur  égale  au  rapport  qui  existe  enttte  le  carré  du  temps  et 
ce  même  rayon*  Menez  enfin  par  Cextrérifiité  de  cette  longueur  un  plan  perpendiculaire 
à  sa  direction.  Ce  plan  sera  le  plan  tangent  à  la  surface  des  ondes.  Par  conséquent  cette 
dernière  surface  sera  Cenveloppc  de  C espace  que  traverseront  les  divers  plans  qu^ on  peut 
construire  en  opérant  comme  on  vient  de  le  dire. 

Nous  observerons  encore  qu'en  vertu  des  formules  (16)  et  (90)  l'équation  (94)  peut 
être  réduite  à 

(aS)  rr'(aa'4.66'4.cc').  =  ±r, 

ou  bien  à 

(96)  a?x4.7y4-«z  =  dbr. 

D'ailleurs,  si  l'on  nomme  n  l'angle  compris  entre  les  rayons  vecteurs  menés  de  l'ori- 
gine à  deux  points  correspondants  {p^y^z)  ,  (x.y^z)  dos  deux  surfaces  représentées 
par  le^  équations  (i5)  et  (19)  9  on  aura 

(î27)  COSI  =  aa'  4-  bb'  +  cc\ 

Donc  Téquation  (95)  donnera 

(28)  rr'cosT=±t\ 
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(  «7  ) 
Or  U  résulte  évidemment  de  la  formule  (98)  qu'en  multipliant  les  rayons  vecteurs    r  et 
r^    par  le  cosinus  de  l'angle  aigu  compris  entre  eux,  ou  ;  ce  qui  revient  au  même ,  le  pre- 
mier de  ces  rayons  vecteurs  par  la  projection  du  second  sur  le  premier ,  on  obtiendra  tou- 
jours un  produit  égal  au  carré  du  temps. 

La  fonction  ¥{a^b,e,ê) ,  déterminée  par  l'équation  (10),  est)lu  sixième  degré  par 
rapport  à  s  ,  et  du  troisième  degré  par  rapport  à  «'•  Donc^  la  formule  (11)  fournira 
généralement  trois  valeurs  de  «*^  auxquelles  répondront  trois  nappes  différentes  de  la 
surface  des  ondes.  Soit 

(29)  j*  =  ^.(a,6,c)  "     ;      ""  '.  '• 

Tune  de  ces  valeurs.  L*équation  (19)  donnera,  pour  t*,  une  valeur  êdrrespbndante , 
savoir,  '  ..  »•    ■  » 

(30)  t»=-<^(x,y,«), 

et  </(x,  y«z)  sera  une  fonction  homogène  du  second  degré.  De  plus  celle  dés  itàis 
nappes  de  la  surface  des  ondes  à  laquelle  se. rapportera  la  .valeur  ^{a,b^c)  de  5% 
sera  l'enveloppe  de  l'espace  que  traverse  le  plan  mobile  dont  les  coordomiées  x  ,  f,  z 
satisfont  à  l'équation  (26)  quapd  on  cofisidère  x,  y,  z  conune  des  paramètres  variables 
assujétis  à  vérifier  la  condition  (5o).  Gela  posé ,  faisons,  pour  abré^r,. 

,5.).(..r..)=i^^S^.x(..y..)-|iî^.V(..j,.,=i.ii^. 

Puisqu'on  différenciant ,  par  rapport  aux  paramètres  x,  y,  z,  les  formules  (s6),  (3o), 
on  obtiendra  les  suivantes   '  r    .  . 

(3a)  xdx+j^rfy +  »rfz  =  0  i  . 

(33)  *(x,y,«)irfit  +  x(x,y,'z)rfy4.V(x,y,z)dz  =  o, 

.  '  '     •' •■  ■ 
et  qu'en  égalant  à  zéro,  dans. l'équation  (33) ,  les  coefiicienU  des  difl'érentielles     dx  , 
dj  ,     après  avoir  éliminé     dz    k  l'aide  de  la  forinuïe  (3a) «  on  trouvera 

(34)  »(^>y>g)  _  ^(*^y>z)  _"^(»>y>g)  . 

a>  jr  €.        ' 

il  est  clair  que  l'équation  de  la  nappe  ci-dessus  mentionnée  sera  fournie  par  l'élimination 
des  paramètres  x  ,  y  ,  z  entre  les  formules  (a6) ,  (3p}  et  (34).  Gomme  on  aura  d'ail- 
leurs, en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes, 

(35)  ^♦(x,y,z)4.yx(x,y,z)+zY(x,y.z)  =  /(x,y,z), 

on  tirera  de  l'équation  (34),  joinle  aux  formules  (a6)  et  (3o), 
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(  »8  ) 
(36)  ♦(^>y>')   _'*(x,y,g)  _  ▼(x,y,z)   _  "^{T,y.z)    _  . 

et  par  conséqueDt 

(57)  ♦(x,y,ï)  =05 .  x(x,y,«)  =j .  '•'(«.y.»)  =  «  . 
ou 

(58)  ♦(x,y,i)=— -0),         x(x.y,i)  5:^—7,        ▼(x,y,i)=  — r. 

Donc  »  poor  obtenir  l'équation  de  la  nappe  dont  il  s'agit ,  il  suffira  de  substituer ,  dans  la 
formule  (3o)»  les  valeurs  de  x  ,  y ,  z  exprimées  en  fonctions  de  x,  jr,  z  ,  à  l'aide 
des  formules  (57)  pu  (58).  Obserrons,  au  reste,  q;^^  les  fonctions  homogènes  /(x,  y^  s), 
/(x,y»z,f)  étant  de  degré  pair,  et  les  fonctions  dérivées  9«(x,y»z),  9X(x,y»z), 
sY(x,y,z)  de  degré  impair,  les  valeurs  de  x  ,  y ,  z  changeront  de  signe  avec  x  , 
y  ,  z  j  de  sorte  qu'on  arrivera  au  même  résultat  en  partant  des  équations  ($7)  ou  des 
équations  (38) ,  ot  qu'on  poorra  réduire  la  formule  (36)  à  la  suivante 

,^.                               ♦(x.y,*)   _    X(x,y,g)   _    y(x,y,a)    _  ^ 
(«^)        .  .  i~^  ~-         J      .    "" $ -"' 

Pour  montrer  une  application  des  principes  que  nous  venons  d^établir,  supposons  qu'en 
résolvant  la  formule  (1  i)»  on  obtienne  pour    s*    une  valeur  de  la  forme 

(4o)  a'  =  aa**4- b(*  -4-  Ce*  -4-  9)61:  -4-  ^tea  +  ^(ab. 

L'équation  (3o)  deviendra 

(4i)  r  =  ax» -h  by  4.  rz'  +  aïyz  4.  «rzx  4.  afxy; 

et  par  suite  les  formules  (57)  donneroQl 

(4»)         ax4.fy  +  rz  =  aB.       fx  +  by  4.î>z=7,       t\^ij  +  cz  =  z. 

Or,  en  substituant,  dans  l'équation  (40»  ou  plutôt  dans  la  suivante 

(43)  r  =  xx+yj  +  zz, 

les  valeurs  de     x  ,  y ,  z     tirées  des  formules  (49) ,  savoir, 

(br-î>*)«+(ir-rf)j'+(fb-br)f 


x  = 


y=' 


z  = 


ttbr-aîr'-bf-rf«+aM 

(i>r^cf)a^4-(ra,f«)y-f(rf-al>)s 
ttbr-oîr«-bf-rf*+9M 

(fll.br)«+(rf-aîr)j+(ra.f*)» 
âbc-ai«-bf-rf*+9Î>rf 
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(br-lr«)a?»+(ca-jf')j'4-(ab-f«)srj'3(rf-^)y*'«-a(fï^-be)ftg4-a(^t-rf)ay 

Telle  e«l  i'éqaalîon.qiM-  représenlera  onè  nappe  de  la  awrface  des  ondefe ,  si  la  valeur  d^ 
«*,  correspondanle  à  cette  Dappe  ;:esl  doÉnéa  par  la torflMile?(4o)«  Si  réqmti€ir;(4i)  ap-» 
partient  à  un  ellipsoïde ,  la  nappe  représentée  par  l'équation  (44)  s^ra  un  second  ellipsoïde, 
et  les  rayons  vecteurs  menés  de  KorigM^  à'  deux  polûts  correspondants  de  ces  ellipsofdes 
seront  tellement  liés  entre  eux  que  le  produit  de  ces  rayons  vecteurs  par  Tangle  aigu 
qu'ils  comprennent  sera  égal  au  carré  dii'Iemps.  '  •-.:.>( 

Si ,  fLups  la  forniule  (4o),  on  substitue  la  valeui;  de    s    tirée  di^  rj^uatiop  (6)  eu  {a\, 
on  trouvera 

(45)  {aa*  +  bb*  +  Ce^  +  %hbc+Uoa+2(ab)r=^{itai'^lty  +  lk)'/^^  ^ 

Or,  au  lieu  d'éliminer  z  ,  y ,  x  entre  les  formules  (4i);^(49) ,  on  pourrait  étiminer 
a  ,  b  ,  c  entre  l'équation  (45)  et  ses  dérivées  prises  successivement  par  rapport  à  cha- 
cune des  trois  quantités    a  ,  b  ,  e.     En  opérant  ainsi,  on  obtiendrait  Péqifiition         ,^ 


(46) 


qui  coïncide  effectivement  avec  la  formule  (44)* 

Si  la  valeur  de    $*,     déterminée  par  U  formule  ](4o)  ^se  réduisait  à 

(47)  ê^  =  aa*  +  bb*  +  tc\ 

l'équation  (44) t  qui  représente,  au  bout  du  temps     t ,     la  surface  de  l'onde,  deviendrait 

w*  V*  ±* 

Supposons  maintenant  que     ^{a^b^e)      désigne  seulement  une  valeur  approchée 
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(4o) 
de    s*,    et  que  Ton  troure»  en  poussant  plus  loin  rapproximation  »  ou  mêofie  en  ne 
négligeant  rien , 

(49)  #«  =  /(a.6,o)  +  f(tf,6,i?). 

Pour  obtenir  la  nappe  de  la  surface  des  ondes  à  laquelle  correspondra  la  valeur  précé- 
dente de  $*,  il  fiiudra  sobstiioer,  non  plus  dans  la  formule  (5o)  »  les  valeurs  de  x  » 
y  ,  s    fournies  par  les  équatioDS  (37)  ,  mais  dans  la  formule 

(50)  e«  =  /(x%y',0+fXx',y'.0- 
les  valeurs  de    x^  y^  z^    fournies  par  les  équations 

(5i)  *Cx',y',0+?(i'»y'»0='»  x(x',y',«')+x(t',y',0=j,  i'K,y',0++(»%y'.«')=^ 

en  faisant  »  pour  abf^r . 

(5.),(..y..)«Ai£(iipfI.  ,(x.y..)  =  ±il(^.  +(,.y..)=i.££(^. 

Supposons  maiot'eÀ'àiit  que  les  quantités  f(x,y»é)  et  x'  —  x,  j'  —  y,  z'  —  z  étant 
considérées  comme  infiniment  petites  du  premier  ordre  «  on  néglige  les  infiniment  petits 
du  second  ordre.  En  ayant  égard  au  théorème  des  fonctions  homogènes ,  on  tirera  des 
équations  (5i),  respectivement  multipliées  par    x^,  j\  t\ 

(53)  xx'+xj'  +  zt':=.^{x\j\z')+f{x'ft'). 

ou  è  très-peu  près  , 

(54)  «iL'+yy'  +  *f'  =  /(x'.y',0  +f(x,y.«). 

Comme  on  aura  d'ailleurs ,  en  vertu  des  formules  (55)  et  (57)  » 

(55)  a>x+j7  +  »«  =  /(x,y,z), 

011  trouvera  encore 

)    - 

*(«'-x)+y(y'-y)+*(«'-«)=^(x'»y'»«')-/(x,y,z)+f(x,y,«) 

=a[(x'-x)*(x,y,ï)  +  (y'.y)x(x,y,x)+(x'.z)Y(x3y,2)]+f(x,y,z) 
=  a[a?(k^.x)+y(y'.y)  +  i(f'-2)]  +  r(x,y,zj, 

ou  »  ce  qui  rcviçnt  au  même ,  .  ^ 
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(  4i  ) 

(56)  «(x'-x)+j(y'-y)+«(2'-ï)=-f(x»^z)' 
et  par  conséqaeDt 

(57)  xjL'+yy''{'Zz'  =  xt+yY  +  zz  —  ((x,j,z)  =  g{x,y.z)—({t,7.z). 
Gela  posé ,  les  formules  (5o)  et  (53)  donneront 

(58)  •  **  =  /(x.y,2)  — f(x,y,2). 

Telle  est  Téquation  qai  représentera  sans  erreur  sensible  une  nappe  de  )a  surface  àts 
ondes,  cette  nappe  étant  relative  à  la  valeur  de    s*    que  détermine  la  formule  (49)» 

Au  reste,  les  méthodes  que  nous  venons  d'indiquer  comme  propres  à  fournir  les  diverses 
nappes  de  la  surface  (i5)  seraient  évidemment  applicables  dans  le  cas  même  où  l^oA  dési- 
gnerait par  ^(a,  b,  c,  ê) ,  non  plus  une  fonction  homogène  du  sixième  degré,  déterminée 
par  l'équation  (10)»  mais  une  fonction  homogène  de  degré  quelconque. 

Revenons  maintenant  à  la  formule  (10).  Cette  formule  se  trouvera  réduite  à  Téquatian 
(48)  du  S  1  •*'»  si  l'élasticité  du  système  de  molécules  que  Ton  considère  reste  k  même 
en  tous  sens  autour  d'un  point  quelconque.  Par  suite ,  les  trois  valeurs  de  s ,  représen- 
tées par  5^  s",  t'*\  se  réduiront  è  celles  que  déterminent  les  formules  (49)  du  i*'^ 
savoir, 

(59)  ,'»  =  ^-'^  =  i?  +  /  =  (i?  +  /)(a«  +  6*  -h C-)  , 

(60)  s'""  =  3/î  +  /=(3iî-h/)(a*  +  6'-4-c*). 

Donc  alors,  quelle  que  soit  la  direction  du  plan  00f(y  qui,  au  premief  moment, 
divise  en  deux  parties  égales  l'épaisseur  d'une  onde  plane,  la  propagation  du  mouvement 
de  chaque  côté  du  plan  OOtOf  donnera  seulement  naissance  k  deux  ondes  planes  dont 
les  vitesses  de  propagation  seront 

(6ï)  (fl  +  /)S        (3fi  +  i)% 

et  la  surface  des  ondes  se  réduira  au  système  de  deux  surfaces  sphériques  qui  seront , 
an  bont  du  temps     t ,     représentées  par  les  équations 

(6.)  ^B&=^:  (65)        :^^f=^'.. 

Alors  aussi  les  fermolcs  (i3),  (45)  et  (46)  dur  g  i.*  donneront 

Y*.   AlfNÉB,  *      6 
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(64)  /  ^^  "^  G 
(                                            =#•  — 7Î  — /. 

D'ailleurs ,  si  »  dans  la  formule  (64)  »  on  pose    «*  =  A  +  ^  «    on  en  conclura 

{aJ{,  +  byi\,  +  ce)^  =  {aj(,  +  b^  +  ce)={aA>  +  bMk'+ce)^  =  o. 
et  par  conséquent 

(65)  a^^,  +  b\ih  +  ee==o, 

attendu  que  les  quantités    a  ,  b  ^  e    liées  entre  elles  par  la  condition 

ne  peuvent  s'évanouir  simultanément.  Si  l'on  pose ,  an  contraire»    <*  =  S/?  -l-  / ,     on 
tirera  de  la  formule  (64) 

b 


au  c 


oUr  Dî)  G  «cil>  +  ^UJ>  +  ^G 

et  par  suite 

(66)  ^=:ife=-g=±  m'-^y-HG-)  ^±,. 

^      '  fl  ^  c  V^(«»  +  ^'  +  c») 

De  plus»  comme  deux  racines  égales  de  réqualion  (i  i)  correspondent  à  lu  première  des 
ondes  planes  ci-dessus  mentionnées,  cette  onde  plane  pourra  être  considérée  comme 
produite  par  la  superposition  de  deuxautrc?  ondes  de  même  espèce»  Cela  posé,  il  résulte 
évidemment  des  formules  (65) ,  (66)  que  les  déplacements  et  les  vitesses  absolues  des 
molécules  se  mesureront»  dans  la  première  onde,  suivant  des  droites  parallèles  au  plan 
OOCf^     et  dans  la  deuxième  onde,  suivant  dqs  droites  perpendiculaires  au  même  plan. 

Si  la  quantité  /  »  c'est-a-dire  la  pression  supportée  par  un  plan  quelconque  dans 
l'état  naturel  s'évanouissait ,  les  vitesses  de  propagation  de  la  première  et  de  la  deuxième 
onde  deviendraient  respectivement 

(67)  v/s",       1/3^ , 

et  la  surface  des  ondes  se  réduirait  au  système  des  denx  surfaces  sphériques  représentées 
par  les  équation» 


V 
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,„„        £2*^=,.,  (6,)      ^:^^=>'. 


(45  ) 

5ii 


En  généraU  lorsque  de  la  formule  (lo), combinée  avec  les  formules  (33)  et  (8)  ou  (58)  et 
(36)  du  g  i.**,     on  a  déduit  les  trois  râleurs  de    ê*    relatives  au  cas  où  les  coefficients 

(70)  31,     0,     «,    ©,    «♦    ^,       ou       G,    H.    I 

des  formules  (7)  ou  (35)  [$!»*']  s'évanouissent ,  il  suffit  évidemment  d'ajouter  à  ces  va> 
leurs  le  polynôme 

(7O  3la*  4. 66*  Hh  €c»  4.  2ÎD6c  +  9€ca  +  9 Sab  , 

ou 

(7s)  Ga*  +  Hb*  +  Ic% 

pour  trouver  ce  qu'elles  deviennent  dans  le  cas  contraire.  On  sait  d'ailleurs  que  les  coef- 
ficients (70)  représentent  les  projections  algébriques  des  pressions  supportées  dans  l'état 
naturel  par  des  plans  perpendiculaires  aux  axes  coordonnés. 

Supposons  maintenant  que  l'élasticité  du  système  reste  la  même  en  tous  sens  autour 
d'un  axe  quelconque  parallèle  à  l'axe  des  z.  Alors»  en  admettant  que  les  pressions 
s'évanouissent  dans  l'état  naturel  y  on  tirera  de  la  formule  (lo)»  jointe  aux  équations  (40» 

(42)du§I.-, 

(73)  F{a,b,c,s)  = 

(ZRa^  +  Rb*  +  Qc*  —  s*){Ra*  +  ZRb* ^Qc*  -- s^XQa*  +  Qb^  +  Nc*  —  s^) 
''liQ*b*c*{ZRa*+Rb»'^Qc*''S*)''/iQ*c^a*{Ra*+ZRb*i'Qe*'S^)'^R*a*b*{Qa*^Qb*'^Ne*'S*) 

+  i6Q*Ra*b*c\ 
D'autre  part  on  aura  identiquement 

(5ila*4.il^«4-Çtf*  — #*)(/l««4-5W4-<?^"  — '•)  — 4^'«»^* 
=  (Ra^  +  Rb^  +  Qe^  -**)(3ila»+3/î^«4.<?c«  — *0  > 


et 
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(44) 
Donc,  la  formule  (yS)  poorant  être  rédaite  k 

(74)  F(«,A,r,,)  = 

(ila"+lt*»+Q««— «•)[(5il«»+5/?6»+Çc»  — «•)(Ç««+Ç*i+iy<.»  — »»)-4ÇV»(«»+A»)], 
réqoatioo  (ii)  se  décoosposera  ea  deux  antres,  «avoir, 

(75)  fla»-|-fl6»  +  Qc«  — «*  =  o, 
et 

(76)  (3Ra»  +  3iî6»  +  Qc«  —  «')(Qa*  +  QA*  +  ^fl»  —  «')—4Q'«*(«* +*•)=<>. 

Ajoutons  que  l'équation  (76) ,  pouvant  être  présentée  sous  la  forme 

(0«*  +  Qt>'  +  Qc*  —  s*){iRa'  -4-  5R6*  4.  Ne*  —  «') 


(  +1 


(77) 

,[(iV-.Q)(3^_Q)__4Q.]c»(a»  +  6«)  =  o, 

sera  elle-même  décomposable  en  deux  autres ,  savoir , 

(78)  Q(a»-|.6'  +  c')— s'^o 
et 

(79)  3fl(a«  +  6»)4-iVe'  — «•  =  ©, 

si  les  coefficients    N  ,  Q,  R    vérifient  la  condition 

(8o>  (^_  Ç)(3fl_  Q)  =4Q». 

Alors  on  pourra  prendre 

(81)  *"  =  Q(a»  +  6'4-c')  =  Q. 

(83)  «'"•  =  3A(a«4.*»)  +  ^«'» 

et  par  suite  les  trois  nappes  de  la  surface  des  ondes  se  réduiront  anx  surfaces  de  la  sphère 
représentée  par  l'équation 

(84)  — I =*'. 

et  des  deux  ellipsoïdes  représentés  par  le»  deux  équations 
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Alors  aussi ,  en  posant  saccessi?ement  ê  =  s\  $  =  $",  s  =  ê^'\  on  tirera  des  formules 
(i4)duSi.* 

(87) 
(88) 

(89) 

pub  on  conclura  des  équations  (87),  (88),  (89),  combinées  avec  les  formules  (90),  (99)» 
(94)  du  §  i.**^  que,  dans  trois  ondes  planes»  parallèles  à  un  même  plan  OOfC^y  et 
dont  les  vitesses  de  propagation  seront  s>\  s",  ê"\  les  déplacements  absolus  des  mo- 
lécules se  mesureront  parallèlement  aux  trois  droites  représentées  par  les  formules 

(91)  <MD-|-6jr  =  o,  î  =  OÎ 


X         ilî,' 

^Q 

cQ' 

a     ~      b 

3R-<? 

a*+b* 

ac)l'+fc'»fi>'  = 

0, 

G'  =  o. 

X"          -Ift)'" 

aÇ 

C" 

■    b 

N-Q 

c      ' 

(9«) 


a  b         N'Q    c  2<? 


Or  il  résulte  des  équations  (91)  que,  dans  les  ondes  planes  dont  la  vitesse  de  propaga^ 
tion  sera  ê",  les  droites,  suivant  lesquelles  ^c  mesureront  les  déplacements  des  molé^ 
cules»  resteront  toujours  parallèles  au  plan  00* (y  et  perpendiculaires  à  Taxe  des  z. 
An  contraire,  il  suit  des  fomules  (90)  et  {99)  que,  dans  les  ondes  planes  dont  les  vi* 
tesaes  de  propagation  seront  ê"  et  «^^  les  droites,  suivant  lesquelles  se  mesureront  les 
déplacements  des  molécdea,  resteront  toujours  comprises  dans  des  plans  parallèles  à  Taxe 
des    t    et  perpendiculaires  au  plan     00^(y. 

Si,  la  condition  (80)  étant  vérifiée,  ainsi  que  les  conditions  (^9)  du  §  i.*',  on  no  sup- 
posait pas  les  pressions  nulles  dans  l'étal  naturel,  il  faudrait  aux  formules  (81) «  (89), 
(83)  substituer  les  suivantes 
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(93)  *'•  =  (fl +  «)(«'  + 6  •)  +  (Ç  +  /)«%  f 

(94)  »••  =  (/?  + i7)  («' -H  6  *)+(Ç +  /)«•. 

(95)  *""  =  (3^4-  //)(«•  +  6*)  +  (AT  +  /)c'  ; 

et  par  conséquenl  les  trois  nappes  de  la  surface  des  ondes  coïncideraient  avec  le»  surfaces 
des  trois  ellipsoïdes  représentés  pnr  les  équations 

Quant  aux  déplacements  absolus  des  molécules  dans  les  ondes  planes  dont  les  vitesses  de 
propagation  seraient  s\  s",  $-'\  ils  se  mesureraient  toujours  suivant  des  droites  pa- 
rallèles à  celles  que  rcprésenlent  les  formules  (go) ,  (91)  »  (gs). 

Il  est  important  d'observer  que  la  condition  (80)  se  trouve  remplie,  en  même  temps 
que  les  conditions  (45)  du  §  i.*',  dans  le  cas  où  Télaslicité  du  système  que  l'on  considère 
csl  la  môme  en  tous  sens  autour  d'un  point  quelconque.  Alors  aussi  on  a 

(09)  3/?-Q  =  /V  — Ç  =  .Ç. 

et  la  formule  (gs)  »  réduite  à 

(100)  —=--.  =  _, 

^       '  abc 

montre  que,  dans  la  troisième  onde,  les  déplacements  absolus  des  molécules  se  mesurent 
suivant  des  droites  perpendiculaires  au  plan  OOfO'*  Ajoutons  que»  si  la  condition 
(99)  Q'^^  P^^  rigoureusement  mais  sensiblement  vérifiée»  il  en  sera  de  même  de  la 
formule  (100)  »  et  que  par  suite  les  déplacements  absolus  des  molécules  dans  la  troisième 
onde  se  mesureront  suivant  des  droites  sensiblement,  mais  non  exactement  perpendicu- 
laires au  plan     OO'Cf. 

On  pourrait  demander  si  le  cas  où  J'en  suppose  la  condition  (80)  vérifiée  »  est  le  seul 
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(47) 
dans  lequel  les  deux  valeurs  do    «%     fouraiei  par  réqualioo  (76) ,  se  réduisent  à  des 
fonctions  rationnelles  de    a  ,  6  ,  cl*   Pou»  répondre  à  cette  question ,  il  suQira  d'obser- 
ver qu'on  tire  généralement  de  l'équation  (76] 

Or  la  valeur  précédente  de  s*  deviendra  une  fonction  rationnelle  de  a  y  b  ^  e  ^  si 
la  quantité  comprise  sur  le  radical  est  un  carré  parfait»  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  ai 
l'on  a 

(102)  8Ç«  — (37?  — Q)(;V  — <?)==!=  (3iî  —  Ç)(Ar_Q); 

et  suivant  qu'on  réduira  le  double  signe  db  au  signe  -(•  ou  au  signe  — ,  la  for- 
mule (109)  reproduira  la  condition  (80),  ou  la  suivante 

(io5)  <?  =  o! 

Donc,  si  le  coefficient  Q  n'e.4  pas  nul ,  l'équntion  (76)  ne  pourra  fournir  une  valeur 
rationnelle  de  a^^  à  moins  que  1rs  trois  quantités  Q ,  A ,  /V  ne  satisfassent  h  In 
condition  (80) •  Remarquons  d'ailleurs  que,  si,  les  pressions  étant  nulles  dans  l'état  na- 
turel du  système  que  l'on  considère,  lu  coefficient  Q  s'évanouissait,  les  valeurs  de  s* 
déterminées  par  les  formules  (75) ,  (7G)  deviendraient 

(io4)       8*  =  Ne%         (io5)      #«  =  //(a»  +  6«),         (106)       j-  =  37î(ii- +  6«). 

Alors  aussi  les  trois  nappes  do  la  surface  des  ondes  disparaîtraient  et  se  trouveraient  rem- 
placées par  des  points  et  des  cercles.  En  effet ,  on  tirerait  des  formules  (37)  ou  (38)  et 
(3o) ,  i  .•  en  supposant     /(x,  y,  t)  =  Nz % 

(107)  x  =  o,        j  =  o,        7^='% 

«.•  en  supposant    ^{n,  y,  a)  =  fi  (x*  +  y ') , 
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(4<) 
5.*  eo  Mippotant    ^{x,j,t)  =  3A(x* 4>y*), 

« 

Donc  p  au  bout  du  temps     f ,     les  ondes  planes  douées  de  la  Yitesse  de  propagation 

dtzN'c    passeraient  toutes  par  l'un  des  deux  points  situés  sur  Taxe  des     z    à  la  distance 

N»t    de  Torigine  des  coordonnées,  tandis  que  les  plans  tracés  de  manière  à  difiser  en 

parties  égales  les  épaisseurs  des  ondes  douées  de  la  Yitesse  do  propagation     A*  (a* +6*)* 

fi  « 

ou   3 'A* (a' 4*^*)'     toQcberaient  les  circonférences  de  cercles  représentées  par  les 

équations  (io8)  ou  (log).  Enfin  Ton  tirerait  des  formules  (i4)»  (40  ^^  (4^)  du  $  i.*'. 

1.*  en  supposant    *'=iVc', 

(iio)  cX.  =  ^'         \(î>  =  o,        G=±i, 

2.*  en  supposant    s»  =  /?(a»  +  ^*)  » 

(m)  aa.l>4-fr\iî)  =  ^»         C=o. 

S.'  en  supposant    #»  =  3iî(a*  -|-  fc») , 

(112)  -_  =  -^— ,  G=o, 

Par  suite,  dans  les  ondes  planes  dont  les  vitesses  de  propagation  seraient  données  par  les 
formules  (io4)i  (io5]  et  (io6),  les  déplaccmcnls  absolus  des  molécules  se  mesureraient 
parallèlement  uux  droites  représentées  par  les  équations 

(ii3)  x  =  o,  j^==o, 

(ii4)  ax  +  bjr  =  o.  s  =  o, 

(,,5)  T^i'  '  =  ^' 

Or  ces  trois  droites  se  confondent ,  la  première  a?ec  Taxe  des  '  z ,  la  seconde  avec 
la  perpendiculaire  menée  à  cet  axe  dans  le  plan  OC/ty  que  représentei'équation  (s), 
et  la  troisième  avec  une  perpendiculaire  au  plan  des  deux  premières. 
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